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Departamento de Matematica do Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza da Universidade
Federal de Pemambuco, em segdo publica, teve inicio a defesa da dissertagdo, intitulada :
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e Pés-Graduagio da UFPE, for composta pelos professores Aron Simis e Francesco Russo
do Departamento de Matematica da UFPE, Carlos Eduardo Nogueira Bahiano do
Departamento de Matematica da UFBA. O professor Aron Simis em virtude da sua
condigiio de orientador, presidiu os trabalhos e depois das formalidades de apresentagio,
convidou a aluna a discotrer sobre o conteido da dissertagdo. Concluida a explanagio, a
candidata foi argiiida pela Banca Examinadora, que em seguida, sem a presenca da aluna,
finalizande os trabalhos, reuniu-se para deliberar tendo concedide a mengdo
APROVADO COM DISTINCAQ. E para constar, foi Javrada a presente ata que sera
assinada pelos membros da Banca Examinadora,

Recife, 28 de julho de 2004
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- Aron Simis
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"Que darei eu ao Senhor por todos os beneficios que me
tem feito?”



RESUMO

O objetivo central desta dissertagao é versar sobre resultados recentes de Jouanolou-Busé
([2], cf. também [3]) sobre o problema da implicitagao (de equagoes paramétricas) de uma
hipersuperficie. Informalmente, o problema consiste em calcular a equacao da imagem
de uma determinada aplicacao racional P — P™ quando a imagem ¢é de codimensao um.
Em trabalhos recentes, o principal método tedrico-pratico de atacar o problema tem sido
o procedimento conhecido como “moving lines” (cf., e.g., [4], [5]). Este método, apesar
de muito usado nas aplicacoes , tem algumas desvantagens. Uma ¢é de que os calculos
resultam crescentemente complicados. Como alternativa, Busé e Jouanolou devisaram
um método que consiste em relacionar o problema da implicitacao com a aciclicidade de
um dos complexos de aproximacao introduzidos por Herzog—Simis—Vasconcelos (vide,

8], [9], [12]).

No primeiro capitulo expomos propriedades conhecidas do complexo de Koszul cléssico
que, por assim dizer, servem de modelo a outros complexos considerados. Para maiores
detalhes, remetemos o leitor a [7] e a [1]. No capitulo 2, fornecemos um resumo da
teoria basica dos complexos de aproximagcao, ferramenta principal para o desenvolvimento
do método de Busé-Jouanolou. As referéncias basicas deste capitulo sao [8], [9], [10].
Finalmente, no capitulo 3 fornecemos todos os resultados e as respectivas demonstracgoes,
obtidos por Busé e Jouanolou.

Terminologia e resultados basicos de dlgebra comutativa, liberalmente usados no texto

foram coletados bibliografia ja citada.

Palavras-chave: Implicitacao, Busé-Jouanolou, complexos de aproximagcao.
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ABSTRACT

The main result of this work is to join the implicitization of curves and surfaces with the
acyclic of some complexes.To references we indicate [2] and the others works that are in
the bibliografy.

Keywords: Implicitization, Busé-Jouanolou, Aproximation complexes.
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CAPITULO 1

COMPLEXOS OBTIDOS POR SIMETRIZACAO

1.1 O COMPLEXO DE KOSZUL CLASSICO E SEUS INVARIANTES

Neste capitulo exporemos, primeiramente, algumas propriedades basicas do com-
plexo de Koszul classico. Os complexos de aproximacao sao obtidos, a partir deste,
via simetrizagao.

Seja, entao, F um A-mdédulo livre de posto » > 1. Por simplicidade suporemos que
F = A", munido da base canonica {ey,...,e.}.

Definicao 1.1.1 Dados z1,...,x, € A, temos um homomorfismo de A-moddulos ¢ :
ANF = F — NF = A tal que p(e;) = x;. Consideremos a seguinte seqiiéncia de
A-médulos:

On

AF S an-ip ngt o p2p &

NF=F "5 NF=A — 0
com &, (e, A=+ Aei,) = D00 (1) (e, A - AeLA -« - Nei,).

Verifica-se, usando as propriedades do produto na édlgebra exterior, que a seqiiéncia
acima é um complexo, isto é, 6, 16, = 0,Vn > 1. Este complexo notavel chama-se o
Complexo de Koszul associado a x = {x1,...,x,.} C A e serd denotado por K(z; A).

Vejamos alguns exemplos, para valores inciais de r.

Exemplo 1.1.2 (i) r = 1: O complexo é trivial, reduzindo-se, essencialmente, ao proprio
¢. Nomeadamente, 0 — A'A = A4 % A — 0. Observemos que 0 — A'A — A é exato se,
e s6 se, (1) é nao divisor de zero em A.

Exemplo 1.1.3 (ii) » = 2: O complexo é
1
0— A — 7 A2 A—0,

usando a identificagao A?A? ~ A. Verifica-se, sem dificuldade especial, que se {z, 15} é
sequéncia regular em A, entao o complexo em questao é exato.



Exemplo 1.1.4 (iii) » = 3: Usando as identificagoes A3A% ~ A e A2A% ~ A3 tem-se:

Ty —T9 —T3 0
—X2 T 0 —T3
XT3 0 T i)
%)
0— A —5 7 43 — A3 A —0
Ainda neste caso é possivel verificar que se {z1,...,x,} constitui uma seqiiéncia regular,

entao o complexo é exato, embora os cédlculos sejam mais laboriosos. Esta implicagao
se mantém no caso geral, tratando-se de uma propriedade bésica e caracteristica do
complexo K (z;A) (cf., por exemplo, [1, Cor. III.31]). Nesta circunstancia especial, o
complexo constitui uma resolucao livre do ideal I = (zy,...,z,) C A.

Por conveniéncia, fixamos a seguinte terminologia e notacao :

Defini¢ao 1.1.5 Seja x = {z1,..., 2.} C A uma seqiiéncia de elementos. Considerando
o complexo de Koszul associado, temos: o A-médulo Z,(z; A) := ker(d,,) (resp. A-médulo
Bp(z; A) :=Im(d,41)) é o mddulo dos n-ciclos de Koszul (resp. o mddulo dos n-bordos
de Koszul) associados a seqiiéncia . O mddulo quociente H,(z; A) := ker(d,)/Im(d,41)
é o n-ésimo modulo de Homologia de Koszul associado a seqiiéncia z.

Denotaremos ainda B,(z; A) := ®p>0Bn(z;A), Z.(2;A) == Gn>0Zn(z;A), K(z; A) =
Onz0ln(z; A)y NF = @nzo \" F e H(z; A) i= @nzoHn(z; A).

Recordemos as seguintes propriedades bésicas destes mdédulos (cf. [1, p. 108 e
seguintes]).

Lema 1.1.6 (i) Z(z;A) C K(z;A) ~ \ F é uma A-subdlgebra de \ F

Finalmente, existe uma versao do complexo com “coeficientes” em um moédulo. Se
M é um A-médulo, consideramos o complexo K (z; A) @ M, obtido do complexo K (z; A)
por tensorizacao com M:

d2®1 61®1

— N FQUAMEZBANFoa M 2S5 A°Feoa M — 0.

Neste caso, usamos a seguinte notacao : K( ;M) =K(z; A)@ M, Z,(x; M) = Ker (6, ®
1), Bula; M) = (81 @ 1), Holas M) = Za(z; M)/ Bu(z; M),



Observemos que as propriedades (iv) e (v) acima do complexo K (x; A) permanecem
validas para K(xz; M): Ho(z; M) = M/(x)M e H.(z; M) = 0 :p (x). Em geral,
H,(z; M) # H,(z; A) ®4 M, para 0 < n < r.

Uma outra propriedade elementar é expressa através do produto tensorial (cf. [1,
Lema II1.29]) de complexos de Koszul elementares.

Proposicao 1.1.7 K(z; M) ~ K(21; A) @4 -+ ®4 K(,; A) ®4 M como complexos.

Demonstragio. E suficiente mostrar que K(z, A) ~ K(x1,A) @4 -+ @4 K(z,, A). A
prova serd feita por inducgao sobre n. Se n = 1, o resultado é trivial. Suponha n > 1.
Sabemos que existe um isomorfismo A" A" ~ ATA" AL AT, Pela hipdtese de inducao,
temos entao um isomomorfismo

(K(Il; A) XKa- Ra K(J7n—1§A)) XA K<xn7A))T

r

= D (K(@1;4) @4+ @4 K (2015 A))ri ®a K (205 A);
1=0

> (NTAT @4 K (20 A))

1=0

~ (ArAnfl ®A A) D (ArflAnfl ®A A)
~ /\rAn—l D /\r—lAn—l ~ AT A"

12

Para concluir, verifica-se que estes homomorfismos comutam com as diferenciais dos com-
plexos em questao. O

1.2 COMPLEXOS DE APROXIMACAO

Existem varios complexos obtidos por simetrizacao do complexo de Koszul ordinario
ou de outros complexos de natureza semelhante. Nesta secdo enfocaremos um caso

especial do complexo duplo associado a dois homomorfismos, conforme estudado em [§],
[9], [10].

1.2.1 Simetrizacao da algebra exterior

Sejam Fy, I} A-médulos livres de postos n e, m, respectivamente, e seja ¢ : F} — Fy,
um homomorfismo de médulos. Ponhamos E = coker(¢) e B = Sa(Fo) = A[X1,..., X,

Queremos ver A\ F} ®4 S(Fp) como um complexo de Koszul associado naturalmente
a . Inicialmente, veremos a construcao como complexo duplo, cujas componentes sao

3



N'Fy ®r Si(Fpy) e cujas diferenciais sao
NFL @4 Si(Fy) — ANTUE @4 S (F)
GAN . NGRE = S(=D'g A AGA . NG R(g) - f

Proposicao 1.2.1 Com a notacao acima, tem-se:

(i) N\ F1®4S4(Fo) tem uma estrutura natural de complexo graduado sobre B = S4(Fp)
e, como tal, é soma direta de A-complexos

Kt 00— /\qF1 X St_q<F0) — ... /\lFl X St—l(FO) i St<F0),
com ¢ = min {t,m} e Hy(K;) ~ S(E).

(i) Como complexo graduado definido sobre S(Fy) = Y, Si(Fy), \NF1 ®a Sa(Fy) é
isomorfo ao complexo de Koszul (ordinério) associado a um conjunto gerador do
ideal de apresentacao J(yp) C Sa(Fy) de Sa(F) induzido pela apresentagao .
Como tal, sua homologia em grau zero é Ho(/\ F1 ®4 Sa(Fp)) ~ S(E).

Demonstracao. (i) Como complexo graduado definido sobre o anel B = Ss(Fp) o
complexo é soma direta dos complexos

0 — So(F()) — 0

0 — F1 X So(F()> — 51<F0) — 0

0 — /\2F1 &® S()(FO) — F1 (%9 Sl(FO) — SQ(F()) — 0
— S3(Fy) — 0

0 — /\3F1®50(F0) — /\2F1®51(F0) — F1®SQ(F0)

Consequentemente, /\ Fy ®4 Sa(Fp) é da forma

E facil ver que Hy(K;) ~ Sy(E). Segue disso que Hy(\ Fy ®4 Sa(Fy)) ~ Y0 St(E) =
SA(E).

(i) Seja {g1,- .., gm} uma base de F;. Entao F} ® 4 S4(Fp) dm médulo livre sobre S, (Fp)
nos geradores {g; ® 1,..., g, ® 1}. Por outro lado, J(¢) C Sa(Fp) é, por definigao ,
gerado pelos polinomios

(X1, Xn) so(gr), o (Xay o, Xa) - 0(gm),

onde ¢(g;) é visto como o vetor coluna correspondente na base {Xi,..., X, } de Fp, e -
denota produto matricial. Segue um homomorfismo de S4(Fp)-mddulos

4



Fl ®RSA<F0)1>SA(FO)7 g]®1’_)(X177Xn)90(g])71 S] Sm

Se agora considerarmos o complexo de Koszul (ordinario) K(n, S(F')) associado a 7,
obtemos um isomorfismo de complexos sobre S4(Fp)

/\F1 ®AHSA(F0) 0 — (/\mFl)(X‘)‘SA(F())(—m) - ... — F1®[?A(Fo)(—1) — SA|(|F0) — 0
K(?], S(F)) : 0 — /\"L(Fl ®SA(F()))(—m) — ... — (F1®SA(F0))(—1) — SA(F()) — 0
O resultado segue entao deste isomorfismo. O

Coroldrio 1.2.2 Se ¢ identifica ¢(F;) com um somando direto de Fy - por exemplo, se
@ é um isomorfismo - o complexo graduado

/\F1 ®A SA(F()) . 0 — (/\mFl) ® SA(F())(—m) — ... F1 & SA<F0)(—1) — SA(F0>

é exato.

Demonstracao. De fato, em tal circunstancia, os polindmios

(Xb ce 7Xn) : 90(91)7 BRI (Xla cee 7Xn) : @(QM)v

constituem uma sequéncia regular em S (Fp). O

1.2.2 O complexo de Herzog—Simis—Vasconcelos

Consideremos o seguinte diagrama de A-modulos e homomorfismos:
M 2
l<I>
A

Para formarmos um complexo duplo associado aos dois homomorfismos ® e ), consider-
aremos dois complexos. Um deles é o complexo associado a 1, definido por simetrizacao

NM@SIN % AN @ SN

5(611/\"'/\6ir®f) = Z(_l)j(eil/\'"AajA"'Aeir)®w(€ij)
j=1



O outro complexo é o complexo de Koszul associado a & com coeficientes em S(IV):

k=ko
—

AN"M ® S'N ATIM @ SH(N)

kleyA---Nep, @ f) Z(—l)j(eil/\ c NeyA s Ney,) ® (I)(eiJ-)f
=1

Proposicao 1.2.3 Tem-se k.0 = —0d.k, isto é, o diagrama abaixo é anti-comutativo

ANM®SIN -2 ATIM @ SETIN)

Lk Lk

ANIM @SN -2 AT2M @ SN

Demonstracao. Por um lado temos

d(erN...Nej...Nep @ f) = —eales ... Ne, @Y(er)f +erNes... Ne, @(er)f + ...

k(O(erA ... Aej ... Nep @ f) O (=1 ean. . GA.. Ay @ pler)t(e;) f)
(—esA ... Ne, @ Y(er)p(es) f

+
+ Y (LT A L ABA L Al @1(eg)plea) ) +
J#1

Por outro lado,

k(esA...Aej...Nep @ ) = —eales ... Ne, @ p(er)f +erhes ... Ne, @ p(erl)f + ...

S(k(erh ... Aej... hep @ f) = (D (=1)eah... AGA... Ny @ pler)v(e)) f)
+ (esn... Ae, @(er)plea) f
+

Z(—l)jel/\ NG Ner @ Y(eg)plen) f) + -
i#1

Portanto, 6k = —k9. O

O complexo duplo associado a {®, ¥} assim definido serd denotado por £(®, ¥). Por



comodidade, exibimos uma faixa tipica deste complexo:

! ! !

0 — AMPMRS'N — A'MS'N — A'M®S2N — 0
! ! l
0 — AM®S'N % AM @SN — 0
Lk !
0 — A'M®S'N — 0
!
0

Proposigao 1.2.4 Se M = N(~ A") e U = 1), entao os subcomplexos horizontais do
complexo duplo L(®, V) sao exatos.

Demonstragao. Neste caso, pela Proposicao 1.2.1, (AG ®4 Sa(M),d) pode ser visto
como o complexo de Koszul associado as 1-formas definidas por ¥ = 1,,, isto é, X, ..., X,,,
onde Sy(M) ~ A[Xy,...,X,]. Pelo Corolario 1.2.2, sabemos que o complexo (AG ®4
Sa(M),0) é exato. Equivalentemente, suas partes graduadas (linhas horizontais) sao

complexos exatos de A-médulos. |
Doravante, suporemos que M = N = A" e que z = {z1,...,z,} geram o ideal
I=3®(A") C A.

Definicao 1.2.5 £ = L(®,1,,) é o complexo de Koszul duplo associado a seqiiéncia z.

Observemos uma “fatia” de tal complexo L para melhor visualizagao:

! ! !

/\r+2<An) ® StflAn BN /\r+1(An) ® StAn N Ar(An) ® St+1(An)
| | |
/\r—l—l(An) ® St—lAn N /\T‘(ATL) ® StAn N /\T—I(An) ® St—l—l(An)
| ! l
/\T(An) ® St—lAn _ /\T—I(An) ® StAn _ /\T—Q(An) ® St—i—l(An)

l ! !

Observemos que, para cada ¢, o complexo (linha) vertical é simplesmente o complexo
de Koszul associado a z com coeficientes em S;(A™), ao passo que, para cada par r,t,

7



o complexo (linhas) horizontal é o subcomplexo de grau r + ¢ do complexo de Koszul
associado a seqiiéncia T' = {T},...,T,}. Vimos anteriormente que todos os complexos
horizontais sao exatos.

Usando a notagao do capitulo anterior, Z = Z(z; A) denota o submdédulo dos ciclos
de K(z; A), B= B(x; A) o médulo dos bordos e H = H(z; A), o médulo de homologia.

Proposicao 1.2.6 As diferenciais k e § induzem novos complexos
Z={Z®S5,0}, B={B®S5,0}, M={H®S,0}

onde S = S4(A™).

Demonstragao. Temos
As(A) ® Sr—s L) /\5_1(14) ® Sr—s+1

l ks l ks—l
/\sfl(A) ® qr—s i) /\372(14) ® Srfs+1

Seja ¢ @ f € Zy(x,A) @ S,_i(F). Por hipétese, d(k(c ® f)) = d(k(c) ® f) = 0 (pois
k(c) = 0).

Como 6.k = —k.0 , temos k(6(c® f)) =0 = (c® f) € Ker(ks—1) = 6(c® f) €

Zs 1(x, A) ® S,_s11, onde a tdltima implicagao resulta de que S,_s,1 € livre. O

Definicao 1.2.7 Z, B e M sao os complexos de aproximacao associados a z.

Iremos nos concentrar, a partir de agora, nos complexos M e Z. O M-complexo, como o
Z-complexo, é um complexo graduado sobre o anel de polinémios S(A™) ~ A[Ty,...,T,].
A t-ésima parte homogénea M; de M é um complexo de A-mddulos da forma

Mt:0—>Hn®St_n i) —>H1®St_1 i>}[0®;S’t—>0
De maneira anédloga, vemos que Z; é um complexo de A-mddulos da forma
20— 2,08 0~ — 718 — Zy® S, — 0.

Como complexo sobre o anel de polinémios S(A™) =S o Z-complexo pode ser escrito

Z:0—Z,®85(-n) > ... -5 Z,98(-1) -5 Z,®85 — 0,
onde S(k) denota o S-médulo graduado cuja componente de grau m é Sy, E natural
perguntar os complexos Z e M dependem do conjunto gerador z = {z1,...,x,} do
ideal I, uma vez que sao modelados sobre o complexo de Koszul ordinario que, em geral,
depende dos geradores. Surpreendentemente, temos o seguinte resultado

8



Proposicao 1.2.8 Sejay : A" = F'@Ae — A, onde F’ é livre, tal que p(e) = 0. Sejam
M, M’ respectivamente os complexos de aproximacao das seqiiéncias definidas por ¢ e
por sua restrigao ¢’ : F' — A. Entao, H (M;) = H (M).

Demonstragao. Denotemos por K, K’ respectivamente os complexos de Koszul definidos
por ¢ e por ¢’. De acordo com a defini¢ao de M,, sua componente M, ; é dada por

H(K) ® $*(M) = (H,(K') & H,_,(K') © Ae) ® ZS (M)es)

que pode ser visto como a soma de trés sub-complexos

s—1 s
H.(K')® S*(M") @ Si(M)e* ) & Ho_y(K') @ Ae @ (D S;(M)e* ).

J=0 J=0

A primeira componente é M’, ;. Denotaremos as outras componentes por A, s e B,
respectivamente. Observe que A, s >~ B,;1 -1, onde o isomorfismo é induzido pela mul-
tiplicagao por e. Portanto, o complexo C, s = A, s ® B, é aciclico ja que A,_;1 511 >~ B, 5.

O

Corolario 1.2.9 Seja ¢: A" — A um homomorfismo, I = p(A™) e x, um conjunto
gerador de I. A homologia do complexo M(z) depende apenas de I.

Demonstragao. Seja y um outro conjunto gerador de /. Consideremos o M-complexo
M’ associado a seqiiéncia {x, y}. Consideremos o homomorfismo § = o+ : A"t™ — A,
onde g : A" — AeB: A™ — Asio dados por o(e;) = z; e 3(e;) = y;. Pela proposicao
anterior, temos H (M) = H (M'’). Denotando por M" o complexo M(y), outra aplicacao
da proposigao anterior fornece H (M’) = H (M”"). O

Observagao 1.2.10 Da mesma forma podemos concluir que os moédulos de homologia
dos complexos Z e B nao dependem do conjunto gerador do ideal considerado. Assim,
podemos nos referir aos complexos de aproximacao associados a um ideal I finitamente
gerado de A e nao simplesmente a uma sequéncias finitas de elementos de A.

Observagao 1.2.11 Vemos que se I é um ideal de A e M é o M-complexo associado a
I, entdao H;(M) = 0,Vi > u(I) — profi(A).

A razao da terminologia reside, originalmente, no seguinte resultado.

Proposicao 1.2.12 Dado um ideal I C A finitamente gerado, tem-se:

(i) Ho(Z(1; A)) = Sall).



(i) Ho(M(z)) = Sa(l/I?).

Demonstragao. (i) Seja 0 — Z = kerp — A" — [ — 0 uma apresentacao de I.
Tomando a r-ésima poténcia simétrica desta apresentagao, obtemos:

7 ® S,_1(A™") el S, (A" — S.(I) — 0

N zsany

Além disso,sabemos que o Z-complexo termina com:

Zi(z A) @ S,_(F) 5 Zy(z; A)®@S(F) — 0
R |z ,
Z @4 S,_1(F) S,(F)

onde I = (z). Pela propriedade universal da &lgebra simétrica, + ® 1 se identifica com
01 . Assim, temos: Ho(Z([; A)) = Zo(z; A) @ S, (F)/Im(51) = S, (F)/Im(¢ ® 1) >~ S,.().
Resulta, entao, que Ho(Z(1; A)) = Sa(l).

(ii) Retomemos a apresentagdo 0 — Z — F = A" — [ — 0 de [ acima.
Tensorizando por A/I sobre A, temos:

O—>ZﬂIF/[Z—>Z/[Z—>F/[F—>[/[2—>O.

Ou ainda,

0 — Z|ZNIF — F/IF — [/12 — 0

Z (z;A4) )
Zy (z; A)NT K (z;A

T

Zi(z;A) .
Bi(z;A) = @’ A)

Portanto, temos que Hi(z;A) — F/IF — I/I? — 0 é exata. Tomando a 7-

ésima poténcia simétrica desta apresentacao de I/I?, temos: H;(z; A)® S, 1(F/IF) AN

S, (F/IF) — S.(I/I*) — 0. Além disso, sabemos que o “fim” do M-complexo é:

Hi(z;A)® S,_1(F) 25 Ho(a; A) ® S,(F) — 0
[

é ® S, (F)
K
S.(F)/IS,(F)
2
S.(F/IF)
Como no caso anterior, temos que ¢ ® 1 identifica-se com §;. Assim, Hy(M(z; A)) =
5;7-(1(’/15) ~ S,.(I/1?) U
m(t® - r )

A relagao entre os complexos Z = Z(I; M) e M = M(I; M) é dada pela seguinte
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Proposicao 1.2.13 Para cada inteiro positivo r, existe uma seqiiéncia exata de A-
modulos

L Ht<Zr+1) — Ht(Zr> — Ht(Mr) — Htfl(Zr+1> — ...

Demonstracao. Denotando A*F ® S™*(F') por A* ® S"~°, temos:
L, : NS — . — Aleps! — ST
Lo NTl@sS— — .. — A St
I
Sr—l

Considerando as seqiiéncias

0— Bs ® Srfs — Zs & Srfs — Hrfs ® Srfs — 07

0— Zs ® Sr—s AN ® Sr—s B /\S_l & Sr—57

obtemos duas seqiiéncias exatas:

0— 2, — L, — B._1(—-1) — 0,

0—B —Z2 — M, —0.

Resultam duas seqiiéncias longas em homologia:

— Hy(L;) — Ha(Broi(-1)) — Hi(Z,) — Hi(Ly) — Hi(Br-1(-1))

e H(](ZT> — HO(ET) — H()(BT,l(—l)) — 0 (1.1)
e
- H2(MT) — H1(6r> - HI(ZT) I HI(MT'> I HO(BT)
— Hy(Z,) — Ho(M,) — 0.
Além disso, vimos que Hy(L,) = A, ser =t = 0 e H/(L,) = 0, caso contrério.

Observemos ainda que (B,_1(—1)); = (B, 1)0 e que (B,_1(—1))2 = (B,_1)1. Segue entao
que Hy(B,_1(—1)) = Ho(B,_1) e Hy(B,_1(— 1)) HI(BT_l). Indutivamente, pode-
se verificar que H(Br 1(—=1)) = H;_ 1(BT 1),Vi > 0. Além disso, segue de (1.1) que
Hiy1(Br—1(—1)) = Hi(Z,),¥i > 0. Temos portanto, a seqiiéncia exata

— Hi(Z, 1) — Hy(Z,) — H(M,) — Hi 1(Z41) — ... O
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O “fim” da seqiiéncia anterior é:

Hi(My) -5 Ho(Zr1) 5 Ho(Z) — Ho(M,) — 0
2 I I
ST ST(I) ST(I/12)

onde A = A4y : S"THI) — S™(I) é tal que @y sGpyq — Q1G24 - - 40yppq. Este homomor-
fismo é chamado homomorfismo de “downgrading”.

Corolario 1.2.14 As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) M é aciclico.

(ii) Z é aciclico e X\ é injetivo.

Demonstracdo. (ii) = (i) E conseqiiéncia imediata da proposicio anterior.
(i) = (i) Observemos que H,(My) = 0,¥r > 0. Como H,(M,;) = 0,Vr,t, o resultado

segue por inducao e pela proposi¢ao anterior. O

O teorema a seguir esclarece definitivamente a terminologia “complexos de aproxima-

7

¢ao

Teorema 1.2.15 Seja I C A um ideal. Sejam M e Z os complexos associados a um
ideal I C A. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) o é o homomorfismo nulo.
(ii) A é injetivo.

(ili) « é um isomorfismo.

Demonstragao. Consideremos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

Hy(M,) -5 Hy(Z1) —> Ho(Z) — Ho(M,) — 0
lat+1 lat lﬁt
0 — Ittt — It — I — 0

Tt+1

(i) < (ii) Conseqiiéncia imediata da exatidao das linhas do diagrama acima.

(ii) = (iii) Para t = 0 é valido, pois a e ( sdo isomorfismos em grau zero. Desta
forma, (iii) segue por indugao sobre t e pela exatidao das linhas do diagrama.

Finalmente, (iii) = (ii) é imediato. O
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Corolario 1.2.16 Seja I C A um ideal e M o complexo associado. Se M é aciclico,
entao I é de tipo linear, isto é, Sa(I) ~ Ra([).

Finalmente, temos a curiosa

Proposicao 1.2.17 Com a notacao anterior, tem-se que « é isomorfismo se e so se (3 é
isomorfismo.

Demonstragao. Suponhamos que « seja um isomorfismo. Seja A, : Ho(Z41) —
Hy(Z;) o homomorfismo natural de A-mddulos e A = Ker(a). Como A\ (A1) C Ay,

temos o seguinte diagrama comutativo exato

0 0 0

! | !
At+1 — -At B ,\tﬁttﬂ — 0

! | !
Ho(Zip 25 Ho(Z) 5 Ho(M,) — 0

lat+1 lat lﬁt
Ji+1 fL} Tt BEN [tIJtrl - 0

| | |

0 0 0

Temos, assim, a seqiiéncia exata

A Be It
O ? AtA:Jrl > HO(Mt) > It+1 ? 0

Temos, por hipdtese, A; = \(A;11),VE. Além disso, como A é um ideal finitamente ger-
ado de Ho(Z(I; A)), existe um inteiro s suficientemente grande tal que A;,1 = Ho(Z1([; A)) Ay, t >
S.

Aplicando A = )\; a esta igualdade, temos A; = AN A1) = Ho(21(1; M))A;. Segue,
entao, do lema de Nakayama que A; = 0, > s. Por inducao, concluimos que A; = 0, Vt.
Por localizacao, temos A = 0. O
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CAPITULO 2

IMPLICITACAO VIA COMPLEXOS DE
APROXIMACAO

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo faremos uso de algumas defini¢oes para as quais referimos a [15].

Sejam f1, ..., f, polindmios homogéneos nao nulos em k[ X7, ..., X, ;| de mesmo grau
d , onde k é um corpo. Estes polindmios definem uma funcao racional

n—2 A n—1
]P)k ]P)k

(ay - ran1) — (fi:i-:fa)lar: ot ap_)

Estaremos supondo que dim(A(Py?)) = n — 1. Logo, A(P}?) é uma hipersuperficie
em P! que serd denotada por H e é definida por um ideal principal de A (cf. [15, pp.
18.40)).

O calculo da equacao de H é conhecido como o problema da implicitacao. Como
observado, estudaremos tal problema relacionando-o a aciclicidade de certos complexos
de aproximagao obtendo, assim, uma equagao para H nos casos em que o ideal (f1,. .., f,)
tem dimensdo um (isto é, dimensao geométrica zero) e é localmente intersegdo completa
(L.c.i.). Um método alternativo é o das retas méveis (“moving lines” ) que néo serd objetivo
desta dissertacgao .

Observemos que, em geral, o k-homomorfismo h : k[T| — A, definido por h(T}) = f;,
com f; € Ag,Vi = 1,...,n, define a imagem fechada (= o fecho projetivo da imagem
conjuntista) de A, onde ker h é seu ideal de definic¢ao .

Consideremos o anel de polinémios A = k[Xy,..., X, 1], com n > 3. Seja m =
(X1,...,Xn_1) C A o ideal irrelevante e I = (fi,..., fn). Denotaremos por Z e M os
complexos de aproximacao associados a [ .

Consideremos uma apresentagao da dlgebra simétrica

0 — ker(a) — A[TY, ..., T, = Sa(l) — 0
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onde ker(a) = (D_bT;/b; € A Y bifi = 0) C A[ly,...,T,]. Denotamos Sa(I), =
Br1>0A4,S4 (1), ou seja, Sa(I), é a parte graduada de S4(I) correspondente & graduagao
de A (observemos que S4(I) é bigraduada de maneira natural pela graduacao de A e as
poténcias simétricas de I). A proposicao a seguir nos fornece uma forma alternativa de
investigar a equacao de H .

Proposicao 2.1.1 Suponhamos que I é de tipo linear localmente no complementar de
V(m), e seja n inteiro tal que HY(Sa(I)), = 0,Yv > n. Entao, anngq(Sa(l),) =
ker(h),Yv > n.

Demonstracao. Por defini¢ao, temos

g (Sa(D)s) = 1f € HT)| £.54(1), = 0}
= {f €k[T]|fA,T] C ker(a), C ker(a)}

Por outro lado,

HOSA()y = {f € Sa()y|3n:m'f = 0}
= {feAJT)|In:m"f C ker(a),}

onde a segunda igualdade segue do isomorfismo Ss (1), = A,[T1, ..., T,]/ker(a),, Vo.

Além disso, H2(S4(I)), =
ker(a),. De fato, seja f € A,
obviamente, m, f = 0. Entao f

0 é equivalente a {f € A,[T] : In,m"f C ker(a)} =
[T] tal que m"f C ker(a). Assim, f = 0 € Sa(I), e,
=0e, dal, f € ker(a),.

Mas ainda, se f € ker(a),, entdo f = 0 em S4(I),. Logo, f.m* = 0,V¢ e, portanto,
fmt C ker(a).

Reciprocamente, se f € S4([), é tal que f.m' = 0,para algum ¢, é claro que f.m! C
ker(«). Por hipétese, temos entao f € ker(a), e, pelo isomorfismo considerado anterior-
mente, f = 0.

Desta forma, temos: anng(Sa(l),) = {f € k[T]; f.A)T] C ker(a)} = {f €
K[T]; f.As,[T] C ker(a)}. Além disso, se f € annyp)(Sa(f)y), entao f.A,[T er(a) =
dn>v=n+t fm" Cker(a) = f.(m".m)[T] C ker(a) = fm"[T].mT] C ker(a) =
fm"T] C ker(a), C ker(a) = f.A,[T] C ker(a)[T] = f € ann(Sa({),). Portanto,
ann(S4(1),) = ann(Sa(1),).

Ck
C

Como I ¢ de tipo linear localmente no complementar de V(m) e H2(A) = 0 (pois A ¢
dominio), temos ker(h) = (ker(a)) : m™ N k[T e, assim, ker(h) = {f € k[T]; In,m"f C
ker(a)} = {f € k[T]; 3n,Ve € m[T|", fe € ker(a)} = {f € k[T]; 3n, f.A>,[T] C ker(a)},
onde a peniltima igualdade é dada pois A : m*> = A[T] : m[T]>. O

15



2.2 IMPLICITACAO DE UMA HIPERSUPERFICIE SEM PONTOS DE BASE

Suponhamos agora que v/I = m, isto é, que a variedade V(I) C Proj(A) é vazia.
Como n > 2 e proff(A) = n — 1 (pois VI = m) sabemos que o Z-complexo é exato e,
assim, temos o complexo exato

0— 2,1 —...— 2 — A[T]| — Sa(I) — 0.

Antes de passarmos a explicitacdo da equacao H através do complexo anterior, desta-
camos o seguinte resultado que serd usado em algumas situagoes daqui em diante. Este
resultado serd admitido sem demonstragao , para o que referimos a [2, Theorem 2.5] (ver
também [14, Theorem 6.6], [13, Theorem 19]).

Teorema 2.2.1 Seja k um corpo e R, uma k-algebra graduada standard de dimensao
5. Seja I = (f1,..., fn) um ideal de R tal que cada f; é de grau d > 1 e X a aplicagao
racional definida pelos mesmos. Entao, se T = Proj(A/I) é finito sobre k, tem-se:

grau(A).gravn—1(S)

k . _
grauprl(Proj(A)) —¢(T, Proj(A)) = T se codim S =1
0 caso contrario

onde S denota a imagem fechada de \.

No préximo resultado Z; e S4([), denotam, respectivamente, a parte graduada de de
Z e de Sa(I) correspondente a graduacao de A. Observemos que se M é A[T]-médulo
bigraduado, entao M,, indexado de acordo com a graduagao de A, é naturalmente k[T]-
moédulo. Observemos ainda que se M é A[T]-médulo bigraduado, entao ele é naturalmente
k[T)-graduado, assim que M, = M ®y k[T, faz sentido para qualquer ideal primo
homogéneo p C k[T e é rotineiramente relacionada com a localizagdo homogénea M) =
M @y k[T ()

Teorema 2.2.2 Sejam I e m ideais de A tais que v/I = m. Seja n um inteiro tal que
H2(S4(I)), = 0,Yv > 5. Entao o determinante da parte de grau v do Z-complexo
associado a I, o qual é um complexo de k[T]-médulos da forma 0 — (Z,-1), —
oo — (Z1)y — A,[T)é exatamente HI N de grau d"2.

Demonstragao. Como / é m-primério, temos que [ é de tipo linear localmente no com-
plementar de V' (m) ja que Sa(I)p =~ R4s(I)p,VP primo tal que P # m. Fixemos agora
v > 7 um inteiro. Pela proposicao anterior, temos annyyj(Ho(Z2.),) = ker(h) o qual é um
ideal principal gerado por H. Tal ideal serd denotado por . Além disso,como ja observa-
mos, o Z-complexo associado a I é aciclico e, assim, temos det((Z),) = div(Ho(Z),) =
Hength((Sa(l)v)e) onde a primeira igualdade segue de uma propriedade do determinante
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de um complexo (ver [11, Theorem 3(vi)]) e a segunda igualdade é a expressao divisorial
do segundo membro da primeira igualdade.

Basta entdo mostrar que length((Sa(/),),) = grau(A). De fato, denotemos B =
Ra(I) adlgebra de Rees de I, que é A-graduada e A[T']-bigraduada, pela mesma razao que
o é a algebra simétrica S4(I). Observemos que, muito particularmente, Sa (1)) = Bo)
onde 0 é o ideal primo nulo de A. Por outro lado, para qualquer A[T]-médulo M tem-
se M, = M @yr) k[T], = M ®amy A[T]y = M @4 Ao)|Tlpagm = Mo) @agr)
AT A1), 38 que pA[T] N A = {0}. Logo, tem-se Sa(l),) = B, Assim,

length«SA([)v)p) = lengthk[T]pF<Pr0JA(SA< ) ) OPFOJA(SA(I)ga)(U>>
= lengthk[T] F(PTOJA(B@) Oproj A ( (Bp) (U))
= dim (Azly,, I'(Proja(B)e), Oproj,(B),):

A ultima igualdade estd demonstrada em [2, Theorem 2.5]. Finalmente, temos que
He2M) ¢ de grau d”2 de acordo com o teorema anterior. O

No resultado a seguir fornecemos uma cota para o inteiro 7 nas condigoes do teorema
anterior.

Proposigao 2.2.3 Sen > 3 entdao HY(Sa(I)), = 0,Yv > (n —2)(d — 1).

Demonstragao. Consideremos o complexo de Koszul K (f, A) associado a seqiiéncia
fi,.-., fn sobre A e denote por Z; (respectivamente B; ) seus i-ciclos (respec. seus i-
bordos). Como profu(A) = profi(A) = n — 1, temos B; = Z;,¥i > 2 ,pois sabemos
que profi(A) = n — h, onde h = {maxi, H;(f, A) # 0}. Observe que Z,, = 0 , ji que
H,={yecAye(0:1)} =0eAédominio. Logo,Z, = 0. Temos ainda B,_; ~ A(—d),
pois o complexo em questao é¢ 0 — K, — K, — ... e, portanto, B,, ~ K,,. Segue,
entao, que H: (B,_1) = 0,Vi #n — 1. Além disso, vale (vide [2, Proposition 5.5]):

(1) H2(Sa(1)), = 0,Vv tal que H.(Z;), =0
(2) H Y (A), = 0,Yv > —(n — 1).

De (2) concluimos que H (B, 1), = H Y (Z,_1), = 0,Yv > d — n + 2 ja que
Bn,1 ~ A(—d)

Observando as seqiiéncias exatas 0 — B;;; — K;11 — B; — 0 e regraduando os
modulos B; 11 e K;11 e a aplicacao que vai de K;,; para B;, temos as seqiiéncias exatas
0 — Biy1(—d) — K;1(—d) — B; — 0,Vi > 2. Assim, temos H'(B;) = H.(Z;), =
0,Vi > 2 e Vv > (n—2)d —n+ 2. Para finalizar,a seqiiéncia exata 0 — Z;(—d) —
A(—=d)" — I — 0 mostra que HL(Z;), = 0,Yv > d —n + 2, o que prova o resultado.

Ul
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Observacgao 2.2.4 Notemos que H2(SA(I)) = 0 : m™ (saturagao de m na dlgebra
simétrica Sa(I)). Como I é m-primdrio, H2(S(I)) coincide entao com o médulo de
torgao de Sa(I) como A-médulo. Dai, temos que HL(Sa(I)) = ker(Sa(I) — Ra(l).
Ora, este nucleo é gerado por formas bihomogéneas de bigrau (v, u) ,onde v é grau nas
variaveis originais do anel A = k[X7,..., X,,_1] e u nas varidveis 7. Assim, a proposi¢ao
anterior estd dando uma cota inferior para que a torgao de S4([) se anule, isto é, para
que toda bi-forma de bi-grau (v,u) com v superior ou igual a esta cota ja seja gerada
pelas bi-formas de bi-grau (v/,1), com v < v .

2.2.1 Implicitacdo de curvas em P? sem pontos de base

Consideremos o caso particular n = 3. Temos m = (X, Xy) C A = k[Xy, X5l
Sejam f1, fo, f3 € A polindomios homogéneos de mesmo grau d > 1 que nao tém fatores
comuns. Estes polinomios definem uma aplicagao regular A : P} — P? cuja imagem é uma
curva C' definida por um polinémio irredutivel g = ¢g(T") € k[T]. Todas as hipéteses feitas
anteriormente sao satisfeitas e, assim, o determinante de cada complexo (Z),,Vv > d—1,
é exatamente ¢8*" . Estes complexos sdo da forma 0 — (Z9)y — (21)y — AJ[T).
Mas, Zy ~ By ~ A(—d)[T], pois profi(A) > 2. Assim, (Z3), = 0,Yv < d — 1. Logo,
o determinante do complexo (Z)4_1, 0 qual é g9 & na verdade o determinante da
matriz (21)q-1 — Ag_1[T] de k[T]-médulos , ou seja, é o determinante da primeira
sizigias de fi, fo, f3 em grau d — 1. Este resultado é exatamente o método “moving lines”
citado anteriormente.

Exemplo 2.2.5 Sejam f; = X2, fo» = X1 X5, f3 = X2. Neste caso, a matriz de sizigias

de graud —1 é
Ty Ty
T Ty )

Logo, a equagao procurada ¢ Tz — T, Ts.

Exemplo 2.2.6 Consideremos agora os polinomios f; = X3, fo = XX, f3 = X3. A
matriz de sizigias em grau 2 é

Xo 0
Z - _Xl X22
0 —X?
Um elemento genérico de Z é da forma
Xo 0 X1 Xo + 5, X3
3= (Xi+6:Xe) [ X1 |+ X3 = | —X? - 3iX1Xo + 7 X3
0 —X12 —%‘X12

onde oy, B, v € k. Assim,
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Donde a matriz

—01U — Y1V — QU — YU —Q3U — Y3V
b = Oélt — 61U Oégt — 62u Oé3t — 63u
it +mu Pot+pu Pst+ ysu

Especializando para a; = 1,01 =0 =7, =0 =, 35 = leaz = 33 = 0,73 = 1, vem

—u 0 —w
b = t —u O
0 t U

Pelos resultados anteriores, temos g = det ® = u?® — t2v.

2.2.2 Implicitacdo de superficies em P} sem pontos de base

Consideraremos aqui o caso particular n = 4. Sejam f1, fo, f3, f1 € A = k[X1, X, Xj]
polinémios homogéneos de mesmo grau d gerando um ideal (X7, X3, X3)-primério. Seja A
a aplicacao regular definida por estes polinomios, cuja imagem é uma superficie definida
por um polinomio irredutivel g = ¢(7"). Vimos que o determinante de cada complexo
(Z)y, Vv > 2(d—1) é exatamente gl9"**) | Estes complexos sao da forma 0 — (Z3), —
(Z2)y — (Z1)y — A,[T]. Como no caso de curvas temos Zs ~ A(—d)[T], mas aqui
2(d—1) > d, poisd > 1. Assim, parav <d—1<2(d—1)—1<2(d—1) temos (Z3), =0
e o determinante do complexo (Z)4_1 é o determinante do complexo 0 — (2,), —
(Z1)y — A,[T], o qual é expresso como o produto de dois determinantes dividido por
um outro.

Exemplo 2.2.7 Consideremos os polindomios f; = X7, fo = X2, f3 = X2, f1 = X?+ X5+
X2. Aplicando o método em grau v = 2(2—1) = 2, obtemos as trés matrizes do complexo
que sao respectivamente (da direita para a esquerda) de tamanho 6 x 6,9 x 4,4 x 1. O
determinante deste complexo é o produto de dois determinantes de tamanho 6 x6 e 1 x 1
dividido por outro de tamanho 3 x 3 (cf. [6]), a saber, (T} + T + T3 — T4)*. Como o grau
da aplicacao A é igual a 4, a equacao implicita é Ty + 15 + T3 — T, = 0.

2.3 IMPLICITACAO DE UMA HIPERSUPERFICIE COM PONTOS DE BASE
L.C.I.

A partir de agora, suporemos que o ideal I = (f1,...,f,) é Lci. em Proj(A) e
de altura n — 2, isto é, u(lp) = codim(lp) = n — 2,VP € Spec(A)\V(m). Nestas
condigbes, temos alt(l) = profi(A) = n — 2 < profy(A) = n — 1. Logo, o Z-complexo
associado a [ ¢é aciclico. Como no caso sem pontos de base obtemos o complexo exato
0 — (Zh1) — ... — (2Z1) — A[T] — Sa(I) — 0. O proximo resultado

19



relaciona, como no caso anterior, a equacao implicita procurada com uma parte graduada
do Z-complexo associado a I.

Teorema 2.3.1 Sejal = (fi,..., fn) um ideal satisfazendo as condigbes anteriores. Seja
n um inteiro tal que HY(Sa(I)), = 0,Yv > 1. Entao, o determinante da parte de grau
v do Z-complexo associado a I, o qual é um complexo de k[T]-médulos da forma 0 —
(Zn 1)y — ... — (21)y — A,[T], é exatamente g9 | de grau d"~2—dim;I'(T, Or),
onde T = Proj(A/I) e g é a equacao da imagem da aplicagao racional \ definida pelos

fi 7S .

Demonstragao. Como [ é l.c.i. em Proj(A) temos que I ¢é de tipo linear localmente no
complementar de V' (m) pelo mesmo argumento do caso sem pontos de base. Seja v um
inteiro maior do que ou igual a 7). Pela proposicao 2.1.1 temos anngp)(Ho(Z2.),) = ker(h)
o qual é um ideal principal gerado por g. Além disso, o Z-complexo associado a [ é
exato e, assim, pelo mesmo argumento usado no caso sem pontos de base concluimos
que det((Z),) = ¢&**M. Finalmente, o teorema 2.2.1 mostra que o polinémio g9
é de grau d"? — ¢(T,Proj(A)). Como T ¢é lc.i. ,a multiplicidade algébrica é igual &
soma dos comprimentos das localizagoes (homogéneas) nos ideais primos correspondentes
aqueles pontos. Além disso, temos dim(T) = n — 1 — (n — 2) = 1. Portanto, temos
e(T, Proj(A)) = dim;I'(T, Or). O

Como no caso sem pontos de base procuramos dar uma cota para o inteiro 7.

Proposicao 2.3.2 Suponhamos n > 3. Considere o ideal I = (f1,..., f,) nas condigées
anteriores. Entao, H2(Sa(I)), = 0,Yv > (n —2)(d — 1).

Demonstracao. Consideremos, como na demonstracao da Proposicao 2.2.3, o complexo
de Koszul K (f, A) associado a seqiiéncia f = f1,..., f, sobre A e denote por Z; (respec-
tivamente B;) seus i-ciclos (respectivamente seus i-bordos). Como profy(A) =n —1 e
profi(A) = n — 2, concluimos pelo argumento usado em 2.2.3 que Z; = B;, Vi > 2. Como
na proposigao 2.2.3, concluimos que Z, = 0 (e assim Z, = 0) e que B,_; ~ A(—d).
Temos, portanto, H: (B, 1) = 0,Vi # n — 1. Tem-se ainda neste caso ([2, Proposition
5.5]):

(LHY(SA(I)), = 0,Vv tal que H.(Z;), =0,Vi > 1

(2)H Y (A), =0,Yv > —(n — 1)

De (2) concluimos entao que H% *(Z,_1), = HY Y(B,_1), = 0,Yv > d—n+2 (lembre-
se de que B,,_1 ~ A(—d)). Considerando as seqiiéncias exatas (obtidas pela regraduacao

dos médulos) 0 — Bji1(—d) — K;11(—d) — B, — 0,Vi > 2, deduzimos via
iteracao que Hi (B;), = H.(Z;), = 0,Vi >3 e Vv > (n —3)d —n +2 e que H2(By), =
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0,Yv > (n — 2)d — n + 2. Além disso, a seqiiéncia exata 0 — Z;(—d) — A(—d)" —
I — 0 mostra que HL(Z), = 0,Yv > d — n + 2. Para finalizar, resta mostrarmos que
HZ(Zy), = 0,Yv > (n — 2)d — n + 2. De fato isto ocorre pois HZ(Hs(f,A)) = 0, ja
que Hy(f, A) tem suporte em V(I) e tem dimensdo 1. Sendo assim, a seqiiéncia exata
0 — By — Zy — Hy — 0 mostra que HZ(Zs), = 0, Vv tal que H2(Bs), = 0 e, como
vimos, isto ocorre para todo v > (n — 2)d —n + 2. O

Como no caso sem pontos de base,vamos considerar os casos particulares de curvas e
superficies.

2.3.1 Implicitacdo de curvas em P com pontos de base

Suponhamos n = 3. Sejam fi, fs, f3 polinomios homogéneos de mesmo grau d > 1
em A = k[X;, X5] de forma que fi, fo, f3 tenham um fator comum. De acordo com os
resultados anteriores, o determinante de cada complexo (Z),,Vv > d — 1 é exatamente
gl97%) onde g é o polinémio irredutivel que define a curva em questio. Estes complexos
sao da forma 0 — (23), — (21), — A,[T]. Observe que aqui nao podemos usar
0 mesmo argumento que no caso sem pontos de base ji que aqui profj(A) = 2 e ,por-
tanto, nao temos 23 ~ A(—d)[T]. O determinante do complexo (Z )41 é obtido como o
quociente de dois determinantes (cf. [6]).

Exemplo 2.3.3 Considere os polinomios f; = X3, fo = X2X,, f3 = X, X2. A primeira

~T, -Ty ~Ty 0 ‘TT3
matriz a direita é T 0 Ty T3 e a segunda ¢é dada por 02
0 Ty 0 T 7
=1y T3 —1j
det Tl 0 T2
R . ~ . 0 Ty 0
A equacao implicita é obtida entao como o quociente 7

(E importante observarmos que a escolha dos menores nao altera a equagao obtida.)

2.3.2 Implicitacdo de superficies em P} com l.c.i. pontos de base

Suponhamos agora n = 4. Sabemos que a equagao procurada é dada pelo determi-
nante do complexo (Z),,Vv > 2(d — 1). Como vimos, estes complexos sao da forma
0 — (Z3)y — (23)y — (2Z1)y — A[T] e aqui temos Z3 ~ A(—d)[T] j4 que
profi(A) = 2. Concluimos, entao, que a equagao implicita procurada é dada pelo produto
de dois determinantes dividido por um outro.
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Exemplo 2.3.4 Consideremos os polinomios

fi=X1X5, o= X5(X1 + X3), f5s = X0 Xo (X1 + X3), fu = X0 X3(X) + X3).

onde Ay é o determinante da matriz

Aplicando o método descrito em grau 2(3 — 1) = 4 | obtemos a equagdo implicita como
DoAs
Ay

0 quociente

Ts

[=NelelolelNoNe)

(=Nl lole)

cocococodo

0
0
0
—Ty
Ts
0
0

T>
0
N
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
T

0
0
0
0
0
T
— T4

<
OOOTlT_.OO
<
00T1T_AOOO
<t
— ~
TJOOTOO

SO OO

0
0
0
0

T
_T4
0
0

T>

—Ty
0
0
0

T
0
0

Ay é o determinante de

—Ts

0

—T;

o

o

S o oo

0
T1
7T4
0

S o oo

S o oo

0
0
0

0
0
0

0
0
0

Ty
0
0
T
0
0
0

T
0
0

e Ay é 0 determinante de

|

Ty
0
T
Efetuando os célculos, concluimos que a equacao implicita é TiTyTs + Ty ToTy — T3T7.

T
T
0
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