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Resumo

Uma equação integral não linear do tipo mista Volterra - Fredholm descrevendo a propa-

gação espacial de uma epidemia é desenvolvida e analisada. Uma atenção especial é

dada ao efeito hair-trigger, onde demonstramos o Teorema doThreshold Pandêmico de

Kendall. Outro enfoque importante é o problema das ondas viajantes, onde analisamos

como as soluções da equação integral se aproximam da distribuição final. A referência

principal do trabalho é o artigo [1] “Thresholds and travelling waves for the geographical

spread of infection", de O. Diekmann.

Palavras Chave:Efeito Hair-Trigger, Fenômeno Threshold, Ondas Viajantes.
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Abstract

The aim of this work is to develop and analyze a nonlinear integral equation of the type

mixed Volterra-Fredholm describing the epidemics spatialspread. A special attention is

given to the hair-trigger effect, where we demonstrate the Kendall’s Pandemic Thresh-

old Theorem. Also, the Traveling Wave problem is emphasizedas we analyze how the

solutions of the integral equation approach the final distribution. The main reference of

this work is the paper [1] “Thresholds and traveling waves for the geographical spreadof

infection", by O. Diekmann.

Key Words: Hair-Trigger Effect, Threshold Phenomenon, Traveling Waves.
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Introdução

Em 1927, Kermack e McKendrick propuseram, em [9], um modelo determinístico para a

evolução, com o tempo, de uma doença contagiosa em uma população fechada. O modelo

conduz a uma equação integral não linear do tipo Volterra. Acima de tudo, a análise

desta equação revela que, alongo prazo, uma fração da população suscetível escapa de ser

infectada.

Um caso especial do modelo de Kermack e McKendrick conduz a umsistema de

equações diferenciais ordinárias. Em [8], Kendall introduz um análogo espacial desse

sistema tomando a infectividade como a média espacial ponderada da densidade de infec-

tivos. Nesse caso, a fração final de suscetíveis que escapa deser infectada é uma função

da posição e é encontrada a partir de uma solução de uma equação integral não linear.

Esse resultado é chamado de efeito “hair-trigger", ou seja, não importa quão pequena é

a infectividade introduzida em algum ponto, esta produziráum grande efeito em todos os

pontos.

Este trabalho tem como objetivo modelar a propagação espacial de uma epidemia

e estudar como se dá esta propagação. Consideraremos um modelo espacial análogo ao

modelo de Kermack e McKendrick e provaremos o efeito hair-trigger. Com isso podemos

afirmar, sob certas condições, se haverá ou não uma epidemia garantindo inclusive qual

fração da população de suscetíveis escapará de ser infectada. Esta dissertação se concentra

no artigo [1] “Thresholds and travelling waves for the geographical spread of infection",

de Diekmann.

No capítulo 1 construimos um modelo espacial para uma epidemia em uma popu-

lação fechada vivendo em um subconjuntoΩ ⊂ Rn, dividida em classes de suscetíveis

e infectados. O modelo é descrito por uma equação integral dotipo mista Volterra-

Fredholm, a equação

u(t,x) =

∫ t

0

∫

Ω
g(u(t− τ,ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ + f (t,x). (1.12)

Alguns casos especiais desta equação serão destacados: umaepidemia simplese uma

1



2 INTRODUÇÃO

epidemia geral.

No capítulo 2, daremos um resumo da teoria das equações integrais que utilizaremos

durante toda a dissertação. Definiremos as equações integrais do tipo Volterra e do tipo

Fredholm e discutiremos a existência, unicidade e a dependência contínua das soluções

destas equações. Todos os resultados seguem diretamente do“Teorema do Ponto Fixo de

Banach"e de seus corolários. Este capítulo poderia ter sido colocado como um apêndice

já que não é o enfoque principal do trabalho. Porém, o conhecimento dele ajuda na

compreensão so capítulo 3.

No capítulo 3, resolvemos um problema de valor inicial para aequação integral

encontrada no capítulo 1, a equação(1.12), que modela a propagação espacial de uma

epidemia. Mostraremos que a equação(1.12) possui uma única solução e discutiremos

o comportamento assintótico desta. O resultado principal desse capítulo é o “Teorema

do Threshold Pandêmico de Kendall"que garante, através dofenômeno Threshold, que o

efeito hair-trigger ocorre seΩ é compacto. O problema torna-se muito mais interessante

seΩ não é compacto.

O capítulo 4 trata do caso em queΩ = Rn e, portanto, não é compacto. Adicionando

mais hipóteses, podemos concluir, paran= 1 oun= 2, que as soluções de(1.12) também

estabilizam e também ocorre o efeito hair-trigger. Depois disso, partiremos para uma

outra discussão:

Como as soluções se aproximam da distribuição final?

Esta questão será também resolvida nesse capítulo, na seção4.2, com o estudo dasondas

viajantes.



CAPÍTULO 1

Epidemias Determinísticas Espaciais

Nesse capítulo construiremos um modelo matemático para a propagação espacial de uma

epidemia em uma população fechada e veremos alguns casos especiais deste.

1.1 O Modelo

Considere uma população vivendo em um habitatΩ (um subconjunto fechado deRn) e

suscetível a alguma doença contagiosa. Nosso objetivo inicial é desenvolver heuristica-

mente uma equação para a evolução de uma epidemia em uma população com base em

algumas hipóteses simples.

O único fenômeno dinâmico que consideraremos é a infecção. Simplesmente igno-

raremos efeitos de mudanças devido à natalidade, migração,etc. Assumimos que existe

uma dependência espacial que manifesta-se sobre a possibilidade de um indivíduo infec-

cioso na posiçãox1 ser capaz de infectar um indivíduo suscetível na posiçãox2. Nestas

condições podemos modelar de forma análoga fenômenos como apropagação de um in-

cêndio em uma floresta, a proliferação pelo vento de sementesde ervas daninhas, ou o

contágio entre animais (ou pessoas) que perambulam pelo diae retornam para seus lares

à noite.

SejamS(t,x) e I(t,x) as densidades desuscetíveise infectados, respectivamente, no

instantet e posiçãox. Sejai(t,τ,x)dτ a densidade de infectados que se infectaram num

instante entret − τ e t − τ −dτ. Então

I(t,x) =

∫ ∞

0
i(t,τ,x)dτ. (1.1)

Supomos que o tamanho da população é suficientemente grande eassim podemos

considerar as variáveisS, I e i como funções reais contínuas, ou até mesmo continuamente

diferenciáveis, de seus argumentos.

3



4 INTRODUÇÃO

SejaB = B(t,x) a infectividade, definida como a taxa em que suscetíveis tornam-se

infectados. As hipóteses básicas são:

(i) a doença induz uma imunidade permanente, isto é, uma vez infectado o indivíduo não

volta a ser suscetível;

(ii) uma função não-negativaA = A(τ,x,ξ ) é tal que

B(t,x) =
∫ ∞

0

∫

Ω
i(t,τ,ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ. (1.2)

Assim,A(τ,x,ξ ) descreve a infectividade emx devido a um indivíduo na posição

ξ que está infectado há um tempoτ.

Muitas das características da doença e do habitat são incorporadas emA.

As definições e hipóteses acima nos levam ao seguinte modelo:

∂S
∂ t

(t,x) = −S(t,x)B(t,x), (1.3)

i(t,0,x) = −
∂S
∂ t

(t,x), (1.4)

i(t,τ,x) = i(t− τ,0,x). (1.5)

Das equações (1.3), (1.4) e (1.5) temos:

i(t,τ,ξ ) = i(t − τ,0,ξ ) = −
∂S
∂ t

(t− τ,ξ ).

Por (1.2), (1.3) e da relação acima:

∂S
∂ t

(t,x) = −S(t,x)B(t,x)

= −S(t,x)
∫ ∞

0

∫

Ω
i(t,τ,ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ

= S(t,x)

∫ ∞

0

∫

Ω

∂S
∂ t

(t− τ,ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ.

Ou seja,

∂S
∂ t

(t,x) = S(t,x)

∫ ∞

0

∫

Ω

∂S
∂ t

(t− τ,ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ. (1.6)
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As soluções de (1.6) estão definidas pelo menos para−∞ < t ≤ T, para algumT

finito.

Um Problema de Valor Inicialapropriado é dado por

i(0,τ,x) = i0(τ,x) e S(0,x) = S0(x)

restringindo a validade das equações dinâmicas parat > 0. Daí

∂S
∂ t

(t,x) = S(t,x)

{

∫ t

0

∫

Ω

∂S
∂ t

(t− τ,ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ +

+
∫ ∞

t

∫

Ω

∂S
∂ t

(t − τ,ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ
}

Mudando a variávelτ paraτ − t na segunda integral e usando a equação (1.4) junto

com a relaçãoi0(τ,x) = i(−τ,0,x) obtemos, ao invés de (1.6):

∂S
∂ t

(t,x) = S(t,x)

{

∫ t

0

∫

Ω

∂S
∂ t

(t− τ,ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ −h(t,x)

}

, (1.7)

onde

h(t,x) =

∫ ∞

0

∫

Ω
i0(τ,ξ )A(t + τ,x,ξ )dξdτ. (1.8)

AssumindoS0(x) > 0 para todox ∈ Ω, integramos (1.7) com relação at obtendo1

ln
S(t,x)

S0(x)
=

∫ t

0

∫ v

0

∫

Ω

∂S
∂v

(v− τ,ξ )A(τ,x,ξ )dξdτdv−
∫ t

0
h(v,x)dv.

No plano -vτ a região de integração é dada por

{(v,τ) / 0≤ v≤ t,0≤ τ ≤ v}

que (veja a figura 1.1) pode ser reescrita como

{(v,τ) / 0≤ τ ≤ t,τ ≤ v≤ t}.

1Basta observar que∂∂ t

[

ln S(t,x)
S0(x)

]

= ∂
∂ t

[

ln(S(t,x))− ln(S0(x))

]

= 1
S(t,x) .

∂S
∂ t (t,x).
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v v

t

0 0 tt

t t

t

t=v t=v

Figura 1.1

Portanto, trocando a ordem de integração na integral anterior temos:

ln
S(t,x)

S0(x)
=

∫ t

0

∫ t

τ

∫

Ω

∂S
∂v

(v− τ,ξ )A(τ,x,ξ )dξdvdτ −
∫ t

0
h(v,x)dv

=

∫ t

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξ

∫ t

τ

∂S
∂v

(v− τ,ξ )dvdτ −
∫ t

0
h(v,x)dv

=

∫ t

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξ [S(t− τ,ξ )−S(0,ξ )]dτ −

∫ t

0
h(v,x)dv

=

∫ t

0

∫

Ω
[S(t− τ,ξ )−S0(ξ )]A(τ,x,ξ )dξdτ−

∫ t

0
h(v,x)dv

Assim,

− ln
S(t,x)

S0(x)
=

∫ t

0

∫

Ω
[S0(ξ )−S(t− τ,ξ )]A(τ,x,ξ )dξdτ +

∫ t

0
h(v,x)dv

=

∫ t

0

∫

Ω

[

1−
S(t− τ,ξ )

S0(ξ )

]

S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ +

∫ t

0
h(v,x)dv

=
∫ t

0

∫

Ω

[

1−e
−

(

−ln S(t,x)
S0(x)

)

]

S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ +
∫ t

0
h(v,x)dv.
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Se fizermos

u(t,x) = − ln
S(t,x)

S0(x)
(1.9)

g(y) = 1−e−y (1.10)

f (t,x) =

∫ t

0
h(v,x)dv (1.11)

então, finalmente, obtemos a equação

u(t,x) =

∫ t

0

∫

Ω
g(u(t− τ,ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ + f (t,x). (1.12)

que será o objeto desse trabalho.

Até certo ponto a forma específica da função de forçamentof será irrelevante; tudo

que vamos exigir é quef seja não-negativa e não-decrescente com respeito at.

Para concluir esta seção faremos algumas observações em relação aos aspectos bi-

ológicos do modelo.

Observação 1.1.1.SeΩ é limitado, a influência da fronteira é incorporada na funçãoA.

Por exemplo, seΩ é uma plantação e o vento está agindo como uma força motriz para o

espalhamento de sementes, então a fronteira∂Ω não influencia ativamente na dispersão

delas e todas as que caem fora deΩ não interagem com o sistema.

Observação 1.1.2.Uma outra característica deA é sua ligação com o tempoτ de duração

da doença e as variáveis espaciaisx e ξ . Mais uma vez, esta ligação varia conforme o

mecanismo considerado.

1.2 Casos Especiais Importantes

Vejamos algumas aplicações do modelo construido na seção anterior.

Um caso especial importante ocorre se supomos

A(τ,x,ξ ) = H(τ)W(x,ξ ), (1.13)
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onde
∫

Ω
W(x,ξ )dx = 1. (1.14)

Isso significa que estamos considerando as partes temporal eespacial da infectividade

desacopladas.

A situação simplifica-se bastante se supomos queW depende somente da posição

dex em relação aξ , isto é,

W(x,ξ ) = V(x−ξ ). (1.15)

Dois casos especiais da equação(1.7) merecem atenção especial. Ambos os casos

têm em comum queΩ = Rn, que(1.13) a (1.15) ocorrem, e quei0(τ,x) = j0(x)δ (τ)

(densidade inicial de infectados;δ é a função delta de Dirac), comS0(x) + j0(x) = 1

(densidade populacional constante). Com estas hipóteses(1.7) pode ser reescrita como

∂S
∂ t

(t,x) = S(t,x)

∫

Rn

{

∫ t

0

∂S
∂ t

(t − τ,ξ )H(τ)dτ −H(t) j0(ξ )

}

V(x−ξ )dξ . (1.16)

Os dois casos mencionados acima são:

a. Uma epidemia simples:H(t) ≡ a.

Uma epidemia que considera a população dividida emsuscetíveis(S) e infectados

(I ) é chamada deepidemia simples.

De (1.16) temos:

∂S
∂ t

(t,x) = S(t,x)
∫

Rn

{

∫ t

0

∂S
∂ t

(t − τ,ξ )adτ −a j0(ξ )

}

V(x−ξ )dξ

= aS(t,x)

∫

Rn

{

S(t,ξ )−S0(ξ )− j0(ξ )

}

V(x−ξ )dξ

= aS(t,x)
∫

Rn

(

S(t,ξ )−1

)

V(x−ξ )dξ

= aS(t,x)
∫

Rn
S(t,ξ )V(x−ξ )dξ −aS(t,x)

∫

Rn
V(x−ξ )dξ

= aS(t,x)

{

∫

Rn
S(t,ξ )V(x−ξ )dξ −1

}

,

que escrevemos
∂S
∂ t

(t,x) = aS(t,x){S̄(t,x)−1}, (1.17)
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ondeS̄é a média espacial ponderada deSdefinida por

S̄(t,x) =

∫

Rn
S(t,ξ )V(x−ξ )dξ . (1.18)

b. Uma epidemia geral:H(t) = ae−µt .

Em uma epidemia geral, além das classes desuscetíveise infectados, considera-

se também a classe dosremovidos(R) (indivíduos que se recuperaram da doença ou

morreram).

Logo

∂S
∂ t

(t,x) = −aS(t,x)
∫

Ω

{

−
∫ t

0

∂S
∂ t

(τ,ξ )e−µ(t−τ)dτ +e−µt j0(ξ )

}

V(x−ξ )dξ . (1.19)

Defina

Y(t,x) = −
∫ t

0

∂S
∂ t

(τ,x)e−µ(t−τ)dτ +e−µt j0(x). (1.20)

Afirmamos queY eSsatisfazem as equações

∂Y
∂ t

(t,x) = −
∂S
∂ t

(t,x)−µY(t,x) (1.21)

∂S
∂ t

(t,x) = −aS(t,x)Ȳ(t,x), (1.22)

ondeȲ é a média espacial ponderada deY como foi definido em (1.18).

É fácil verificar queS e Y satisfazem a equação (1.22) pois basta identificar em

(1.19) a média espacial ponderada deY.

Quanto à equação (1.21), seY é dado por (1.20) então

∂Y
∂ t

(t,x) = −
∂Y
∂ t

[

∫ t

0

∂S
∂ t

(τ,x)e−µ(t−τ)dτ
]

+ j0(x)
d
dt

e−µt . (1.23)

A proposição a seguir – uma aplicação imediata da Regra de Leibniz2 – será útil

para prosseguirmos em nossos cálculos.

2Para maiores detalhes sobre a Regra de Leibniz veja [11] pág.143.
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Proposição 1.2.1.DadoU ⊂ Rn aberto, sejaf : U × [a,b] → R contínua, com derivadas

parciais contínuas∂ f
∂x1

, ..., ∂ f
∂xn

: U → R. Sejag : U → [a,b] de classeC1. Então a função

φ(x) =
∫ g(x)

a f (x, t)dt é de classeC1 e suas derivadas parciais são dadas por

∂φ
∂xi

(x) =
∫ g(x)

a

∂ f
∂xi

(x, t)dt+
∂g
∂xi

(x). f (x,g(x)). (1.24)

DEMO: Defina a funçãoh : U × [a,b] → R, pondoh(x,u) =
∫ u

a f (x, t)dt. Aplicando a

Regra de Leibniz e a regra de derivação de uma integral indefinida temos:

∂h
∂xi

(x,u) =

∫ u

a

∂ f
∂xi

(x, t)dt e
∂h
∂u

(x,u) = f (x,u).

Como a integral indefinida de uma função qualquer é contínua ef também é então

temos que as derivadas parciais∂h
∂xi

e ∂h
∂u são contínuas. Logo,h é de classeC1.

Podemos então aplicar a Regra da Cadeia para a funçãoφ(x) = h(x,g(x)) e daí

∂φ
∂xi

(x) =
∂h
∂xi

(x,g(x))+
∂g
∂xi

(x).
∂h
∂u

(x,g(x))

=

∫ g(x)

a

∂ f
∂xi

(x, t)dt+
∂g
∂xi

(x). f (x,g(x)). �

Vamos aplicar esta proposição para o caso mais simples em queg é a identidade de

R emR. Assim se

f (t,τ) =
∂S
∂ t

(τ,x)e−µ(t−τ)

então, pela proposição (1.2.1) tem-se:

∂
∂ t

[

∫ t

0
f (t,τ)dτ

]

=
∫ t

0

∂ f
∂ t

(t,τ)dτ + f (t, t)

= −µ
∫ t

0

∂S
∂ t

(τ,x)e−µ(t−τ)dτ +
∂S
∂ t

(t,x).

Voltando à equação (1.23) temos:

∂Y
∂ t

(t,x) = µ
∫ t

0

∂S
∂ t

(τ,x)e−µ(t−τ)dτ −
∂S
∂ t

(t,x)−µ j0(x)e−µt

= −
∂S
∂ t

(t,x)−µ
[

−
∫ t

0

∂S
∂ t

(τ,x)e−µ(t−τ)dτ + µ j0(x)e−µt
]

= −
∂S
∂ t

(t,x)−µY(t,x).
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Logo Y e S satisfazem as equações (1.21) e (1.22). As equações (1.21) e(1.22)

admitem a seguinte interpretação:Y é a densidade de infectados, todo infectado tem

infectividade constantea, e os infectados são removidos com taxaµ.





CAPÍTULO 2

Equações Integrais

Faremos aqui um resumo da teoria de equações integrais que utilizaremos no decorrer

do texto. Definiremos as equações integrais do tipo Volterrae Fredholm e mostraremos

condições necessárias para a existência, unicidade e dependência contínua das soluções

destas equações. Todos os resultados desse capítulo decorrem imediatamente do“Teo-

rema do Ponto Fixo de Banach"e de seus corolários.

2.1 Equações Integrais do tipo Volterra e

do tipo Fredholm

SejamK(t,s) uma função real (ou complexa) definida em1 [a,b]× [a,b], f (t) uma função

real (ou complexa) definida em[a,b] e λ um número complexo arbitrário.

Uma “equação integral linear do tipo Fredholm de segunda espécie" para uma

funçãoy(t) é uma equação do tipo

y(t)−λ
∫ b

a
K(t,s)y(s)ds= f (t), a≤ t ≤ b, (2.1)

enquanto uma“equação integral linear do tipo Fredholm de primeira espécie" é da forma

∫ b

a
K(t,s)y(s)ds= f (t), a≤ t ≤ b. (2.2)

Em ambos os casosK é contínua em[a,b]× [a,b] ou, ao menos, as descontinuidades

deK são tais que a integral dupla

∫ b

a

∫ b

a
|K2(t,s)|dsdt

1Podemos trocar[a,b] por qualquer subconjunto mensurável limitado da reta real.

13
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convirja (seja finita).

As equações integraisnão-linearesdo tipo Fredholm de primeira e segunda espécie

são dadas, respectivamente, por2

∫ b

a
K(t,s,y(s))ds= f (t). (2.3)

e

y(t)−λ
∫ b

a
K(t,s,y(s))ds= f (t) (2.4)

Se considerarmos um domínion-dimensionalΩ para a funçãoy, ao invés das equações

(2.1) e (2.4) teremos as equações:

y(x)−λ
∫

Ω
K(x,α)y(α)dα = f (x) (2.5)

e

y(x)−λ
∫

Ω
K(x,α,y(α))dα = f (x), (2.6)

ondex,α ∈ Ω edα é o elemento de volume emΩ.

Um outro tipo de equações integrais são as do tipo Volterra. Estas possuem a pro-

priedade de queK(t,s) é limitada e quandoτ > t tem-seK(t,τ) = 0. Com esta condição

temos:
∫ b

a
K(t,τ)y(τ)dτ =

∫ t

a
K(t,τ)y(τ)dτ.

Assim, uma“equação integral linear do tipo Volterra"é dada por

y(t)−λ
∫ t

a
K(t,s)y(s)ds= f (t) (2.7)

e uma“equação integral não-linear do tipo Volterra"é dada por

y(t)−λ
∫ t

a
K(t,s,y(s))ds= f (t). (2.8)

Note que o parâmetroλ pode ser sempre tomado como sendo 1. Basta definir uma

nova funçãoK∗ pondoK∗ = λK.

2Aqui K é uma função real(ou complexa) definida em[a,b]× [a,b]×R.
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2.2 O Princípio da Contração

Faremos aqui uma breve apresentação de um dos teoremas mais importantes no estudo

das equações diferenciais e integrais: o “Teorema do Ponto Fixo de Banach".

Um ponto fixode uma transformaçãoT : X → X é um pontox ∈ X tal que

Tx= x. SeF é um subconjunto de um espaço de BanachX e T é uma transformação

deF emB, ondeB é um espaço de Banach, entãoT é umacontraçãoemF se existe

λ , 0≤ λ < 1, tal que

|Tx−Ty| ≤ λ |x−y|, ∀x,y∈ F .

A constanteλ é chamada deconstante de contraçãoparaT emF .

Teorema 2.2.1. (Teorema do Ponto Fixo de Banach)SeF é um subconjunto fechado

de um espaço de BanachX eT : F →F é uma contração emF , entãoT tem um único

ponto fixo x̄ em F . Ademais, sex0 em F é arbitrário, então a sequência{xn}, onde

xn+1 = Txn, n = 0,1,2, ..., converge parāx quandon → ∞ e |x̄− xn| ≤
λ n

1−λ |x1− x0|,

ondeλ < 1 é a constante de contração paraT emF .

DEMO: Mostremos primeiro a unicidade.

Unicidade

Seja 0≤ λ < 1 a constante de contração paraT emF e suponha quex ey são dois

pontos fixos paraT emF , ou seja,x = Tx ey = Ty. Então

|x−y| = |Tx−Ty| ≤ λ |x−y|,

o que implica:

(1−λ )|x−y| ≤ 0.

Como 0≤ λ < 1 temos que|x−y| ≤ 0 e, portanto,x = y. �

Existência

Sejax0 arbitrário emF , e xn+1 = Txn, n = 0,1,2, .... Por hipótese, cadaxn, n =
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0,1,2, ... pertence aF . Além disso,

|xn+1−xn| ≤ λ |xn−xn−1| ≤ ... ≤ λ n|x1−x0|, n = 0,1, ....

Assim, param> n,

|xm−xn| ≤ |xm−xm−1|+ |xm−1−xm−2|+ ...+ |xn+1−xn|

≤ (λ m−1+λ m−2+ ...+λ n)|x1−x0|

= λ n(1+λ + ...+λ m−n−1)|x1−x0|

=
λ n(1−λ m−n)

1−λ
|x1−x0|

≤
λ n

1−λ
|x1−x0|.

Assim a sequência{xn} é de Cauchy e comoF é um subconjunto fechado em

um espaço de BanachX (espaço métrico completo) temos que existe ¯x ∈ F tal que

limn→∞ xn = x̄.

ComoT e |.| são contínuas segue que

0 = lim
n→∞

|xm+1−Txm| = | lim
n→∞

[xm+1−Txm]| = |x̄−Tx̄|,

o que implica emTx̄ = x̄. Isto mostra a existência de um ponto fixo paraT emF .

Para provar a estimativa citada, tome o limite quandom→ ∞ na estimativa anterior

de|xm−xn|. Isso completa a demonstração.�

Definição 2.2.2.SejamF um subconjunto de um espaço de BanachX , G um subcon-

junto de um espaço de BanachY e {Ty : y∈ G } uma família de operadores deF em

X . O operadorTy é umacontração uniforme emF seTy : F →F e existeλ , 0≤ λ < 1

tal que

|Tyx−Tyx̄| ≤ λ |x− x̄|

para todoy∈ G , x, x̄ ∈ F . Em outras palavras,Ty é uma contração para caday∈ G e a

constante de contração pode ser escolhida independentemente dey∈ G .
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A seguir temos um corolário imediato do teorema 2.2.1, o qualserá utilizado na

demonstração do teorema 3.1.2. Trata-se da dependência contínua do ponto fixo deTy em

relação ao parâmetroy.

Corolário 2.2.3. SeF é um subconjunto fechado de um espaço de BanachX , G é um

subconjunto de um espaço de BanachY , Ty : F → F é uma contração uniforme emF

e Tyx é contínua emy para cadax fixado emF , então a aplicaçãoy 7→ g(y), ondeg(y) é

o ponto fixo deTy, y∈ G , é contínua.

DEMO: Como Ty : F → F é uma contração uniforme, existeλ , 0 ≤ λ < 1, tal que

|Tyx−Tyx̄| ≤ λ |x− x̄| para todoy∈ G , x, x̄∈ F . Sejag(y) o único ponto fixo deTy em

F cuja existência é assegurada pelo teorema 2.2.1. Então

g(y+h)−g(y) = Ty+hg(y+h)−Tyg(y)

= Ty+hg(y+h)−Ty+hg(y)+Ty+hg(y)−Tyg(y),

e

|g(y+h)−g(y)| ≤ λ |g(y+h)−g(y)|+ |Ty+hg(y)−Tyg(y)|.

O que implica:

|g(y+h)−g(y)| ≤ (1−λ )−1|Ty+hg(y)−Tyg(y)|.

ComoTyx é contínua emy para cadax∈ F fixado, temos queg(y) é contínua.

A seguir temos uma outra importante consequência do teoremado ponto fixo.

Corolário 2.2.4. SejaT : X → X tal que, para algumm, a iteradaTm é uma contração.

EntãoT tem um único ponto fixo e, para todox1 ∈ X , a sequência(Tnx1)n∈N converge

ao ponto fixo.

DEMO: Sejax o único ponto fixo deTm. Provemos quex é o único ponto fixo deT.

ComoT(Tnx) = Tn(Tx), para todox∈ X , temos

Tx = T(Tmx) = Tm(Tx),

logo, pela unicidade dex, Tx= x. Por outro lado, como todo ponto fixo deT é ponto fixo

deTm, x é o único ponto fixo deT.
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A última afirmação decorre da convergênciaTkmx1 → x, garantida pelo teorema

2.2.1 e de que, para todor, 1≤ r ≤ m−1,

Tkm+rx1 = Tkm(Trx1) → x.

2.3 Existência, Unicidade e Dependência Contínua

Vamos agora aplicar o“Teorema do Ponto Fixo de Banach"para obter informações

quanto à existência e unicidade das soluções destas equações integrais.

Teorema 2.3.1.Considere a equação integral linear do tipo Fredholm de segunda espécie

y(t)−λ
∫ b

a
K(t,s)y(s)ds= f (t) (2.9)

ondeK : [a,b]× [a,b]→ C é contínua.

Então, para todoλ ∈ C tal que|λ | < 1/M(b−a), ondeM ≥ ‖K‖, dadaf ∈C([a,b],C),

existe uma única soluçãou∈C([a,b],C) da equação integral(2.9).

DEMO: E = C([a,b],C) é um espaço métrico completo. Seja

T : E → E

x 7→ Tx

onde

(Tx)(t) = f (t)+λ
∫ b

a
K(t,s)x(s)ds, t ∈ [a,b].

Um ponto fixo deT é uma solução da equação integral (2.9) e reciprocamente.

Portanto, pelo“Teorema do Ponto Fixo de Banach", é suficiente mostrar que, para

|λ | <
1

M(b−a)
,

T é uma contração.
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Com efeito, dadosu,v∈ E, temos

(Tu)(t)− (Tv)(t) = λ
∫ b

a
K(t,s)[u(s)−v(s)]ds

e, portanto,

|(Tu)(t)− (Tv)(t)| ≤ |λ |(b−a)M‖u−v‖,

donde segue que

‖Tu−Tv‖ ≤ c‖u−v‖

ondec = |λ |(b−a)M < 1.

Teorema 2.3.2.SejaK ∈C([a,b]× [a,b]×C) lipschitziana na terceira variável e de con-

stante de LipschitzL. Então, se|λ | < 1/[L(b− a)], então, para todaf ∈ C([a,b]), a

equação integral não linear do tipo Fredholm de segunda espécie

y(t)−λ
∫ b

a
K(t,s,y(s))ds= f (t) (2.10)

tem uma única soluçãou∈C([a,b]).

DEMO: Analogamente a demonstração do teorema anterior,E =C([a,b],C) é um espaço

métrico completo. Seja

T : E → E

x 7→ Tx

onde

(Tx)(t) = f (t)+λ
∫ b

a
K(t,s,x(s))ds, t ∈ [a,b].

Por hipótese, dadosx1 e x2 emC, vale:

|K(t,s,x1)−K(t,s,x2)| ≤ L|x1−x2|.

Um ponto fixo deT é uma solução da equação integral (2.10) e reciprocamente.

Portanto, pelo“Teorema do Ponto Fixo de Banach", é suficiente mostrar que, para

|λ | <
1

L(b−a)
,
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T é uma contração.

Com efeito, dadosu,v∈ E, temos

|(Tu)(t)− (Tv)(t)| =

∣

∣

∣

∣

λ
∫ b

a
[K(t,s,u(s))−K(t,s,v(s))]ds

∣

∣

∣

∣

≤ |λ |
∫ b

a
|K(t,s,u(s))−K(t,s,v(s))|ds

≤ |λ |
∫ b

a
L|u(s)−v(s)|ds

≤ |λ |L(b−a)‖u−v‖

Pela hipótese sobreλ segue o resultado.

O teorema a seguir diz respeito à dependência contínua das soluções de (2.9) com

relação àf , K e λ e, para demonstrá-lo, faremos uso do seguinte lema:

Lema 2.3.3.Sejam(X ,d) um espaço métrico completo eΛ um espaço topológico. Para

todoλ ∈ Λ, sejaTλ : X → X tal que

1. (Tλ )λ∈Λ é umafamília de contrações localmente uniforme,isto é, para todoλ0 ∈ Λ,

existem uma vizinhançaΛ0 deλ0 e uma constantecΛ0 < 1 tais que

d(Tλ x,Tλ y) ≤ cΛ0d(x,y), x,y∈ X , λ ∈ Λ0.

2. A funçãoλ ∈ Λ 7→ Tλ x∈ X é contínua para todox∈ X .

Então se, para cadaλ ∈ Λ, xλ denota o ponto fixo deTλ , a aplicaçãoλ ∈ Λ 7→ xλ ∈

X é contínua.

DEMO: Sejaλ0 ∈ Λ e Λ0 como em 1). Temos:

d(xλ ,xλ0
) = d(Tλ xλ ,Tλ0

xλ0
)

≤ d(Tλ xλ ,Tλ xλ0
)+d(Tλ xλ0

,Tλ0
xλ0

)

≤ cΛ0d(xλ ,xλ0
)+d(Tλ xλ0

,Tλ0
xλ0

),
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donde

d(xλ ,xλ0
) ≤

1
1−cΛ0

d(Tλ xλ0
,Tλ0

xλ0
)

e, por 2), o segundo membro tende a zero quandoλ → λ0. O que conclui a demonstração.

Observação 2.3.4.QuandoΛ0 = Λ, dizemos que(Tλ )λ∈Λ é uma família uniforme de

contraçõesou, ainda, que a aplicação

(λ ,x) 7→ Tλ x

é umacontração uniforme. Esse é o caso abordado no corolário2.2.3.

Teorema 2.3.5.SejamK : [a,b]× [a,b] → C contínua,f : [a,b] → C contínua eλ ∈ C

tais que|λ | < 1/M(b−a), onde‖K‖ ≤ M.

Dadoε > 0, existeδ > 0 tal que, seK̃ ∈C([a,b]× [a,b],C), f̃ ∈C([a,b],C) satisfazem

‖K̃‖≤M, ‖K̃−K‖ ≤ δ , ‖ f̃ − f‖ ≤ δ e, seλ̃ ∈C satisfaz|λ̃ |< 1/M(b−a) e |λ̃ −λ | ≤ δ ,

então, seu é solução de

y(t)−λ
∫ b

a
K(t,s)y(s)ds= f (t) (2.11)

e ũ é solução de

y(t)− λ̃
∫ b

a
K̃(t,s)y(s)ds= f̃ (t)

temos

‖ũ−u‖ ≤ ε.

DEMO: Como na demonstração do teorema 2.2.1, a constante de contração de

T = Tf ,λ ,K : C([a,b],C)→C([a,b],C)

definida por

(Tf ,λ ,Kx)(t) = f (t)+λ
∫ b

a
K(t,s)x(s)ds

éc= |λ |(b−a)‖K‖< 1. Fixadosλ eK, existec tal que, parãλ suficientemente próximo

deλ e K̃ suficientemente próximo deK, o mesmoc serve como constante de contração de

T̃. Logo, a condição 1) do lema 2.3.3 está satisfeita. Também a condição 2) está satisfeita,

logo segue a afirmação.
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O próximo teorema diz respeito a existência e unicidade de soluções de equações

integrais do tipo Volterra.

Teorema 2.3.6.Sejam f ∈ C([a,b],C), K ∈ C([a,b]× [a,b]×C,C), K lipschitziana na

terceira variável. Então a equação integral de Volterra

y(t) = f (t)+
∫ t

a
K(t,s,y(s))ds, t ∈ [a,b] (2.12)

tem uma única soluçãou∈C([a,b],C).

DEMO: SejaL a constante de Lipschitz deK, ou seja, tal que

|K(t,s,z1)−K(t,s,z2)| ≤ L|z1−z2|

para todoz1,z2 ∈C. No espaço métrico completoE =C([a,b],C), consideramosT : E →

E definida por

(Tx)(t) = f (t)+
∫ t

a
K(t,s,x(s))ds.

Vamos demonstrar que existem≥ 1 tal queTm é uma contração e aplicar o corolário

2.2.4. Para isso, vamos demonstrar que, dadosu,v∈ E, e t ∈ [a,b], temos

|(Tnu)(t)− (Tnv)(t)| ≤
Ln(t −a)n

n!
‖u−v‖. (2.13)

A demonstração é feita por indução sobren. Paran = 1, o resultado é imediato pois

|(Tu)(t)− (Tv)(t)| =

∣

∣

∣

∣

∫ t

a
[K(t,s,u(s))−K(t,s,v(s))]ds

∣

∣

∣

∣

≤

∫ t

a
L|u(s)−v(s)|ds

≤ L(t −a)‖u−v‖.

Supondo que a igualdade (2.13) é verdadeira paran, vamos demonstrá-la paran+1:

|(Tn+1u)(t)− (Tn+1v)(t)| = |T(Tnu)(t)−T(Tnv)(t)|

=

∣

∣

∣

∣

∫ t

a
{K[t,s,(Tnu)(s)]−K[t,s,(Tnv)(s)]}ds

∣

∣

∣

∣

≤
∫ t

a
L|(Tnu)(s)− (Tnv)(s)|ds

≤

∫ t

a
L

Ln(s−a)n

n!
‖u−v‖ds

≤
Ln+1(t−a)n+1

(n+1)!
‖u−v‖.
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Logo, (2.13) é verdadeira para todon e daí, segue que

|(Tnu)(t)− (Tnv)(t)| ≤
Ln(b−a)n

n!
‖u−v‖,

e, como

lim
n→∞

Ln(b−a)n

n!
= 0

temos que existe umn0 suficientemente grande tal queTm é uma contração para todo

m≥ n0. Do corolário 2.2.3 segue a conclusão do teorema.

Sobre a dependência contínua:

Teorema 2.3.7.Sejam f ∈C([a,b],C), K ∈ C([a,b]× [a,b]×C,C) lipschitziana na ter-

ceira variável eu solução de

y(t) = f (t)+
∫ t

a
K(t,s,y(s))ds, t ∈ [a,b].

Dadoε > 0, existemδ > 0ec> 0 tais que, sẽf ∈C([a,b],C), K̃ ∈C([a,b]×[a,b]×C,C),

lipschitziana na terceira variável, satisfazem

‖ f̃ − f‖ ≤ δ , |K̃(t,s,v)−K(t,s,v)|< δ

para(t,s,v) ∈ [a,b]× [a,b]×Bc(0), então, sẽu é solução de

y(t) = f̃ (t)+
∫ t

a
K̃(t,s,y(s))ds, (2.14)

vale‖ũ−u‖ ≤ ε.

DEMO: SejaE = C([a,b],C) e, parax∈ E, seja

(Tx)(t) = f (t)+
∫ t

a
K(t,s,x(s))ds.

Considereun = Tnũ, ondeũ é solução de (2.14). Então

|ũ(t)−u1(t)| ≤ | f̃ (t)− f (t)|+

∣

∣

∣

∣

∫ t

a
[K̃(t,s, ũ(s))−K(t,s, ũ(s))]ds

∣

∣

∣

∣

.

ComoTnũ→ u (pelo corolário 2.2.4), existec tal que

(t,s,un(s)) ∈ [a,b]× [a,b]×Bc(0), ∀s∈ [a,b], ∀n∈ N.
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Seja

‖K̃ −K‖c = sup{|K̃(t,s,v)−K(t,s,v)| : t,s∈ [a,b], v∈ Bc(0)}.

Temos então:

|ũ(t)−u1(t)| ≤ ‖ f̃ − f‖+‖K̃ −K‖c|t −a|,

|ũ(t)−u2(t)| ≤ ‖ f̃ − f‖+

∣

∣

∣

∣

∫ t

a
[K̃(t,s, ũ(s))−K(t,s,u1(s))]ds

∣

∣

∣

∣

≤ ‖ f̃ − f‖+
∫ t

a
|K̃(t,s, ũ(s))−K(t,s, ũ(s))|ds+

+

∫ t

a
|K(t,s, ũ(s))−K(t,s,u1(s))|ds

≤ ‖ f̃ − f‖+‖K̃ −K‖c(t −a)+L
∫ t

a
[‖ f̃ − f‖+‖K̃ −K‖c(s−a)]ds

= ‖ f̃ − f‖+‖K̃ −K‖c(t −a)+L‖ f̃ − f‖(t −a)+L‖K̃ −K‖c
(t −a)2

2

= ‖ f̃ − f‖[1+L(t −a)]+
‖K̃ −K‖c

L

[

L(t −a)+L2(t−a)2

2!

]

≤ ‖ f̃ − f‖eL(t−a) +
‖K̃−K‖c

L
[eL(t−a)−1].

Por indução sobren temos

‖ũ(t)−un(t)‖ ≤ ‖ f̃ − f‖eL(t−a) +
‖K̃ −K‖c

L
[eL(t−a)−1].

Desde queun → u, segue que

‖ũ−u‖ ≤ ‖ f̃ − f‖eL(t−a) +
‖K̃ −K‖c

L
[eL(t−a)−1].



CAPÍTULO 3

O Teorema do Threshold Pandêmico de Kendall

Neste capítulo discutiremos os problemas de existência, unicidade e comportamento ass-

intótico das soluções de (1.12). O resultado fundamental deste capítulo é o“Teorema

do Threshold Pandêmico de Kendall"que apresenta condições suficientes – chamadas de

“fenômeno threshold"– para o surgimento de uma epidemia.

3.1 O Problema de Valor Inicial

Segundo as definições da seção 2.1 a equação

u(t,x) =
∫ t

0

∫

Ω
g(u(t− τ,ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ + f (t,x) (3.1)

é uma equação integral não-linear do tipo Volterra com respeito a t e do tipo Fredholm

com respeito ax.

SejaBC(Ω) o espaço de Banach das funções contínuas e limitadas emΩ munido

com a norma uniforme (norma do supremo). Uma estrutura conveniente para o estudo

de (3.1) é o espaço de BanachCT = C([0,T];BC(Ω)) das funções contínuas em[0,T]

assumindo valores emBC(Ω), munido com a norma

‖ f‖CT = sup
0≤t≤T

‖ f [t]‖BC(Ω),

onde f [t] = f (t, ·), ou seja,f [t](x) = f (t,x), para todox ∈ Ω.

Guiados pela idéia acima, quando olharmos parau como um elemento deCT es-

creveremosu[t](x) ao invés deu(t,x). Com essa convenção podemos escrever (3.1) como

u[t] = Qu[t]+ f [t] (3.2)

ondeQ é definido por

Qu[t](x) =

∫ t

0

∫

Ω
g(u[t− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ, x ∈ Ω. (3.3)

25
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Como será provado no lema a seguir, as seguintes hipóteses garantem queQ é uma

aplicação deCT emCT . São elas:

HS0 : S0 ∈ L ∞(Ω); S0 é não-negativa.

Hg : g : R → R é contínua;g(0) = 0.

H1
A : A(·, ·, ·) definida e não-negativa em[0,∞)×Ω×Ω; para cadax ∈ Ω e para cada

T > 0, A(·,x, ·) ∈ L 1([0,T]×Ω).

H2
A : Sejam

η(t,x) =
∫ t

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξdτ

e T > 0 arbitrário. Então a família de funções{η(·,x)/x ∈ Ω} definidas em[0,T] é

uniformemente limitada e equicontínua.

H3
A : Para cadaT > 0 e ε > 0 existeδ = δ (ε,T) > 0 tal que sex1,x2 ∈ Ω e

|x1−x2| < δ então

∫ T

0

∫

Ω
|A(τ,x1,ξ )−A(τ,x2,ξ )|dξdτ < ε.

Para simplificar as notações definimos

S̄0 = sup
x∈Ω

S0(x).

Lema 3.1.1.Dado umT > 0, seu pertence aCT então a imagem deu por Q também

pertence aCT , ou seja, para cadaT > 0 eu∈CT , Qu∈CT .

DEMO: SejamT > 0 eu∈CT . Queremos mostrar queQu é uma aplicação contínua

de[0,T] emBC(Ω), isto é, para cadat ∈ [0,T] a funçãoQu[t] é contínua e uniformemente

limitada emΩ.

PonhaK = ‖u‖CT .

Passo I: Qu[t] é uniformemente limitada.
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De fato, note que

|Qu[t](x)| =

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

∫

Ω
g(u[t− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ

∣

∣

∣

∣

≤
∫ T

0

∫

Ω
|g(u[t− τ](ξ ))|.|S0(ξ )|.|A(τ,x,ξ )|dξdτ

≤
∫ T

0

∫

Ω
sup
|y|≤K

|g(y)|.S̄0.A(τ,x,ξ )dξdτ

= sup
|y|≤K

|g(y)|.S̄0.

∫ T

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξdτ.

Portanto

|Qu[t](x)| ≤ sup
|y|≤K

|g(y)|.S̄0.

∫ T

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξdτ, (3.4)

o que mostra queQu[t] é limitada.

Pela hipóteseH2
A temos que existeM > 0 tal que

|η(T,x)| ≤ sup
t∈[0,T]

{|η(t,x)| / x ∈ Ω} ≤ M,

e daí segue a limitação uniforme.�

Passo II: Qu[t] é contínuaemΩ.

Dadoε > 0, porH3
A existeδ = δ (ε,T) > 0 tal que sempre que

|x1−x2| < δ

tem-se
∫ T

0

∫

Ω
|A(τ,x1,ξ )−A(τ,x2,ξ )|dξdτ <

ε
sup|y|≤K |g(y)|.S̄0

.

Logo,

|Qu[t](x1)−Qu[t](x2)| ≤ sup
|y|≤K

|g(y)|.S̄0.

∫ T

0

∫

Ω
|A(τ,x1,ξ )−A(τ,x2,ξ )|dξdτ < ε

sempre que|x1−x2| < δ . O que mostra a continuidade deQu[t] emΩ. �
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Passo III: A aplicação t7→ Qu[t] deR em BC(Ω) é contínua.

Suponha 0≤ t2 ≤ t1 ≤ T. Então

|Qu[t1](x)−Qu[t2](x)| =

∣

∣

∣

∣

∫ t1

0

∫

Ω
g(u[t1− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ −

−
∫ t2

0

∫

Ω
g(u[t2− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∫ t2

0

∫

Ω

{

g(u[t1− τ](ξ ))−g(u[t2− τ](ξ ))

}

.S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ
∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∫ t2

t1

∫

Ω
g(u[t1− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ

∣

∣

∣

∣

.

Logo, tomando o supremo emΩ temos

sup
x∈Ω

|Qu[t1](x)−Qu[t2](x)| ≤

≤ S̄0.sup
x∈Ω

∫ T

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξ . sup

ξ∈Ω, τ∈[0,t2]
|g(u[t1− t2+ τ](ξ ))−g(u[τ](ξ ))|+

+ sup
|y|≤K

|g(y)|.S̄0.

∫ t2

t1

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξdτ.

Set1− t2→ 0 então ambos os termos da soma acima tendem a zero. Para o primeiro

termo isso segue deH2
A e da continuidade det 7→ u[t] em [0,T] ey 7→ g(y) em |y| ≤ K.

Para o segundo isso decorre da hipótese de equicontinuidadeemH2
A. �

Se assumimos quef satisfaz

H f : f : [0,∞) → BC(Ω) é contínua,

então a equação (3.2) faz sentido emCT comT > 0 arbitrário.
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Teorema 3.1.2. (Existência e Unicidade Local)Suponha quegé localmente Lipschitziana.

Então existe umT > 0 tal que(3.2) tem uma única soluçãouemCT . Ademais, a aplicação

f 7→ u, deCT emCT , é contínua.

DEMO: A demonstração será dividida em duas partes. Na primeira, demonstraremos

a existência e unicidade local das soluções de (3.2) e na outra demonstraremos a con-

tinuidade da aplicaçãof 7→ u.

Existência e Unicidade Local

Considere, emCT , a bola unitária fechada de centro emf que representaremos por

Xf ,T = {h∈CT / ‖h− f‖CT ≤ 1}

e a aplicaçãoRf : CT →CT definida por

Rf u = Qu+ f .

EscolhaT0 > 0 e sejaℓ a constante de Lipschitz deg no conjunto1 {y / |y| ≤ 1+

‖ f‖CT0
}. Pela continuidade da norma‖ ‖CT temos

‖u‖CT −‖ f‖CT ≤ ‖u− f‖CT ≤ 1.

Como‖ f‖CT é uma função não-decrescente deT, para todoT < T0 eu∈Xf ,T temos

‖u‖CT ≤ 1+‖ f‖CT ≤ 1+‖ f‖CT0
.

Sejamu,v∈ Xf ,T . Então, da desigualdade (3.4) decorre

‖Rf u− f‖CT = ‖Qu‖CT ≤ ℓ.S̄0.sup
x∈Ω

∫ T

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξdτ.(1+‖ f‖CT0

)

e

‖Rf u−Rf v‖CT = ‖Qu−Qv‖CT

= sup
x∈Ω

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

∫

Ω

{

g(u[t− τ](ξ ))−g(v[t− τ](ξ ))

}

S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ
∣

∣

∣

∣

≤ S̄0.sup
x∈Ω

|g(u[t− τ](x))−g(v[t− τ](x))|
∫ T

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξdτ

≤ S̄0.ℓ.sup
x∈Ω

∫ T

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξdτ.‖u−v‖CT .

1Seg é localmente Lipschitziana em um compactoK entãog é Lipschitziana emK.
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Daí, se

sup
x∈Ω

∫ T

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξdτ <

(

ℓ.S̄0(1+‖ f‖CT0
)

)−1

,

das desigualdades acima, concluimos que

‖Rf u− f‖CT ≤ 1

e

‖Rf u−Rf v‖CT ≤

(

1
1+‖ f‖CT0

)

‖u−v‖CT , ∀u,v∈ Xf ,T ,

isto é,Rf é uma contração deXf ,T emXf ,T .

Da hipóteseH2
A concluimos que podemos, de fato, escolherT ∈ (0,T0] que torne

esta desigualdade verdadeira e então a primeira afirmação doteorema segue do “Teorema

do Ponto Fixo de Banach", que garante a existência emXf ,T de um único ponto fixou

paraRf e, assim, temos

u = Rf u = Qu+ f ,

isto é, a equação (3.2) possui única soluçãou emXf ,T . �

Continuidade da aplicação f 7→ u

Dado f ∈CT0, considere

Y = {h∈CT0 / ‖h− f‖CT0
≤ 1}

e sejaℓ a constante de Lipschitz deg em{y / |y| ≤ 1+‖ f‖CT0
}.

Como na demonstração anterior, podemos escolherT ∈ (0,T0] tal que

sup
x∈Ω

∫ T

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξdτ <

(

ℓ.S̄0(1+‖ f‖CT0
)

)−1

e, para todãf ∈Y temos

‖Rf̃ u−Rf̃ v‖CT = ‖Qu−Qv‖CT

≤ S̄0.ℓ.sup
x∈Ω

∫ T

0

∫

Ω
A(τ,x,ξ )dξdτ.‖u−v‖CT

≤

(

1
1+‖ f‖CT0

)

‖u−v‖CT ,
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para quaisqueru,v∈ Xf ,T . Isto é,Rf̃ é uma contração emXf ,T para todaf̃ ∈Y.

Já a aplicaçãof 7→ Rf u é contínua emCT para cadau∈CT pois, dadoε > 0 tome

δ = ε e daí, se‖ f − f̃‖CT < δ temos

‖Rf u−Rf̃ u‖CT = ‖Qu+ f −Qu− f̃‖CT

= ‖ f − f̃‖CT < ε.

Agora, se denotarmos poru( f ) o ponto fixo deRf , f ∈Y, então

u( f +h)−u( f ) = Rf+hu( f +h)−Rf u( f )

= Rf+hu( f +h)−Rf+hu( f )+Rf+hu( f )−Rf u( f )

e daí,

|u( f +h)−u( f )| ≤ |Rf+hu( f +h)−Rf+hu( f )|+ |Rf+hu( f )−Rf u( f )|

≤

(

1
1+‖ f‖CT0

)

|u( f +h)−u( f )|+ |Rf+hu( f )−Rf u( f )|

= λ |u( f +h)−u( f )|+ |Rf+hu( f )−Rf u( f )|.

O que implica:

|u( f +h)−u( f )| ≤ (1−λ )−1|Rf+hu( f )−Rf u( f )|.

Como, para cadau fixado emXf ,T , Rf u é contínua emf , a aplicaçãof 7→ u = u( f )

é contínua.2 �

O método utilizado para encontrar a soluçãou é o mesmo método utilizado na

demonstração do “Teorema do Ponto Fixo de Banach". Construimos uma sequência{un}

emCT , tal queu0 = f e un+1 = Qun + f , n = 0,1,2, .... A seguir mostramos que esta

sequência é de Cauchy emCT e, como este é um espaço métrico completo (de Banach), a

sequência é convergente e o restante segue da continuidade deQ.

2Para maiores detalhes sobre a dependência contínua da soluçãou em relação af veja o corolário 2.2.3

ou consulte [5] e [6].
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Observação 3.1.3.Se conhecemos uma solução de(3.2) emCT1 podemos escrever

ũ[t] = Qũ[t]+ f̃ [t],

com

ũ[t] = u[T1+ t],

f̃ [t](x) = f [T1+ t](x)+

∫ T1

0

∫

Ω
g(u[τ](ξ ))S0(ξ )A(T1+ t − τ,x,ξ )dξdτ.

Aplicando o teorema3.1.2obtemos uma continuação deuemCT2, T2 > T1. Repetindo

esse argumento, podemos encontrar uma solução definida num intervalo maximal.

O teorema a seguir fornece informações sobre a existência e unicidade global de

uma solução da equação (3.2).

Teorema 3.1.4. (Existência e Unicidade Global)Suponha queg é uniformemente Lip-

schitziana. Então(3.2) tem uma única solução contínuau : [0,∞) → BC(Ω).

DEMO: Repetindo a demonstração do teorema 3.1.2, encontramos uma única solução

u de (3.2) definida e contínua em um intervalo[0,T] assumindo valores emBC(Ω).

Resta provar que existe uma solução de (3.2) definida em[0,∞) que é uma continu-

ação desta. Para isto basta aplicar o método mostrado na observação 3.1.3, fazendoT1 = T

e, comog é uniformemente Lipschitziana, podemos sempre escolherTn+1 = Tn+T, n=

1,2,3, ....

Vamos agora voltar nossa atenção para algumas propriedadesimportantes das soluções

que surgem como consequência da estrutura da função de forçamentof e das propriedades

deg no modelo biológico.

Em BC(Ω) introduziremos uma ordem parcial da seguinte maneira:

“φ ≥ ψ se, e somente se,φ(x) ≥ ψ(x) para todox ∈ Ω."
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Teorema 3.1.5. (Positividade e monotonicidade)

a. Suponhag(y) > 0 paray > 0 e f [t] ≥ 0 para todot ≥ 0, entãou[t] ≥ 0 no domínio de

definição deu.

b. Suponha, além disso, queg é não-decrescente ef [t +h] ≥ f [t] para todoh≥ 0. Então

u[t +h] ≥ u[t] para todoh, t ≥ 0 tais quet +h pertence ao domínio de definição deu.

DEMO: Parte a. Da construção da soluçãou temos

u0[t](x) = f [t](x)≥ 0, ∀x ∈ Ω

u1[t](x) = Qu0[t](x)+ f

=
∫ t

0

∫

Ω
g(u0[t − τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ + f [t](x)≥ 0,∀x ∈ Ω

... ...

un+1[t](x) = Qun[t](x)+ f [t](x)≥ 0, ∀x ∈ Ω.

E portanto, para todox ∈ Ω e t ≥ 0

u[t](x) = lim
n→∞

un[t](x)≥ 0,

ou seja,u[t]≥ 0. �

Parte b. Analogamente, para todox ∈ Ω

u0[t +h](x) = f [t +h](x) ≥ f [t](x) = u0[t](x),

u1[t +h](x) = Qu0[t +h](x)+ f [t +h](x)

≥

∫ t+h

0

∫

Ω
g(u0[t +h− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ + f [t](x)

≥

∫ t+h

0

∫

Ω
g(u0[t− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ + f [t](x)

≥

∫ t

0

∫

Ω
g(u0[t− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dξdτ + f [t](x)

= Qu0[t](x)+ f [t](x) = u1[t](x).

E, prosseguindo com este raciocínio, por indução sobren:

un[t +h](x) ≥ un[t](x), ∀n.

Assim, tomando o limite quandon→ ∞ temos

u[t +h](x) ≥ u[t](x),
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para todox ∈ Ω. �

Se f é dada por (1.11) eg por (1.10) então estas possuem as propriedades exigidas

nas hipóteses do teorema 3.1.5.

A seguir discutimos a limitação e o comportamento assintótico, quandot → ∞, de

uma solução definida globalmente. Sef , g e η (veja H2
A) são limitadas superiormente

então, da definição deu, é fácil ver queu também é limitada superiormente. Se, além

disso, f eg satisfazem as hipóteses do teorema 3.1.5 (partesa eb) então concluimos que

u[t](x) converge pontualmente emx para um limite finito quandot → ∞. Adicionando

mais hipóteses sobreA e f podemos fortalecer a convergência e deduzir uma equação

para o limite.

Teorema 3.1.6. (Estabilização)Além das hipóteses do teorema3.1.5 (partesa e b),

suponha queg é limitada e uniformemente Lipschitziana em[0,∞), que o subconjunto

{ f [t] / t ≥ 0} deBC(Ω) é uniformemente limitado e equicontínuo, e queA satisfaz

H4
A : Para cadax ∈ Ω

∫ t

0
A(τ,x, ·)dτ →

∫ ∞

0
A(τ,x, ·)

emL 1(Ω) quandot → ∞, e para algumC > 0

sup
x∈Ω

∫

Ω

∫ ∞

0
A(τ,x,ξ )dτdξ < C.

H5
A : Para cadaε > 0, existeδ = δ (ε) > 0 tal que sex1,x2 ∈ Ω e |x1−x2|< δ então

∫

Ω

∫ ∞

0
|A(τ,x1,ξ )−A(τ,x2,ξ )|dτdξ < ε.

Então a solução de(3.2) está definida em[0,∞) e existeu[∞] ∈ BC(Ω) tal que,

quandot → ∞, u[t]→ u[∞] emBC(Ω) seΩ é compacto, e uniformemente em subconjun-

tos compactos deΩ seΩ não é compacto. Além disso,u[∞] satisfaz a equação limite

u[∞](x) =

∫

Ω
g(u[∞](ξ ))S0(ξ )

∫ ∞

0
A(τ,x,ξ )dτdξ + f [∞](x). (3.5)
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DEMO: A existência global segue do teorema 3.1.4 e do fato degser uniformemente

Lipschitz em[0,∞). Já comentamos sobre a convergência pontual deu[t](x) emx, o que

implica na limitação pontual do subconjunto{u[t] / t ≥ 0} deBC(Ω). A estimativa

|u[t](x1)−u[t](x2)| ≤ sup
y≥0

g(y).S̄0.
∫

Ω

∫ ∞

0
|A(τ,x1,ξ )−A(τ,x2,ξ )|dτdξ+

+| f [t](x1)− f [t](x2)|,

mostra que o subconjunto{u[t] / t ≥ 0} deBC(Ω) é equicontínuo, devido a hipóteseH5
A

e a hipótese sobre a equicontinuidade de{ f [t] / t ≥ 0}.

Portanto, pelo“Teorema de Arzela-Ascoli"e pela monotonicidade deu[t] (emt)

lim
t→∞

u[t] = u[∞]

uniformemente emΩ, seΩ é compacto, e uniformemente em cada parte compacta deΩ
seΩ não é compacto.

Antes de mostrar a equação limite (3.5), note que
∣

∣

∣

∣

∫ t

0
g(u[t− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dτ −

∫ ∞

0
g(u[∞](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dτ

∣

∣

∣

∣

≤

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

{

g(u[t− τ](ξ ))−g(u[∞](ξ ))

}

S0(ξ )A(τ,x,ξ )dτ
∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

lim
a→∞

∫ t

a
g(u[∞](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dτ

∣

∣

∣

∣

≤
∫ t

0

∣

∣

∣

∣

g(u[t− τ](ξ ))−g(u[∞](ξ ))

∣

∣

∣

∣

S0(ξ )A(τ,x,ξ )dτ+

+g(u[∞](ξ ))S0(ξ )

∣

∣

∣

∣

lim
a→∞

∫ t

a
A(τ,x,ξ )dτ

∣

∣

∣

∣

.

Comog é contínua eu[t − τ](ξ ) → u[∞](ξ ) quandot → ∞ temos que a primeira

parcela da soma acima tende a zero quandot → ∞.

Pela hipóteseH4
A temos que a outra parcela da soma também tende a zero quando

t → ∞.

Provar a igualdade dada por (3.5) equivale a mostrar que limt→∞ u[t](x) = u[∞](x)

ondeu[∞](x) é dado por (3.5). Assim, observe:

|u[t](x)−u[∞](x)| ≤

∣

∣

∣

∣

∫

Ω

∫ t

0
g(u[t− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dτdξ−
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−

∫

Ω
g(u[∞](ξ ))S0(ξ )

∫ ∞

0
A(τ,x,ξ )dτdξ |+ | f [t](x)− f [∞](x)

∣

∣

∣

∣

≤

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∫ t

0
g(u[t− τ](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dτ −

∫ ∞

0
g(u[∞](ξ ))S0(ξ )A(τ,x,ξ )dτ

∣

∣

∣

∣

dξ+

+| f [t](x)− f [∞](x)|.

A primeira parcela da soma acima tende a zero quandot → ∞ como foi visto nas

observações acima e a segunda parte também tende a zero pois osubconjunto{ f [t] / t ≥

0} deBC(Ω) é uniformemente limitado e equicontínuo, o que garante a convergência de

f [t](x).

Logo, (3.5) é verdadeira.

Em termos biológicos exp(−u[∞]) é a fração da população suscetível que escapa de

ser infectada. Portanto chamamosu[∞] a medida finale (3.5) aequação da medida final

do modelo.

3.2 A Equação da Medida Final

A análise em [3] do problema de valor inicial para o modelo espaço-independente é

análoga a que fizemos na seção anterior. Existe uma equação demedida final, a equação

escalar

x(∞) = γs0g(x(∞))+ f (∞), (3.6)

que pode ser analisada graficamente, em princípio. Comg dada por (1.10), (3.6) tem

uma única soluçãox(∞) para cadaf (∞) positivo. A dependência dex(∞) em relação aos

parâmetross0 e γ torna-se clara se consideramos que

x = inf
f (∞)>0

x(∞).

Segue disto quex satisfaz a equação homogênea

y = γs0g(y) (3.7)
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ex é positivo se, e somente se,γs0 > 1. Este é o chamadofenômeno Threshold(threshold

phenomenon).

A investigação da equação de medida final (3.5) para o modelo espaço - dependente

não é tão simples. Entretanto, é ainda possível mostrar que existe um fenômeno Threshold

similar. A análise requer um passo extra: à equação (3.5) associaremos uma equação es-

calar (análoga à equação (3.7)) e então mostraremos que uma solução positiva da equação

escalar serve pontualmente como uma cota inferior para qualquer solução não-negativa

limitada de (3.5).

Ponha

s0 = inf
x∈Ω

S0(x)

e

γ = inf
x∈Ω

∫

Ω

∫ ∞

0
A(τ,x,ξ )dτdξ .

Assim, γ é o ínfimo da infectividade total emx devido a uma distribuição ho-

mogênea de infectados durante o decorrer da doença. A equação escalar que temos em

mente é a equação (3.7). Com

u = inf
x∈Ω

u[∞](x),

obtemos de (3.5) e da monotonicidade deg que

u≥ s0γg(u) (3.8)

e daí conjecturamos queu ≥ p, ondep é definido como a solução positiva de(3.7), se

γs0 > 1 ep= 0, seγs0 ≤ 1. Esse resultado é as vezes chamado de“Teorema do Threshold

Pandêmico de Kendall."Ele pode ser encontrado também em [7].

Teorema 3.2.1. (Teorema do Threshold Pandêmico de Kendall)Suponha que

(i) Ω é compacto;

(ii) s0γg(y) > y para0 < y < p;

(iii)
∫ ∞

0 A(τ,x, ·)dτ é contínua emΩ;

(iv) para cadax ∈ Ω existeδ = δ (x) > 0 tal que o conjunto{ξ / ‖x− ξ‖ ≤ δ} ∩Ω
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(Bδ (x)∩Ω) está contido no suporte de

∫ ∞

0
A(τ,x, ·)dτ.

Se f [∞] ∈ BC(Ω) é não-negativa então toda solução não-negativau[∞] ∈ BC(Ω) de(3.5)

satisfazu[∞] ≥ p.

DEMO: Afirmamos: ouu = 0 ouu≥ p pois, caso contrário,

ou u = 0 eu≥ p ouu 6= 0 eu < p.

A primeira afirmação implica emp = 0, o que é um absurdo pois supomos inicial-

mente quep é uma solução positiva da equação (3.7). A segunda afirmação implica em

0 < u < p que, por (ii), implica ems0γg(u) > u o que também é um absurdo visto queu

satisfaz a desigualdade (3.8). Logo, de fato, ouu = 0 ouu≥ p.

Suponha queu= 0. Daí, comoΩ é compacto,u[∞] atinge seu ínfimo emΩ, ou seja,

existex0 ∈ Ω tal queu[∞](x0) = 0. Logo,

0 = u[∞](x0) =

∫

Ω
g(u[∞](ξ ))S0(ξ )

∫ ∞

0
A(τ,x0,ξ )dτdξ + f [∞](x0).

Desde que ambos os termos são não-negativos, por (iii), paraque esta igualdade

seja verdadeira é necessário
∫ ∞

0
A(τ,x0,ξ )dτ = 0

para todoξ ∈ Ω.

Isto implicaria que o suporte de
∫ ∞

0 A(τ,x0, ·)dτ é vazio, o que contradiz (iv).

Logo,u[∞] ≥ u≥ p.

Como acabamos de ver, a conjectura é verdadeira seΩ é compacto. As hipóteses

sobreA satisfazer(iv) no teorema 3.2.1 expressam queΩ não poderia consistir de partes

que são isoladas com respeito à infecção.

Matematicamente, o problema é muito mais interessante seΩ não é compacto.

Restringindo nossa atenção para o caso especial em queΩ = Rn e assumindo que as
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condições (1.13) a (1.15) ocorrem, obtemos de (3.5):

u[∞](x) =
∫

Rn
g(u[∞](ξ ))S0(ξ )

∫ ∞

0
H(τ)V(x−ξ )dτdξ + f [∞](x)

≥ s0

∫

Rn
g(u[∞](ξ ))V(x−ξ )

∫ ∞

0
H(τ)dτdξ

≥ s0

∫

Rn
g(u[∞](ξ ))V(x−ξ ) inf

ξ∈Rn

{

∫ ∞

0
H(τ)dτ

}

dξ

≥ s0

∫

Rn
g(u[∞](ξ ))V(x−ξ ) inf

ξ∈Rn

{

∫ ∞

0
H(τ)dτ

∫

Rn
V(x−ξ )dx

}

dξ

= s0

∫

Rn
g(u[∞](ξ ))V(x−ξ ) inf

ξ∈Rn

{

∫

Rn

∫ ∞

0
H(τ)V(x−ξ )dx

}

dτdξ

= s0γ
∫

Rn
g(u[∞](ξ ))V(x−ξ )dξ ,

ou seja,

u[∞](x) ≥ s0γ
∫

Rn
g(u[∞](ξ ))V(x−ξ )dξ .

Isso nos induz a investigar soluções limitadas da equação

w(x) =
∫

Rn
g(w(ξ ))V(x−ξ )dξ +h(x),

comh(x) ≥ 0 e a constantes0γ incorporada na funçãog. Os resultados da próxima seção

implicarão na veracidade da conjectura paraΩ = Rn, n = 1 oun = 2.

É bom ter em mente que a cota inferiorp independe da funçãof [t] contanto quef

seja não-negativa.

Ses0γ > 1, então a equação (3.1) manifesta o efeitohair-trigger: não importa quão

pequena é a infectividade introduzida em um subconjunto arbitráriamente pequeno deΩ,

esta produzirá eventualmente um grande efeito em todo ponto. Com efeito, ses0γ > 1

então existe a solução positivap de (3.7) tal que, segundo o teorema 3.2.1,u[∞]≥ p. Daí,

exp{−u[∞](x)} ≤ e−p,

isto é, a fração de suscetíveis emx que escapa de ser infectada não excedee−p. Portanto

são os parâmetross0 e γ que determinam se haverá ou não uma epidemia.





CAPÍTULO 4

Ondas Viajantes

Veremos aqui, com algumas hipóteses extras, que o resultadodo “Teorema do Threshold

Pandêmico de Kendall"também vale seΩ não é compacto.

Vamos demonstrar isso na primeira seção paran = 1 oun = 2. Com isso, teremos

mostrado que, nessas condições, as soluções do problema de valor inicial estabilizam e

daí partiremos para uma outra discussão:

Como as soluções do P.V.I. se aproximam da distribuição final?

Responderemos esta pergunta na seção 4.2.

4.1 Uma Equação Não Linear de Convolução

Considere a equação não linear de convolução

w(x) =
∫

Rn
g(w(ξ ))V(x−ξ )dξ +h(x), (4.1)

para a funçãow : R
n → R, onden = 1 ou n = 2. As funçõesg, V e h satisfazem as

seguintes hipóteses:

Hg : g : R → R é contínua e monótona não-decrescente;g(0) = 0 e a equação

y = g(y) (4.2)

tem uma raiz positivap. Ademais,g(y) > y para 0< y < p e g(y) < y paray > p (Veja a

figura 4.1).

HV : V ∈L 1(Rn),
∫

RnV(x)dx = 1;
∫

Rn ‖x‖nV(x)dx < ∞; (‖·‖ é a norma euclidiana);

V é uma função não-negativa.

41
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y

z=y

z=g(y)

z

p0

Figura 4.1

Hh : h : R
n → R é contínua, não negativa e não é identicamente nula.

A menos de algumas hipóteses restritivas irrelevantes a existência de uma solução

não-negativa de (4.1) pode ser estabelecida por meio de um processo monótono de it-

eração. Mas temos um objetivo diferente em mente, visamos provar quep é uma cota

inferior para qualquer tal solução.

Teorema 4.1.1.Sejaw : Rn → R uma solução contínua não-negativa de(4.1). Então

w(x) ≥ p para todox ∈ Rn.

DEMO: Sejav definida porv(x) = min{w(x), p}. Então afirmamos:

v(x) ≥
∫

Rn
v(ξ )V(x−ξ )dξ . (4.3)

De fato, sev(x) = p então da hipóteseHV temos

∫

Rn
V(x−ξ )dξ = 1⇔

∫

Rn
pV(x−ξ )dξ = p.
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Agora, sev(x) = w(x) ≤ p então, de (4.1) eHg, temos

w(x) =

∫

Rn
g(w(ξ ))V(x−ξ )dξ +h(x)

≥

∫

Rn
g(w(ξ ))V(x−ξ )dξ

≥
∫

Rn
w(ξ )V(x−ξ ).

Segundo [4](teorema 3.1) esta desigualdade é, na verdade, uma igualdade (A hipótese

HV – sobre a existência don-ésimo momento deV – é importante aqui).

Também segundo [4] (teorema 2.1) as únicas soluções contínuas limitadas da equação

v(x) =
∫

Rn
v(ξ )V(x−ξ )dξ

são constantes. Assim,v(x)≡ c. O casoc= 0 pode ser excluido pois implica emw(x)≡ 0

e daí, (4.1) não é satisfeita devido aHh. Se 0< c < p, então, porHg, a desigualdade (4.3)

é estrita. Logo,c = p e a demontração está completa.

Teorema 4.1.2.Sejaw : Rn → R uma solução não-negativa limitada da equação

w(x) =

∫

Rn
g(w(ξ ))V(x−ξ )dξ . (4.4)

Então ouw(x) ≡ 0 ouw(x) ≡ p.

DEMO: Da demonstração do teorema 4.1.1, ouw(x) ≡ 0 ouw(x) ≥ p para todox ∈ Rn.

Se

β = sup
x∈Rn

w(x),

então (4.4) eHg implicam

w(x) =

∫

Rn
g(w(ξ ))V(x−ξ )dξ

≤

∫

Rn
g(β )V(x−ξ )dξ

= g(β )

∫

Rn
V(x−ξ )dξ

= g(β ).



44 INTRODUÇÃO

Ou seja,

w(x) ≤ g(β ).

Suponhaβ > p. Então, pela hipóteseHg, g(β )−β < 0. O que implica:

g(β )−β <
1
2
(g(β )−β ).

Logo

w(x) ≤ g(β ) < β +(g(β )−β ).

Daí,

β −w(x) >
1
2
(β −g(β )) > 0

o que contraria a definição deβ .
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4.2 Ondas Viajantes

Agora que já mostramos que as soluções do problema de valor inicial estabilizam, podemos

perguntar como elas se aproximam da distribuição final. Ao invés de estudar esta questão

no caso geral, nos concentraremos em um caso especial e um conjunto particular de

soluções.

SejaΩ = R eA(τ,x,ξ ) = γH(τ)V(x−ξ ). Durante toda esta seção assumiremos:

(i) H ∈ L 1([0,∞));
∫ ∞

0 H(τ)dτ = 1; H é não-negativa;

(ii) V ∈ L 1(R);
∫ ∞
−∞V(x)dx= 1;V é não-negativa;V(−x) = V(x);

seWλ (x) = e−λxV(x), entãoWλ ∈ L 1(R) paraλ em uma faixa vertical (de largura posi-

tiva) do plano complexo.

Considere a equação (1.6) como ponto de partida. SejaS(−∞,x) = Suma constante

dada (vamos assumir uma densidade populacional constante). Integrando a equação (1.6)

com relação at (veja os cálculos realizados para obter a equação (1.12)), obtemos

u(t,x) =
∫ ∞

0
H(τ)

∫ ∞

−∞
g(u(t− τ,ξ ))V(x−ξ )dξdτ (4.5)

com

u(t,x) = − ln
S(t,x)

S
,

e

g(y) = γS(1−e−y). (4.6)

Uma solução onda viajantede (4.5) é uma solução da formau(t,x+ ct) = w(x+ ct).

Podemos visualisar uma solução onda viajante como uma função dex que, à medida que

o tempo cresce, é propagada (para a esquerda sec > 0 e para a direita sec < 0) com

velocidade constantec sem qualquer alteração na sua forma.

Como uma onda viajantew depende de uma combinação linear das variáveis in-

dependentesx e t, esperamos que seja possível deduzir uma equação paraw em uma

das variáveis independentes. Com efeito, podemos rearranjar a equação (4.5) para uma

solução onda viajante da seguinte forma

w(ξ ) =
∫ ∞

−∞
g(w(η))Vc(ξ −η)dη, ξ = x+ct, (4.7)
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onde

Vc(ξ ) =

∫ ∞

0
H(τ)V(ξ −cτ)dτ, −∞ < ξ < ∞. (4.8)

Para todoc, (4.7) é uma equação não linear de convolução homogênea com um

núcleo não negativo. As soluções constantes de (4.7) são raízes de

y = g(y) (4.9)

e assumimos que (4.9) tem, além da raizy = 0, uma raiz positivay = p (de (4.6), isso

ocorre seγS> 1).

Sec = 0 o núcleoVc é simétrico e podemos aplicar o teorema 4.1.2 para concluir

quew≡ 0 ew≡ p são as únicas soluções não-negativas limitadas de (4.7). Uma pergunta

que podemos fazer é se existem ou não valores dec para os quais a equação (4.7) tem uma

solução satisfazendo 0< w(ξ ) < p e quais desses valores dec podem ser caracterizados.

Da simetria deV, sew(ξ ) satisfaz (4.7) parac= c̄, entãow(−ξ ) satisfaz (4.7) parac=−c̄

e daí, podemos restringir nossa atenção para o caso em quec > 0. Agora
∫ ∞

−∞
Vc(ξ )dξ =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
H(τ)V(ξ −cτ)dτdξ

=

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
H(τ)V(ξ −cτ)dξdτ

=
∫ ∞

0
H(τ)

∫ ∞

−∞
V(ξ −cτ)dξdτ

=

∫ ∞

0
H(τ)dτ = 1,

ou seja,
∫ ∞

−∞
Vc(ξ )dξ = 1.

Considere a equação linearizada (emw≡ 0):

v(ξ ) = g′(0)
∫ ∞

−∞
v(η)Vc(ξ −η)dη (4.10)

e sua correspondente equação característica1

Lc(λ ) = 1, (4.11)

1Para saber como encontrar tal equação característica veja [14], preliminares do teorema 146.
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onde

Lc(λ ) = g′(0)

∫ ∞

−∞
e−λξVc(ξ )dξ = g′(0)

∫ ∞

0
e−λcτH(τ)dτ.

∫ ∞

−∞
e−λξV(ξ )dξ . (4.12)

Seλ0 é uma raiz de (4.11) com multiplicidadek≥ 1, entãoξ meλ0ξ é uma solução de

(4.10) param= 0,1, ...,k−1 e essencialmente todas as soluções são geradas desta maneira

(veja [14], teorema 146). A observação de que soluções positivas de (4.10) correspondem

a raízes reais de (4.11) nos motiva a estudarLc como uma função de variável real e, a

seguir, listamos algumas de suas propriedades:

(i) Lc(λ ) está definida em uma vizinhança à direita de 0;

(ii) Lc(0) = g′(0) > 1 (por hipótese!);

(iii) dLc
dλ (0) = −cg′(0)

∫ ∞
0 τH(τ)dτ < 0 (possivelmente−∞);

(iv) d2Lc
dλ 2 (λ ) = g′(0)

∫ ∞
−∞ ξ 2e−λξVc(ξ )dξ > 0, isto é,Lc é uma função convexa.

Das propriedades listadas, a única que não é imediata é a (iii). Esta é obtida

derivando (4.12) da seguinte maneira:

dLc

dλ
(λ ) =

d
dλ

(

g′(0)
∫ ∞

0
e−λcτH(τ)dτ.

∫ ∞

−∞
e−λξV(ξ )dξ

)

= g′(0)
d

dλ

(

∫ ∞

0
e−λcτH(τ)dτ

)

.

∫ ∞

−∞
e−λξV(ξ )dξ +

+g′(0)
∫ ∞

0
e−λcτH(τ)dτ.

d
dλ

(

∫ ∞

−∞
e−λξV(ξ )dξ

)

= −g′(0)c
∫ ∞

0
τe−λcτH(τ)dτ.

∫ ∞

−∞
e−λξV(ξ )dξ +

−g′(0)
∫ ∞

0
e−λcτH(τ)dτ.

∫ ∞

−∞
ξe−λξV(ξ )dξ .

Assim, seλ = 0, temos

dLc

dλ
(0) = −cg′(0)

∫ ∞

0
τH(τ)dτ −g′(0)

∫ ∞

0
H(τ)dτ.

∫ ∞

−∞
ξV(ξ )dξ

= −cg′(0)

∫ ∞

0
τH(τ)dτ −g′(0)

∫ ∞

−∞
ξV(ξ )dξ

= −cg′(0)

∫ ∞

0
τH(τ)dτ
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poisξV(ξ ) é uma função ímpar.

A seguir, descrevemos a dependência deLc em relação ac (Veja a figura 4.2). Se

c = 0, de (iii) e (iv),Lc tem um mínimo paraλ = 0. De (iii) e (iv) segue que parac > 0

um mínimo pode ocorrer somente para umλ positivo. Paraλ > 0, Lc(λ ) é uma função

decrescente dec, e podemos concluir queLc(λ ) < 1 parac suficientemente grande. Con-

sequentemente, o conjunto

{c | existe λ > 0 tal que Lc(λ ) < 1}

consiste de uma semi-reta, digamos(c0,∞).

1 1

1 1

Lc Lc

Lc Lc

g'(0)

g'(0)

g'(0) g'(0)

C>Co

0<C<CoC=0

C>Co l

l l

l

Figura 4.2 Dependência deLc(λ ) em relação ac.

Teorema 4.2.1.Sejag : R → R contínua e não-decrescente e suponha queg(0) = 0,

g(y) > y para0 < y < p eg(p) = p. Ademais, assuma que existeg′(0) e que, para algum

k > 0,

g′(0)y−ky2 ≤ g(y) ≤ g′(0)y,

para0≤ y≤ p.

SejaK ∈ L 1(R) não-negativa e
∫ ∞
−∞ K(x)dx= 1. Suponha que existaλ0 > 0 para o qual

L(λ0) < 1, onde2

L(λ ) = g′(0)
∫ ∞

−∞
e−λxK(x)dx.

2Note que a convergência da integral paraλ = λ0 é parte da hipótese.
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Então a equação

w(x) =

∫ ∞

−∞
g(w(η))K(x−η)dη (4.13)

tem uma solução não-decrescentew que tem as seguintes propriedades:

(i) 0 < w(x) < p,

(ii) limx→−∞ w(x) = 0,

(iii) limx→∞ w(x) = p.

DEMO: A convergência da integral emL(λ ) paraλ = 0 eλ = λ0 implica a convergência

da mesma para 0< λ < λ0. ComoL(λ ) é contínua,L(0) = g′(0) > 1 eL(λ0) < 1, pelo

Teorema do Valor Intermediário, existeσ ∈ (0,λ0) tal queL(σ) = 1 e, comoL é convexa,

L(λ ) < 1 paraσ < λ ≤ λ0.

Defina as seguintes funções

ψ(x) = min{peσx, p},

φ(x) = max{peσx−Me(σ+δ )x,0},

comM,δ > 0.

0

p

µµ

y

f

x=0

Figura 4.3 µ = 1
δ ln p

M e µ = 1
δ ln

[

pσ
M(σ+δ )

]

.

Uma primeira exigência que fazemos para encontrarM e δ é queφ(x) < ψ(x)

para todox ∈ R. Se o máximo depeσx − Me(σ+δ )x é atingido parax negativo então
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este é certamente o caso e assim encontramos como uma condição suficiente para nossa

exigência que

M >
σ p

σ +δ
. (4.14)

Definindo um operador integralT pelo lado direito da equação (4.13) tentaremos

agora escolherM e δ tais queTψ ≤ ψ e Tφ ≥ φ . A primeira das desigualdades segue

diretamente das hipóteses e da igualdadeL(σ) = 1. Portanto, vamos nos concentrar na

segunda.

As propriedades deg implicam a estimativa

(Tφ)(x) ≥ g′(0)
∫ ∞

−∞
φ(x−η)K(η)dη −k

∫ ∞

−∞
φ2(x−η)K(η)dη.

Escolhendo 0< δ ≤ σ podemos obter

φ2(x) ≤ ψ2(x) ≤ p2e(σ+δ )x,

e daí

(Tφ)(x) ≥ g′(0)

∫ ∞

−∞
φ(x−η)K(η)dη −k

∫ ∞

−∞
φ2(x−η)K(η)dη

≥ g′(0)

∫ ∞

−∞
peσ(x−η)K(η)dη −Mg′(0)

∫ ∞

−∞
e(σ+δ )(x−η)K(η)dη −

−k
∫ ∞

−∞
p2e(σ+δ )(x−η)K(η)dη

≥ peσx−ML(σ +δ )e(σ+δ )x−
kp2

g′(0)
L(σ +δ )e(σ+δ )x.

Consequentemente,

(Tφ)(x) ≥ peσx−Me(σ+δ )x,

desde que

ML(σ +δ )+
kp2

g′(0)
L(σ +δ ) ≤ M. (4.15)

Escolhaδ tal que 0< δ ≤ min{σ ,λ0−σ} e daí,L(σ +δ ) < 1 e podemos satisfazer

(4.14) e (4.15) escolhendoM suficientemente grande tal que

M ≥ max

{

kp2

g′(0)
(1−L(σ +δ ))−1,

σ p
σ +δ

}

.
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Então realmenteTφ ≥ φ (note queTφ ≥ 0 é trivial).

Comog é não-decrescente, o operadorT é monótono não-decrescente. Isto é, se

x1 ≤ x2 entãoTx1 ≤ Tx2. Começando comφ e iterando comT obtemos uma sequência

monótona decrescente{ψn = Tnψ | n = 0,1,2, ...} que é limitada inferiormente porφ e,

portanto, pontualmente convergente. O teorema de Arzelá-Ascoli pode ser aplicado para

mostrar que a convergência é de fato uniforme em cada parte compacta, o que implica

que o limite, digamosw, satisfaz a equação (4.13). Comoψ é monótona não-decrescente,

o mesmo acontece comTnψ e, daí,w também é monótona não-decrescente. Das pro-

priedades deψ e φ obtemos limx→−∞ w(x) = 0. A monotonicidade e a limitação dew

implicam na existência de limx→∞ w(x) e, finalmente, um argumento de translação mostra

que este limite é uma solução constante de (4.13) e, assim, igual ap.

Corolário 4.2.2. Sejag dada por(4.6) comγS> 1. Então existe umc0 > 0 tal que(4.5)

tem uma solução onda viajante para todoc > c0. A constantec0 é dada por

c0 = inf{c | existe λ > 0 tal que Lc(λ ) < 1}.
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