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Resumo

Uma equacao integral néo linear do tipo mista Volterra - Roéd descrevendo a propa-
gacao espacial de uma epidemia é desenvolvida e analisada. aténcéo especial é
dada ao efeito hair-trigger, onde demonstramos o TeorenTddeshold Pandémico de
Kendall. Outro enfoque importante € o problema das ondgantes, onde analisamos
como as solugdes da equagéao integral se aproximam da diigdidbfinal. A referéncia
principal do trabalho é o artigo [1]'hresholds and travelling waves for the geographical
spread of infectiof) de O. Diekmann.

Palavras Chave:Efeito Hair-Trigger, Fendbmeno Threshold, Ondas Viajantes
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Abstract

The aim of this work is to develop and analyze a nonlineawmgiratieequation of the type
mixed Volterra-Fredholm describing the epidemics spafméad. A special attention is
given to the hair-trigger effect, where we demonstrate tbhad&ll's Pandemic Thresh-
old Theorem. Also, the Traveling Wave problem is emphasaede analyze how the
solutions of the integral equation approach the final digtton. The main reference of
this work is the paper [1]Thresholds and traveling waves for the geographical spfad
infectiort’, by O. Diekmann.

Key Words: Hair-Trigger Effect, Threshold Phenomenon, Traveling @gav
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Introducao

Em 1927, Kermack e McKendrick propuseram, em [9], um modeterhinistico para a
evolucao, com o tempo, de uma doenca contagiosa em uma paptéehada. O modelo
conduz a uma equacéo integral ndo linear do tipo Volterraimaale tudo, a analise
desta equacdo revela que, alongo prazo, uma fracao da papuslascetivel escapa de ser
infectada.

Um caso especial do modelo de Kermack e McKendrick conduz aistema de
equacOes diferenciais ordinarias. Em [8], Kendall intmdm analogo espacial desse
sistema tomando a infectividade como a média espacial patdaéea densidade de infec-
tivos. Nesse caso, a fragdo final de suscetiveis que escaea ithdectada € uma funcao
da posicéo e é encontrada a partir de uma solucdo de uma eduotegial ndo linear.
Esse resultado € chamado de efehtaif-trigger”, ou seja, ndo importa quao pequena é
a infectividade introduzida em algum ponto, esta produringrande efeito em todos os
pontos.

Este trabalho tem como objetivo modelar a propagacao edpcuma epidemia
e estudar como se da esta propagacao. Consideraremos uho mesmkcial andlogo ao
modelo de Kermack e McKendrick e provaremos o efeito hajgér. Com isso podemos
afirmar, sob certas condicdes, se havera ou ndo uma epidarnaiatigdo inclusive qual
fracdo da populacao de suscetiveis escapara de ser idfeEstd dissertacao se concentra
no artigo [1] “Thresholds and travelling waves for the geographical sgrefinfectior,
de Diekmann.

No capitulo 1 construimos um modelo espacial para uma eédemn uma popu-
lacdo fechada vivendo em um subconjuf@ R", dividida em classes de suscetiveis
e infectados. O modelo é descrito por uma equacao integrépbdomista \Volterra-
Fredholm, a equacéo

u(t,x):/Ot/Qg(u(t—T,E))SO(E)A(T,X,E)dEdTJrf(t,x). (112)

Alguns casos especiais desta equacao serdo destacadogpiud@aia simpleg uma

1



2 INTRODUCAO

epidemia geral

No capitulo 2, daremos um resumo da teoria das equacdesaiistqge utilizaremos
durante toda a dissertacao. Definiremos as equacodes istdgrapo Volterra e do tipo
Fredholm e discutiremos a existéncia, unicidade e a deperaéontinua das solucdes
destas equacOes. Todos os resultados seguem diretaméiodama do Ponto Fixo de
Banachie de seus corolarios. Este capitulo poderia ter sido cdtcamo um apéndice
ja que nao é o enfoque principal do trabalho. Porém, o comtestd dele ajuda na
compreensao so capitulo 3.

No capitulo 3, resolvemos um problema de valor inicial paegj@acéo integral
encontrada no capitulo 1, a equa¢ddl2), que modela a propagacgdo espacial de uma
epidemia. Mostraremos que a equa¢fd?2) possui uma unica solucdo e discutiremos
0 comportamento assintético desta. O resultado principséel capitulo é oTéorema
do Threshold Pandémico de Kendglle garante, através dendmeno Thresholdjue o
efeito hair-trigger ocorre s@ € compacto. O problema torna-se muito mais interessante
seQ nao é compacto.

O capitulo 4 trata do caso em gQe= R" e, portanto, ndo é compacto. Adicionando
mais hipéteses, podemos concluir, paral oun= 2, que as solugdes d&.12) também
estabilizam e também ocorre o efeito hair-trigger. Dep@sal partiremos para uma
outra discussao:

Como as solugdes se aproximam da distribuicdo final?

Esta questao sera também resolvida nesse capitulo, nads2gcéom o estudo damdas
viajantes



CAPiTULO 1

Epidemias Deterministicas Espaciais

Nesse capitulo construiremos um modelo matematico pa@pag@acao espacial de uma
epidemia em uma populacédo fechada e veremos alguns cascséspeste.

1.1 O Modelo

Considere uma populacdo vivendo em um halfgum subconjunto fechado d&") e
suscetivel a alguma doenca contagiosa. Nosso objetivialigéiclesenvolver heuristica-
mente uma equacéo para a evolucédo de uma epidemia em umagémpabm base em
algumas hipéteses simples.

O unico fendmeno dindmico que consideraremos € a infec@dplé&smente igno-
raremos efeitos de mudancas devido a natalidade, migragdoAssumimos que existe
uma dependéncia espacial que manifesta-se sobre a pdssibitle um individuo infec-
cioso na posicaa; ser capaz de infectar um individuo suscetivel na posigadlestas
condicBes podemos modelar de forma analoga fenbmenos cpmpagacao de um in-
céndio em uma floresta, a proliferacdo pelo vento de semdatesvas daninhas, ou o
contagio entre animais (ou pessoas) que perambulam peéordtarnam para seus lares
a noite.

SejamS(t, x) el (t,x) as densidades deiscetiveig infectadosrespectivamente, no
instantet e posicdo. Sejai(t,7,x)dT a densidade de infectados que se infectaram num
instante entré— 17 et — 7 —dt. Entéo

I(t,x) = /Oooi(t,r,x)dr. (1.1)

Supomos que o tamanho da populacéo é suficientemente grasdarepodemos
considerar as variave | ei como funcdes reais continuas, ou até mesmo continuamente
diferenciaveis, de seus argumentos.
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SejaB = B(t,x) ainfectividade definida como a taxa em que suscetiveis tornam-se
infectados. As hipoteses basicas séo:

() a doenca induz uma imunidade permanente, isto €, uma vetadteo individuo ndo
volta a ser suscetivel,

(i) uma funcdo ndo-negative= A(T,x, ) é tal que

BtX) = [ [[it,T,EATx §)dgdr. (12)
0 Ja
Assim,A(T,X, &) descreve a infectividade exdevido a um individuo na posicao
¢ que esta infectado ha um tempo
Muitas das caracteristicas da doenca e do habitat sdo aredigs end.

As definices e hipoteses acima nos levam ao seguinte modelo:

Tox) = ~StXB(LX), 13)
i(t,0,x) = —g—ts(t,x), (1.4)
i(t,T,x) = i(t—1,0,x). (1.5)

Das equacoes (1.3), (1.4) e (1.5) temos:

0S

i(t,7,§)=i(t—1,0,&) = —E(t—r,f).

Por (1.2), (1.3) e da relacéo acima:

S
E(I,X) = —3(t,x)B(t,x)
_ —S(t,x)/o /Qi(t,r,E)A(r,x,E)dEdr
_ S(t,x)/:/Q g—ts(t—r,E)A(T,x,E)dEdr.
Ou seja,
9s

© 1 3S
= (t,x):S(t,x)/O /Qﬁ(t—r,E)A(r,x,E)dEdr. (1.6)
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As solucdes de (1.6) estdo definidas pelo menos paract < T, para algumr
finito.

Um Problema de Valor Iniciabpropriado é dado por
i(0,1,X)=io(T,x) e 0,x)=SH(x)

restringindo a validade das equacdes dinamicastpai@ Dai

‘;f( — Sitx {//dt A(T,x, §)dEdT +

+/ / T EA(TX E)dEdr}

Mudando a variavet parat —t na segunda integral e usando a equacéao (1.4) junto
com a relagaay(1,x) =i(—1,0,x) obtemos, ao invés de (1.6):

oa-sunl { Frromomonm) o

h(t,x):/Ow/QiO(T,E)A(tJrT,x,E)dEdr. (1.8)

onde

AssumindaSy(x) > 0 para todx € Q, integramos (1.7) com relagéd abtendd

S(t X) // / v—T1,8)A(T x,E)dEdrdv-/oth(v,x)dv.

No plano -vt a regido de integracao é dada por
{(v,T) /0<Vv<t,0<T<V}
gue (veja a figura 1.1) pode ser reescrita como

{(vyT)/0<T<t,T<V<t}.

'Basta observar qué [In Eﬁt&?} =2 {In(S(t,x)) ~IN(S(X))| = gig- 5t X)-
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Figural.l

Portanto, trocando a ordem de integragcao na integral antemos:

|nSS(:(’;)> _ /// (V—1,8)A rxf)dfdvdr—/oth(v,x)dv
_ // TxEdE/tdSv devdr—/oth(vx)dv

_ //AerdE[S(t—TE) S(0, & )]d1 — /hvx

— //S(t—TE £)JA(T,x, §)dEdT — /Oh(vx)dv
Assim,
—InSSE:(’:(()) = // St—r1,8)] (erdEdr+/hvx

_ /O/Q:1_8<t80<€’> >}so(f)A(r,x,<s>o|<fc|r+/0h(v,x)ow

_ /Ot/Q :1e(lngg&;)}SO(E)A(T,X,E)dEdT+/()th(v,x)dv
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Se fizermos
B S(t,x)
u(t,x) = —In S (1.9)
aly) = 1-¢e” (1.10)
F(t,x) — /Oth(v,x)dv (1.11)
entao, finalmente, obtemos a equacao
u(t, x) = // U(t—17,))So(8)A(T, X, € )dEdT + (£, %). (1.12)

gue sera o objeto desse trabalho.

Até certo ponto a forma especifica da funcéo de forcames@ra irrelevante; tudo
gue vamos exigir € qué seja ndo-negativa e ndo-decrescente com respeito a

Para concluir esta secéo faremos algumas observacgdesagi@iorelos aspectos bi-
olégicos do modelo.

Observacéo 1.1.1.5eQ € limitado, a influéncia da fronteira € incorporada na furfgdo
Por exemplo, s@ é uma plantacéo e o vento esta agindo como uma forca motazopar
espalhamento de sementes, entdo a fronégrando influencia ativamente na disperséo
delas e todas as que caem fordxledo interagem com o sistema.

Observacéo 1.1.2.Uma outra caracteristica deg sua ligagcdo com o tempale duragéo
da doenca e as variaveis espaciasé. Mais uma vez, esta ligacdo varia conforme o
mecanismo considerado.

1.2 Casos Especiais Importantes

Vejamos algumas aplicacdes do modelo construido na set&woan

Um caso especial importante ocorre se supomos

AT, X, &) =H(T)W(X,&), (1.13)
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onde
/Q W(x, &)dx = 1. (1.14)

Isso significa que estamos considerando as partes tempesglagial da infectividade
desacopladas.

A situacéo simplifica-se bastante se supomosWudepende somente da posicao
dex emrelacéo &, isto €,
W(x,&) =V (x=&). (1.15)

Dois casos especiais da equa¢fd) merecem atencdo especial. Ambos os casos
tém em comum qu® = R", que(1.13) a (1.15) ocorrem, e quéy(T,X) = jo(X)d(T)
(densidade inicial de infectado8; é a fungdo delta de Dirac), coBy(x) + jo(Xx) =1
(densidade populacional constante). Com estas hipatesepode ser reescrita como

Tx=sito [ { [P romnmar-Hoio©) - £t 1.19)

Os dois casos mencionados acima sao:
a. Uma epidemia simplesH (t) = a.

Uma epidemia que considera a populacao divididesastetivei$S) e infectados
(I) € chamada depidemia simples

De (1.16) temos:

T = s [ { [ S ejadr—aiole) fvix- )

~ aux) [ {s6)- 506 - jo(e) Jvic- e

- s [ (s -voge

— astx) [ SLEV(x-E)dE~astx) [ V(x-§)de
= astx{ [ stovoeode-1)

gue escrevemos

75(t.%) = aS(t ) {§1.x) 1}, (1.17)
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ondeSé a média espacial ponderadaSitgefinida por

St = [ StEV(x-E)de. (1.18)

b. Uma epidemia geral:H (t) = ae M.

Em uma epidemia geral, além das classesuizetivei® infectados considera-
se também a classe demmovidos(R) (individuos que se recuperaram da doenca ou
morreram).

Logo
JdS tgs .
E(t,X) = _astv)()/g{_ 0 E(-Rf)e_“(t_r)dr+e_utJ0(E>}V(X_f)df' (119)
Defina
t9S —H(t-T) —Ht ;
Y(t,x):—/o (T e T+ e jo(x). (1.20)
Afirmamos queY e Ssatisfazem as equagdes
oY J0S
W(LX) = _E(LX)_HY(LX) (121)
J0S —
E(LX) = _astv)()Y(t?X)? (122)

ondeY é a média espacial ponderadaydeomo foi definido em (1.18).

E facil verificar queS e Y satisfazem a equacéo (1.22) pois basta identificar em
(1.19) a média espacial ponderadarde

Quanto a equacéao (1.21),'¥e dado por (1.20) entao

aY dY[ t9s

. d
E(t,x) ==t Jo E(T,x)e‘“(t‘”dr + jo(x) e H. (1.23)

dt

A proposicéo a seguir — uma aplicacéo imediata da Regra dmilzei- sera (til
para prosseguirmos em nossos calculos.

2Para maiores detalhes sobre a Regra de Leibniz veja [11]148g.
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Proposicéo 1.2.1. DadoU C R" aberto, sejd : U x [a,b] — R continua, com derivadas
parciais contmua% . dxn U — R. Segjag: U — [a,b] de class€'. Entdo a fungéo

o(x) = [I% f(x,t)dt é de class€! e suas derivadas parciais sdo dadas por

¢ / 9x) g f dag

—(X) = dt4+ —(x).f(x,9(x)). 1.24

3 )= [ g DAt 5 00-£(x,9(x) (1.24)
DeEmo: Defina a fungéd : U x [a,b] — R, pondoh(x,u) = ;' f(x,t)dt. Aplicando a
Regra de Leibniz e a regra de derivagdo de uma integral indiefiemos:

dh uof

0_xi(x’u>: aa_xi(x’t)dt e @(X,U)zf(x,u)-

Ju

Como a integral indefinida de uma fun¢éo qualquer é contirfumbém é entéo
temos que as derivadas parcigfse ¢ s&o continuas. Logd,é de class€™.

Podemos entéo aplicar a Regra da Cadeia para a fy{gde- h(x,g(x)) e dai

¢ oh dg, . oh
dx.(> = d—)q(x,g(X)>+d—)q<X>%(x,g(X>)

Vamos aplicar esta proposi¢ao para o caso mais simples eméaedentidade de
R emR. Assim se Js
f t — _ e*“(tfr)
(1) =5 (1.%)

entdo, pela proposicéo (1.2.1) tem-se:

%{/Otf(t,r)dr] _ /t%(t,r)dwf(t,t)

= —u/ rxe‘“f)dTJras

a0 (t,X).

\oltando a equacéao (1.23) temos:

dY tdS _ - dS . _
(X = IJ/O 5 (T.X0e ut T)dT_E(t,X)—IJJo(X)e H
08 tas _ . . _
_ _E(t,X)—“[_/o ¢ (TX)e H0dT+ pjo(x)e
0S

= —E(t,x)—uY(t,x).
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Logo Y e Ssatisfazem as equactes (1.21) e (1.22). As equacoes (1(2122
admitem a seguinte interpretacdd: é a densidade de infectados, todo infectado tem
infectividade constanta e os infectados séo removidos com taxa






CAPIiTULO 2

Equacdes Integrais

Faremos aqui um resumo da teoria de equacdes integrais ijuaemos no decorrer
do texto. Definiremos as equacdes integrais do tipo Voleffeedholm e mostraremos
condi¢cOes necessarias para a existéncia, unicidade eddsmméa continua das solugdes
destas equacdes. Todos os resultados desse capituloededoediatamente dtleo-
rema do Ponto Fixo de Banack"de seus corolarios.

2.1 Equacg0es Integrais do tipo Volterra e
do tipo Fredholm

SejamK (t,s) uma fung&o real (ou complexa) definida’gim b x [a, b], f(t) uma funcdo
real (ou complexa) definida efa,b] e A um nimero complexo arbitrério.

Uma “equacéo integral linear do tipo Fredholm de segunda espépara uma
funcdoy(t) € uma equacéo do tipo

b
VO -4 [ K(t9y(ds= (1), a<t<b, (2.2)
a
enguanto uméequacéao integral linear do tipo Fredholm de primeira espge da forma

/bK(t,s)y(s)ds: ft), a<t<h. (2.2)

Em ambos os cas#sé continua enfa, b x [a, b] ou, a0 menos, as descontinuidades
deK sdo tais que a integral dupla

b rb
/ / K2(t,s)|dsdt
a a

'Podemos trocda, b] por qualquer subconjunto mensuravel limitado da reta real.

13
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convirja (seja finita).

As equac0es integraisio-lineareslo tipo Fredholm de primeira e segunda espécie
s&o dadas, respectivamente,por

/bK(t,s,y(s))ds: £(t). 2.3)

b
y(t) —)\/a K(t,s,y(s))ds= f(t) 2.4)

Se considerarmos um domimalimensional para a funcag, ao invés das equacdes
(2.1) e (2.4) teremos as equacoes:

y(x)—/\/QK(x,a)y(a)da: f(x) (2.5)

y(X) —A /QK(x,a,y(a))da: f(x), (2.6)

ondex,a € Q eda é o elemento de volume efh

Um outro tipo de equacdes integrais sao as do tipo VolterstasEpossuem a pro-
priedade de quK(t,s) € limitada e quando > t tem-seK(t, 7) = 0. Com esta condic¢éo
temos:

b t
/ K(t,r)y(r)dr:/ K(t,7)y(T)dT.

Assim, umd‘equacéo integral linear do tipo Volterra& dada por

t
y(t) — A / K(t,9)y(s)ds= f(t) @.7)
a
e uma‘equacao integral ndo-linear do tipo Volterrag dada por
t
YO -2 [ Kitsy(s)ds= (1) (2.8)
a

Note que o parametrd pode ser sempre tomado como sendo 1. Basta definir uma
nova funcad* pondoK* = AK.

2Aqui K é uma fungéo real(ou complexa) definida fagb] x [a, b] x R.
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2.2 O Principio da Contracao

Faremos aqui uma breve apresentacdo de um dos teoremasnparsantes no estudo
das equacdes diferenciais e integraisTedrema do Ponto Fixo de Bandch

Um ponto fixode uma transformacad : 2" — 2 € um pontox € 2 tal que
Tx=x. Se.# é um subconjunto de um espaco de Ban&cle T € uma transformacao
de.7 em %, ondeZ € um espaco de Banach, enfa@ umacontracdoem.# se existe
A, 0<A <1 talque

ITX—Ty < A|x—y|, Wxye.Z.

A constantel é chamada deonstante de contracgmaraT em.%.

Teorema 2.2.1. (Teorema do Ponto Fixo de Banacl§e.# é um subconjunto fechado
de um espaco de Banadhi eT . % — % é uma contragdo e, entaol tem um unico
ponto fixox em.%. Ademais, seg em .7 é arbitrario, entdo a sequéndia,}, onde
X1 = TX, Nn=0,12 .., converge para quandon — o e |X—Xp| < %|x1 —Xol,
ondeA < 1 € a constante de contracédo param.7 .

DEMO: Mostremos primeiro a unicidade.

Unicidade

Seja 0< A <1 a constante de contracao param.# e suponha queey sdo dois
pontos fixos pard em.#, ou sejax=Txey=Ty. Entédo

X—y| = [TX=Ty| <A[x-Y],

0 que implica:
(1-2)|x—y| <O0.

Como 0< A < 1temos quéx—Yy| <0 e, portantox=y. [

Existéncia

Sejaxg arbitrario em.%, exp 1 = TX, n=0,1,2,.... Por hipotese, cad&, n=
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0,1,2,... pertence & . Além disso,

Xnt1—Xn| <A X0 —Xn-1| < ... <A Xg—X%0|, n=0,1,....

Assim, paran > n,

Xm—Xn| < [Xm—Xm-1| + [Xm-1—Xm—2| + ... + [Xnt1 — Xn
< AM LA™ 2 AN X — X0
= ANL4+A 4+ AT —xg
B An(l_/\m—n>|x B |
n
< X1 — Xo.
= 1_/\|1 Xo|

Assim a sequénciéx,} é de Cauchy e come& é um subconjunto fechado em
um espaco de Banachi” (espaco métrico completo) temos que existe .# tal que

ComoT e |.| séo continuas segue que
0= lim [Xmi1—Tom| = | M [Xm1 —Txnl| = [X=TX],
0 que implica enTx = X. Isto mostra a existéncia de um ponto fixo parem.%.

Para provar a estimativa citada, tome o limite quamde c na estimativa anterior
de |Xm — Xn|. Isso completa a demonstracéo.

Definicdo 2.2.2.Sejam.# um subconjunto de um espaco de Ban&ch¥ um subcon-
junto de um espacgo de Banaéhe {Ty : y <€ ¥} uma familia de operadores ¢ em
2. O operadofry € umacontracgao uniforme en¥ seTy:.% — .7 eexisteA, 0<A <1
tal que

[ Tyx—=TyX] < A[x—X]

para todoy € ¢4, x,x € .#. Em outras palavrady € uma contragdo para cagla ¢ e a
constante de contracdo pode ser escolhida independeriéetdeyre & .
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A seguir temos um corolario imediato do teorema 2.2.1, o qag utilizado na
demonstracéo do teorema 3.1.2. Trata-se da dependéntiiauzodo ponto fixo d&, em
relagcdo ao parametso

Corolario 2.2.3. Se.# € um subconjunto fechado de um espaco de Bartacty/ € um
subconjunto de um espago de Bandchly : % — % € uma contra¢do uniforme et
e Tyx € continua ery para cada fixado em.#, entdo a aplicagcap— g(y), ondeg(y) €
0 ponto fixo dely, y € ¢4, é continua.

Demo: ComoTy:.# — % € uma contracéo uniforme, existe 0 < A < 1, tal que
|Tyx—Tyx] < A[x—x] para todoy € ¢, x,x € .%. Sejag(y) o Gnico ponto fixo ddy em
Z cuja existéncia é assegurada pelo teorema 2.2.1. Entéo

gly+h) —gly) = Tyng(y+h)—Tyg(y)
= Tyng(y+h) = Typng(y) + Tyrna(y) — Tya(y),

lg(y+h) —a(y)| <Alg(y+h) —g(y)| + |Ty-ng(y) — Tya(y)|-
O que implica:

l9(y+h) —a(y)| < (1=2A)"HTyna(y) — Tya(y)|.

ComoTyx € continua eny para cadx € .# fixado, temos qug(y) é continua.

A seguir temos uma outra importante consequéncia do teaterpanto fixo.

Corolario 2.2.4. SejaT : 2" — Z tal que, para algumm, a iteradal ™ é uma contracé&o.
Ent&oT tem um dnico ponto fixo e, para todpe 2", a sequénciél "x1)nen cONverge
ao ponto fixo.

DEMO: Sejax o Unico ponto fixo del™. Provemos qué& € o Unico ponto fixo de .
ComoT(T"x) = T"(Tx), para todoxx € 2", temos
Tx=T(T™R) =T™(Tx),

logo, pela unicidade de Tx = X. Por outro lado, como todo ponto fixo @eé ponto fixo
deT™, X é o Unico ponto fixo d& .
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A Gltima afirmac&o decorre da convergéng@id'x; — X, garantida pelo teorema
2.2.1ede que, paratodpl<r <m-—1,

TKM Ty = TKM(TTxy) — X,

2.3 Existéncia, Unicidade e Dependéncia Continua

Vamos agora aplicar 6Teorema do Ponto Fixo de Banachjara obter informacdes
guanto a existéncia e unicidade das solugdes destas equiaigigais.

Teorema 2.3.1.Considere a equacdo integral linear do tipo Fredholm denskgespécie

b
YO -2 [ K 9y(eds= (1) 2.9)
a
ondeK : [a,b] x [a,b] — C é continua.
Entéo, para toda < C tal que|A| < 1/M(b—a), ondeM > ||K||, dadaf € C([a,b],C),
existe uma unica solucdoe C([a,b|,C) da equacéo integré2.9).
Demo: E =C([a,b],C) é um espag¢o métrico completo. Seja

T: E —- E
X — TX

onde .
(Tx)(t):f(t)+/\/ K(t,9x(s)ds t € [ab].

Um ponto fixo deT € uma solucdo da equacao integral (2.9) e reciprocamente.
Portanto, peldTeorema do Ponto Fixo de Banachg suficiente mostrar que, para

1
A I

T é uma contragao.
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Com efeito, dados,v € E, temos

b
(TU)(t) = (TV)(t) = )\/a K(t,s)[u(s) —v(s)|ds
e, portanto,
[(TU)E) = (TV(O)] < [A|(b—a)M[[u—v],
donde segue que
[Tu=Tv| <cllu—v||

ondec= [A|(b—a)M < 1.

Teorema 2.3.2.SejaK € C([a, b] x [a,b] x C) lipschitziana na terceira variavel e de con-
stante de Lipschitt. Entdo, seA| < 1/[L(b— a)], entdo, para todd < C([a,b]), a
equacdo integral ndo linear do tipo Fredholm de segund&iespé

y(t) = A /abK(t,s,y(s))ds: £(t) (2.10)

tem uma Unica solugdoe C([a,b]).

DemMO: Analogamente a demonstragéo do teorema anté&rierC([a, b], C) € um espaco
métrico completo. Seja
T: E - E

X — TX

onde )
(Tx)(t):f(t)+)\/ K(t,sx(s))ds te [ab].

Por hipotese, dadog e x, emC, vale:

IK(t,s,x1) —K(t,S,%2)| < L|xg—X2.

Um ponto fixo deT € uma solucdo da equacéo integral (2.10) e reciprocamente.
Portanto, peldTeorema do Ponto Fixo de Banachg suficiente mostrar que, para

1

|/\|<L(b_a),
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T é uma contracgao.

Com efeito, dados, v € E, temos

b
Tuw - Mol = [ Kesus) K, s,V<S)>]dS{

< \)\|/ IK(t,5,u(s) —K(t,sv(s))[ds
< \/\|/ L|u(s) —v(s)|ds
< [AlL(b—a)[u—v]|

Pela hipotese sobre segue o resultado.

O teorema a seguir diz respeito a dependéncia continua dg®es de (2.9) com
relacdo af, K e A e, para demonstra-lo, faremos uso do seguinte lema:

Lema 2.3.3. Sejam(.2",d) um espago métrico completd\eum espaco topoldgico. Para
todoA € N, sejaly : 2 — Z tal que

1. (Ty)ren € umafamilia de contracdes localmente unifornigp é, para todag € A,
existem uma vizinhang&y deAo e uma constante,, < 1 tais que

d(T/\X7TAy) < C/\od(x7y)7 Xye %7 A€ /\0-

2. AfungdoA € N — Tyxe 2 é continua para todoe 2 .

Entéo se, para cadac \, x, denota o ponto fixo d&,, a aplicacdd € N\ — x, €
Z é continua.

DEMO: SejaAg € A e/\g como em 1). Temos:

d(Xx,X,) = d(Tixy, ThgXa,)
d(Taxa, TaXa,) +d(TaXy,, TagXa,)

Crod(Xn, Xpo) +A(TaXags TagXo)

IAIA
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donde

d(x)\ 7X)\o) <

d(TaXpg> TagXa,)
“on

e, por 2), o segundo membro tende a zero quandeAg. O que conclui a demonstracao.

Observacgéo 2.3.4.Quando/\g = A\, dizemos quéT), ), cn € umafamilia uniforme de
contracbe®u, ainda, que a aplicacédo

(A,X) — Tyx
€ umacontracao uniformeEsse é o caso abordado no corol&rih3.

Teorema 2.3.5.SejamK : [a,b] x [a,b] — C continua,f : [a,b] — C continua e\ € C
tais qugA | < 1/M(b—a), onde| K| < M.

Dadoe > 0, existed > 0 tal que, s&K € C([a,b] x [a,b],C), f € C(|a,b],C) satisfazem
K| <M, |[K=K|| <3, |f-f]|<de se\ cC satisfazA| < 1/M(b—a) e|]A —A| <5,
entéo, sel é solucéo de

y(t) — A /:K(t,s)y(s)ds: £(t) (2.11)

el é solugdo de
~ (b -
vt -4 [ Rt 9y(eds= it
a

temos
|G—u| <e.

DemMo: Como na demonstracao do teorema 2.2.1, a constante dagamtie
T= Tf,/\,K : C([a7 b],(C) - C([a7 b]7C>
definida por
b
(T A xX) (1) = f(t)+)\/ K(t,s)x(s)ds
a

éc=|A|(b—a)||K| < 1. FixadosA eK, existectal que, para suficientemente préximo
deX eK suficientemente préximo d€, o mesma serve como constante de contracéo de
T. Logo, a condicdo 1) do lema 2.3.3 esté satisfeita. Tambémndigdo 2) esta satisfeita,
logo segue a afirmacgao.
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O préximo teorema diz respeito a existéncia e unicidade le&es de equacoes
integrais do tipo Volterra.

Teorema 2.3.6.Sejamf € C([a,b],C), K € C([a,b] x [a,b] x C,C), K lipschitziana na
terceira variavel. Entdo a equacdo integral de Volterra

y(t) = f(t)+/atK(t,s,y(s))ds telab] (2.12)

tem uma Unica solugdoe C([a,b],C).

DEMO: Sejal a constante de Lipschitz d& ou seja, tal que
IK(t,s,21) — K(t,5,22)| < L|zg — 22|

paratoda;,z, € C. No espaco métrico complefo= C([a, b], C), consideramo$ : E —
E definida por .
(TX(t) = f(t)+/ K(t,sx(s))ds
a
Vamos demonstrar que existe> 1 tal queT™ é uma contracéao e aplicar o corolario
2.2.4. Para isso, vamos demonstrar que, dagdos E, et € [a,b], temos
n n L"(t—a)"
(T = (TV)Ol < ———
A demonstracéo é feita por inducéo sobréaran = 1, o resultado é imediato pois

(TOO - (TYO)] = /WK@su(» K(t.sv(s)]ds

< / L|u(s) —v(s)|ds

< L{t—a)fu—vl.

lu—v]. (2.13)

Supondo que a igualdade (2.13) é verdadeiraparamos demonstra-la pama- 1:
(THu)t) - T V©)] = [TT W) -TTV)()

/at{K[t,S, (Tnu)(s)] _ K[LS’ (TnV)(S)]}ds
= /at L|(T"u)(s) = (T™)(s)/ds

t L"(s—a)"
< [P vias
a n!

Ln+1(t _ a)n+1
- (n+1)!

[lu= Vv,
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Logo, (2.13) é verdadeira para tode dai, segue que

00 - (V)] < =y,
e, Como N 0
n—oo n'

temos que existe umy suficientemente grande tal qli€' € uma contracao para todo
m > np. Do corolario 2.2.3 segue a conclusao do teorema.

Sobre a dependéncia continua:

Teorema 2.3.7.Sejamf € C([a,b],C), K € C([a,b] x [a,b] x C,C) lipschitziana na ter-
ceira variavel @ solugéo de

YO =10+ [ Kitsy©)ds tefab

Dadoe > 0, existend > 0 ec > O tais que, sé € C([a,b],C),K € C([a,b] x [a,b] x C,C),
lipschitziana na terceira variavel, satisfazem

~

If—f]| <3, |K(t,sv)—K(t,sV)|<d

para(t,s,v) € [a,b] x [a,b] x B¢(0), entdo, séi é solugdo de
~ t
) = f(+ [ Ritsy(s)ds 214)
vale||G—u|| <e.
Demo: SejaE =C([a,b],C) e, parax € E, seja

(TX)(t) = f(t)+/atK(t,s,x(s))ds

Consideras, = T"{, ondeu’@ solucdo de (2.14). Entao

|G(t) —ug(t)] < | (1) — F(O)] + /t[K(t,s, G(s)) —K(t,s,G(s))]ds.

a

ComoT"{ — u (pelo corolario 2.2.4), existetal que

(t,s,un(s)) € [a,b] x [a,b] x B¢(0), Vse[ab], ¥neN.
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Seja

IK —K||c = sup{|K(t,s,v) —K(t,s,V)| : t,s€ [a,b], ve Be(0)}.

Temos entao:

00~ w(®)] < £+ [R Kl -al,
00 -] < 1F- 1+ [ Kis ) -Ktsue)ds
< ||f—f||+/ R(t,s,0(5) — K(t,5,0(s))|ds+
+/ K(t,s,0(s) — Kt us(s))|ds
< ||f—f||+HK—K||c<t—a>+L/;H|f”—fr|+||K—Kr|c<s—a>]ds
o : . (t-ap?
= [ = fll+ K =K]lc(t—a) +L|[f = fl(t—a) + LK =Kl
= Hf—f|][1+L(t—a)]+u{L(t )+L2(t_2!)
< Hf’_f”eL(tfa)_F HK_KHC[eL(tfa)_l].

L
Por indug&o sobretemos

i - _ K—-K -
10(t) — un(t)]| < || — |-t +u[em 21

Desde quel, — u, segue que

ja-uj < ) - fet- 4 K Klegoa gy



CAPiTULO 3

O Teorema do Threshold Pandémico de Kendall

Neste capitulo discutiremos os problemas de existéndicidade e comportamento ass-
intético das solucdes de (1.12). O resultado fundamenttbdmapitulo é ¢dTeorema

do Threshold Pandémico de Kendalditie apresenta condi¢des suficientes — chamadas de
“fendbmeno threshold™ para o surgimento de uma epidemia.

3.1 O Problema de Valor Inicial

Segundo as definicdes da se¢do 2.1 a equacao

u(t, x) = // U(t— 7, €))So(&)A(T, X, €)dEdT+ f (t,%) (3.1)

€ uma equacao integral ndo-linear do tipo Volterra com iespée e do tipo Fredholm
com respeito &.

SejaBC(Q) o espago de Banach das fung¢bes continuas e limitadd3 emanido
com a norma uniforme (norma do supremo). Uma estrutura omgwvee para o estudo
de (3.1) é o espago de Banach = C([0,T];BC(Q)) das fun¢des continuas € T]
assumindo valores eBC(Q), munido com a norma

Iflley = sup [[f[t][[ec(e)
o<t<T
ondef|t] = f(t,-), ou seja,ft](x) = f(t,x), para todox € Q.

Guiados pela idéia acima, quando olharmos pacamo um elemento dér es-
creveremosljt](x) ao invés dei(t,x). Com essa convencéo podemos escrever (3.1) como

uft] = Quit] + f[t] (3.2)

ondeQ é definido por
t
= [ [ ot~ 1)(€)SOAT X Ededr, xeQ  (33)
0 JQ

25
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Como sera provado no lema a seguir, as seguintes hipotesesaya queQ € uma
aplicacdo d&€t emCy. Sao elas:

Hsg @ S€27(Q); S é ndo-negativa.
Hy : 9:R — R & continuag(0) = 0.

Hi : A(,-,-) definida e ndo-negativa ej, «) x Q x Q; para cadx € Q e para cada
T>0,A(,%,-) € 20, T] x Q).

HZ : Sejam
t
n(t,x):/o /QA(T,X,E)dEdT

e T > 0 arbitrério. Entéo a familia de funcoég(-,x)/x € Q} definidas em0,T] é
uniformemente limitada e equicontinua.

Hg : Para cadd > 0eeg > 0 existed = &(g,T) > 0 tal que sexy,x2 € Q e

X1 —X2| < & entéo

.
//|A(T7X17f)—A(T7X27E)|dfd1'<8.
0o Jo

Para simplificar as notacoes definimos

So = supS(X).

xeQ

Lema 3.1.1. Dado umT > 0O, seu pertence &£7 entdo a imagem de por Q também
pertence &y, ou seja, para cada> 0 eu € Cr, Que Cr.

DEMO: SejamT > 0 eu € Cr. Queremos mostrar qu@, € uma aplicacdo continua
de[0,T] emBC(Q), isto é, para cadac [0, T| a funcaaQy|t] € continua e uniformemente
limitada emQ.

PonhaK = ||ul|c; -

Passo I:  Qu[t] é uniformemente limitada.
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De fato, note que

Q)| = (Ut — T](£)) S(&)A(T, x, E)dEdT
< [ [ ot TS| 1A x, ) dgar
< A déd
__L/ /gfggm Y)|.S.A(T,x, €)dédr
_ 5,2E|g(y)|.80./0 /QA(T,X,E)dEdT.

Portanto
_ T
QU9 < suplay)l-S- [ [ A(r.x&)dgdr, (3.4)

ly|<K

0 que mostra qu@,|t] é limitada.
Pela hipétesei,ﬁ temos que exist®l > 0 tal que

In(T,x)| < sup {n(t,x)|/xe€Q} <M,
te[0,T]

e dai segue a limitac&do uniforme.

Passo Il:  Qut] € continueemQ.
Dadoe > 0, pong existed = &(¢g,T) > 0 tal que sempre que
IXg —X2| < &

tem-se

! déd i
| [ A8 - A ) lde < S BTS

Logo,

1QuIt](x2) — Quit](x2)| < supg(y)|-S. / 1A %0, 8) — At e, £)lddT < &

ly|<K

sempre quéx; — Xz| < 8. O que mostra a continuidade Qg[t] emQ. O
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Passo Ill: A aplicacéo t— Qu[t] deR em BGQ) é continua.

Suponha Xt <t; <T. Entdo

t1

|Qulta] (X) — Qulta] (x ufty — 1)(&))So(E)A(T, X, & )dEdT —

/otZ /Q g(ult—1](¢))S0(&)A(T, X, &)dédT

t2

{ [t1—T1](& )_g(u[tz_TKE))}'S)(E)A(T;X,E)dEdT +

t2

l_T (E)A(Tv)(?E)dEdT .

Logo, tomando o supremo efhtemos

sup|Qu[ta](x) — Qult2] (X)[ <

xeQ

— T
<Sosup[ [ ATx&)dE.  sup (ulti—to+ 7](6)) — g(ulT](E))+

x€Q /0 £eQ, 1€]0,ty)]

_ to
+ suplgy)|.S. /t /Q A(T,x, £ )dEd.

ly|<K

Set; —t; — 0 entdo ambos os termos da soma acima tendem a zero. Para&o@rim
termo isso segue de2 e da continuidade de— ut] em|[0,T] ey g(y) em|y| < K.

Para o segundo isso decorre da hipotese de equicontinuédaldé. O

Se assumimos quiesatisfaz
Hi : f:[0,00) — BC(Q) é continua,

entdo a equacéo (3.2) faz sentido@mcomT > 0 arbitrario.
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Teorema 3.1.2. (Existéncia e Unicidade LocaBuponha qug é localmente Lipschitziana.
Entéo existe urt > 0 tal que(3.2) tem uma unica solucdoemCy . Ademais, a aplicagdo
f — u, deCy emCs, é continua.

DeMoO: A demonstracao sera dividida em duas partes. Na prim@&nagdstraremos
a existéncia e unicidade local das solugdes de (3.2) e na datmnonstraremos a con-
tinuidade da aplicacab+— u.

Existéncia e Unicidade Local
Considere, enty, a bola unitaria fechada de centro émue representaremos por
Xir={heCr /[h—flc <1}
e a aplicaca®; : Ct — Cy definida por
Riu= Qu+ f.

EscolhaTy > 0 e seja/ a constante de Lipschitz dgno conjuntd {y / |y| < 1+
|fllcr, }- Pela continuidade da nornijg|c, temos

luller = [ fller < lu—fller < 1.

Como|| f||c; € uma func¢éo ndo-decrescenteld@ara toddl < To eu € Xt 1 temos

luller <1+[flley <14 flicy,-

Sejamu,v € X 7. Entdo, da desigualdade (3.4) decorre

— T
IRru=fler = [Qule, < t-S-sup [ [ Ar.x.£)d€ar. (14 fley,)

xeQ
e
IRtU=RtV[lc; = [|[QuU—QVllc,
t
s [ {g(u[t—r](f))—g<v[t—r1<f>>}so<f>A<r,x,z>dfdr
< Ssuplg(ult—TI0) a0t - T [ [ At x )dedr
XeQ 0 Q
_ T
< So.f.feugg)/o /QA(T,X,E)dEdT.Hu—VHCT.

1Seg é localmente Lipschitziana em um compaktent&og € Lipschitziana enk.
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Dai, se

T _ -1
sup " [ A(rx)dgdr < (£501+ 1))

xcQJ0
das desigualdades acima, concluimos que

[Reu—flley <1

IRfu— RV, < < )||u—v]|cT, vu,ve Xt 1,

1
1+ flley,
isto &,Rf € uma contragéo des T emXs 7.

Da hipéteseHﬁ concluimos que podemos, de fato, escolfier (0, Tg] que torne
esta desigualdade verdadeira e entdo a primeira afirmadg@omona segue dd&orema
do Ponto Fixo de Bana¢hque garante a existéncia exat de um dnico ponto fixa
paraRs e, assim, temos

u=Rfu=Qu+ f,

isto &, a equagao (3.2) possui Unica solugéon Xs 1. [

Continuidade da aplicacao f—u
Dadof € Cy,, considere
Y ={heCr, / |h—flo, <1}
e sej& a constante de Lipschitz dpem{y / |y| < 1+ || f HCTO}.

Como na demonstracéo anterior, podemos escdlle(0, To| tal que

T _ -1
sup/ /QA(T,X,E)dEdT< (z.so(1+y|f||%)>

xeQJ0

e, para todd €Y temos

IRfu—Revle, = [ Qu—Quc,
< S sup// (1,%, €)dEdT. Ju— V[,
xeQ

< lu—=Vlicr,
(1+Hf|l TO) T
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para quaisqueu, v € X; 7. Isto €,Ry € uma contragdo et T para todaf €Y.

Ja a aplicacéd — Rsu é continua enCt para cada € Cy pois, dadce > 0 tome
5 =c¢edali, sd|f — f|c, < &temos

IRfu=Reulle; = [IQu+f —Qu—fllc,

= It flle <e.

Agora, se denotarmos pa(f) o ponto fixo deRs, f €Y, entéo

u(f+h)—u(f) = Reppu(f+h)—Reu(f)
= Renu(f+h) —Requ(f) +Repnu(f) —Reu(f)

e dai,
u(f+h)—u(f)] < |Rrpu(f +h) = Repnu(f)[ + [Rrpu(f) — Reu(f)]

(e, )+ D+ Ry )~ Rewt )

AJUCE +0) = u(f)] + Renu(F) = Reu(F)].

IN

O que implica:

u(f+h) —u(f)] < (1= A)Renu(f) — Reu(f)]

Como, para cadafixado emXs 1, Rfu € continua enf, a aplicagad — u=u(f)
é continu&d O u

O meétodo utilizado para encontrar a solugié o mesmo meétodo utilizado na
demonstracéo doreorema do Ponto Fixo de BandclConstruimos uma sequéndia, }
emCry, tal queup = f eupr1 = Quy+ f, Nn=0,1,2,.... A seguir mostramos que esta
sequéncia € de Cauchy & e, como este é um espaco métrico completo (de Banach), a
sequéncia é convergente e o restante segue da continuigl@de d

2pPara maiores detalhes sobre a dependéncia continua dacokm relacio & veja o corolario 2.2.3
ou consulte [5] e [6].
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Observacéo 3.1.3.Se conhecemos uma solugdo(82) emCy, podemos escrever
aft] = Qaft] + f[t],
com
at] = u[Ty+t],
- T1
fite) = fm+t0g+ [ [ olulrl(@)S(&)AT+t-T.x,£)dédr.

Aplicando o teorema.1.2 obtemos uma continuacdoalemCr,, T, > T;. Repetindo
esse argumento, podemos encontrar uma solucdo definidatemralo maximal.

O teorema a seguir fornece informacdes sobre a existénaiziglade global de
uma solugdo da equacgéo (3.2).

Teorema 3.1.4. (Existéncia e Unicidade Global$uponha qug é uniformemente Lip-
schitziana. Enta@3.2) tem uma unica solugdo continua|0, ) — BC(Q).

DEMO: Repetindo a demonstracao do teorema 3.1.2, encontrang§nioa solucao
u de (3.2) definida e continua em um interviloT | assumindo valores eBC(Q).

Resta provar que existe uma solugéo de (3.2) definid@gn) que € uma continu-
acao desta. Para isto basta aplicar o método mostrado naaifge3.1.3, fazendf =T
e, comog é uniformemente Lipschitziana, podemos sempre escélher=T,+T, n=
1,23, ... [ |

Vamos agora voltar nossa atengao para algumas propriedgu@santes das solugdes
gue surgem como consequéncia da estrutura da funcao denéntia e das propriedades
deg no modelo biologico.

Em BC(Q) introduziremos uma ordem parcial da seguinte maneira:
“@ > I se, e somente s@(x) > Y(x) paratoda € Q."
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Teorema 3.1.5. (Positividade e monotonicidade)

a. Suponhay(y) > 0 paray > 0 e f[t] > O para todd > 0O, ent§ou[t] > 0 no dominio de
definicdo deu.

b. Suponha, além disso, qaes ndo-decrescentefé + h| > f[t| para todch > 0. Entdo
uft+h] > u[t] para todd,t > 0 tais quet + h pertence ao dominio de definicdoule
Demo: Parte a. Da construcéo da soluc@idemos

Uoft](x) = f[]( )>0, YxeQ
uift](x) = t](x) + f
_ // (Uoft — 7] (&) So(&)A(T, x, E)dEdT + f[t](x) > 0,¥x € Q

Unt1ft](X) = Qun[t](x)+ flt](x) >0, VxeQ.

E portanto, paratodec Qet >0

Uit} () = lim unf](x) > 0.
ou sejaut] > 0.0
Parte b. Analogamente, para todoc Q

lt+h[(x) = Flt+hj(x)> F[t](x) = uo[t](x),
Uft+hj(x) = Quoft+hi(x)+ flt+h](x)

(x
> /Hh/ (Uolt +h— T](8))So(E)A(T, X, € )d&dT+ f[t] (X)
t+h
2/ / (Uolt — T)(8))So(E)A(T, x, & )dEAT + [t](X)
> //guot—T(E So()A(T, X, &)dEdT+ f[t] ()

= X) + (%) = wft)(x).

E, prosseguindo com este raciocinio, por indugéo sebre

Un[t 4+ h](X) > up[t](x), Vn.

Assim, tomando o limite quando— co temos

ult+hJ(x) > ult](x),
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para todak € Q. [J

Sef é dada por (1.11) g por (1.10) entdo estas possuem as propriedades exigidas
nas hipoteses do teorema 3.1.5.

A seguir discutimos a limitagdo e o comportamento assouptjuandd — oo, de
uma solucao definida globalmente. §eg e n (veja Hﬁ) sao limitadas superiormente
entdo, da definicdo de é facil ver queu também é limitada superiormente. Se, além
disso,f e g satisfazem as hipéteses do teorema 3.1.5 (pardy entdo concluimos que
u[t](x) converge pontualmente expara um limite finito quandd — . Adicionando
mais hipoteses sobrk e f podemos fortalecer a convergéncia e deduzir uma equacao
para o limite.

Teorema 3.1.6. (Estabilizacdo)Além das hipdteses do teorerBd.5 (partesa e b),
suponha queg é limitada e uniformemente Lipschitziana édje), que o subconjunto
{f[t] /t >0} deBC(Q) é uniformemente limitado e equicontinuo, e dugatisfaz

Hi : ParacadacQ
t 0
/ A(T,X,-)dt —>/ A(T, X, )
0 0
em.Z1(Q) quandd — o, e para algur@ > 0

sup/Q /OOOA(T,X,E)deE <C.

xeQ

Hf’\ . Para cada > 0, existed = 8(¢) > 0 tal que s&1,X2 € Q e|X1 —Xz2| < d entdo
[ 1A@x, ) A, £)ldrog < e.
Entdo a solugéo dE3.2) esta definida enf0,») e existeu[o] € BC(Q) tal que,

quanda — oo, U[t] — u[eo] emBC(Q) seQ é compacto, e uniformemente em subconjun-
tos compactos d@ seQ ndo é compacto. Além dissa»| satisfaz a equacéo limite

Ufeo] (x) = /Q o(u[] (8))So(&) /0 " AT, £)dTdE + o] (x). (3.5)
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DEMO: A existéncia global segue do teorema 3.1.4 e do fatpsde uniformemente
Lipschitz em[0, ). J& comentamos sobre a convergéncia pontualtfe) emx, o que
implica na limitagéo pontual do subconjurtaft] /t > 0} deBC(Q). A estimativa

Uit (xa) — Uit < supa(y) S [ [ AT X, 8) — AlTxa, §)drdg +

y>0
+[F[t](x2) — Ft](x2)],
mostra que o subconjun{at] / t > 0} deBC(Q) é equicontinuo, devido a hipotels@
e a hipétese sobre a equicontinuidadd €] / t > 0}.

Portanto, peldTeorema de Arzela-Ascolé pela monotonicidade dgt] (emt)
tIim uft] = uloo]
uniformemente en®2, seQ € compacto, e uniformemente em cada parte compadia de
seQ nao é compacto.

Antes de mostrar a equacao limite (3.5), note que

[ sttt s@ATx £ [ alule E)SEATX £l

<

[ { sttt =116 - atui=1(6) bl arx e+

+] im [ glule] (€))S5(E) AT x, )

a— 00 a

t
S/
O

g(ult— 7)(€)) —g(U[°°](E))‘So(E)A(T,X,E)dTJr

+g(u[«](&))S(&)| lim /tA(T,x,E)dT.

a— oo a

Comog é continua &t — 7](&) — u[o](&) quandot — c temos que a primeira
parcela da soma acima tende a zero quandaoo.

Pela hipétesdﬁj\" temos que a outra parcela da soma também tende a zero quando

{ — oo,

Provar a igualdade dada por (3.5) equivale a mostrar qye.dmt](x) = u[e](x)
ondeu[](x) é dado por (3.5). Assim, observe:

it 0 —uwl 0] < | [ [ glult— 71()So(E)A(T.x, £)drde -
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~ [ atui)()908) [ ATx.E)dTdE |+ 11100 — Flwl(x

[ ot~ I(€nSoEATx £~ [ glulel(€))So(E)AT x € el +

() — Fleo] (X))

<.

A primeira parcela da soma acima tende a zero quandoo como foi visto nas
observacgbes acima e a segunda parte também tende a zerspbojuntd f[t] /t >
0} deBC(Q) é uniformemente limitado e equicontinuo, 0 que garante aecgéncia de

Flt] (%).

Logo, (3.5) é verdadeira.

Em termos bioldgicos eXp-u[«]) € a fragdo da populagdo suscetivel que escapa de
ser infectada. Portanto chamamo®]| a medida finale (3.5) aequacéo da medida final
do modelo.

3.2 A Equacao da Medida Final

A andlise em [3] do problema de valor inicial para o modeloagsgndependente é
analoga a que fizemos na secao anterior. Existe uma equagdedi#a final, a equacéo
escalar
X(e0) = ysog(X(e0)) 4 f(0), (3.6)

gue pode ser analisada graficamente, em principio. Gaada por (1.10), (3.6) tem
uma Unica solugar(w) para cadd () positivo. A dependéncia déw) em relagéo aos
parametros, e y torna-se clara se consideramos que

x= f(g])];ox(oo)'
Segue disto que satisfaz a equacdo homogénea

y = ysog(y) (3.7)



INTRODUCAO 37

ex é positivo se, e somente 3& > 1. Este € o chamadenémeno Threshol@hreshold
phenomenan

A investigacdo da equacéo de medida final (3.5) para o modpége - dependente
nao é tao simples. Entretanto, € ainda possivel mostraxigie am fendmeno Threshold
similar. A andlise requer um passo extra: a equacgao (3.6¢i@ssmos uma equacao es-
calar (analoga a equacao (3.7)) e entdo mostraremos queolugacspositiva da equacao
escalar serve pontualmente como uma cota inferior paraugeiatolucdo ndo-negativa
limitada de (3.5).

Ponha

o= inf S(X)

xeQ

y= inf/Q/OmA(r,x,E)drdE.

xeQ

Assim, y é o infimo da infectividade total em devido a uma distribuicdo ho-
mogénea de infectados durante o decorrer da doenca. A egescdlar que temos em
mente é a equacao (3.7). Com

u= )!2;2 u[oo] (X) )

obtemos de (3.5) e da monotonicidadegdpie

u>soyg(u) (3.8)

e dai conjecturamos que> p, ondep é definido como a solugéo positiva (&7), se
yso>1lep=0, seys) < 1. Esseresultado é as vezes chamadtiderema do Threshold
Pandémico de KendallEle pode ser encontrado também em [7].

Teorema 3.2.1. (Teorema do Threshold Pandémico de KendalBuponha que
(i) Q é compacto;

(ii) soyg(y) >y parad <y < p;

(iii) Jo A(T,x,-)dT é continua er;

(iv) para cada € Q existed = 6(x) > 0 tal que o conjuntd & / ||x—&| < d}NQ
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(Bs(X) N Q) esta contido no suporte de

/ A(T,X,-)dT.
0

Sef o] € BC(Q) é ndo-negativa entdo toda solugdo ndo-negafiwac BC(Q) de(3.5)
satisfazi[co] > p.

Demo: Afirmamos: ow = 0 ouu > p pois, caso contrario,
ouu=0eu>pouu#0eu<p.

A primeira afirmacéo implica em = 0, o que € um absurdo pois supomos inicial-
mente quep € uma solucao positiva da equacéo (3.7). A segunda afirmagdica em
0 < u< pque, por (i), implica engyg(u) > u o que também é um absurdo visto que
satisfaz a desigualdade (3.8). Logo, de fatoyetiO ouu > p.

Suponha que = 0. Dai, comdQ é compactou|e] atinge seu infimo e, ou seja,
existexp € Q tal queu[e](xp) = 0. Logo,

0= ulo](x0) = [ g(ule] (€))0(8) [ AT, X0,E)dTdE + f ] o).

Desde que ambos os termos sdo nao-negativos, por (iii),querasta igualdade
seja verdadeira é necessario

/OwA(T,xo,E)dT ~0
para todcé € Q.
Isto implicaria que o suporte dg’ A(T,Xo,-)dT € vazio, o que contradiz (iv).
Logo, u[e] > u = p. u

Como acabamos de ver, a conjectura é verdadeifa &&ompacto. As hipoteses
sobreA satisfaze(iv) no teorema 3.2.1 expressam du@do poderia consistir de partes
gue séo isoladas com respeito a infeccéo.

Matematicamente, o problema € muito mais interessant®2 séo € compacto.
Restringindo nossa atencao para o caso especial el@gu®R" e assumindo que as
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condicdes (1.13) a (1.15) ocorrem, obtemos de (3.5):

() = [ uel(§)S(E) [ HTV (X~ &)dTdé + ] x)

> o [ guEIE)V(x-§) [ H(rdrdg
Rn
> s [ gV jnt { [T
> s [ o€ nvic—e) nt { [“Hmr [ vix-£joxfae
~ s/ glule)E)Vix- E'Qngn{/mn/ow"' V(x— E)dx}drdé

ou seja,

Isso nos induz a investigar solugdes limitadas da equacao

W) = | gW(E)NV (x—&)dE +h(x),

comh(x) > 0 e a constantsyy incorporada na funcam Os resultados da proxima sec¢ao
implicardo na veracidade da conjectura @@ara R", n=1 oun= 2.

E bom ter em mente que a cota inferfpmdepende da fungabjt] contanto quef
seja ndo-negativa.

Sesyy > 1, entdo a equacgao (3.1) manifesta o efara-trigger: ndo importa quao
pequena é a infectividade introduzida em um subconjunitr@ariamente pequeno de,
esta produzird eventualmente um grande efeito em todo p&@um efeito, sepy > 1
entdo existe a solugéo positigale (3.7) tal que, segundo o teorema 3.8[&] > p. Dai,

exp{—u[e=](x)} <e"P,

isto é, a fracdo de suscetiveis &mue escapa de ser infectada ndo exasde Portanto
sa0 0s parametras e y que determinam se havera ou ndo uma epidemia.






CAPITULO 4

Ondas Viajantes

Veremos aqui, com algumas hipéteses extras, que o resualeedeorema do Threshold
Pandémico de Kendaltambém vale s nao é compacto.

Vamos demonstrar isso na primeira secao paral oun = 2. Com isso, teremos
mostrado que, nessas condi¢cdes, as solu¢des do problematodénicial estabilizam e
dai partiremos para uma outra discussao:

Como as solugdes do P.V.I. se aproximam da distribuicadoZinal

Responderemos esta pergunta na secio 4.2.

4.1 Uma Equacgao Nao Linear de Convolugao

Considere a equacéo néo linear de convolucao

W) = | gW(E)NV (x—&)dE +h(x), @.1)

para a funcaav: R" — R, onden=1 oun= 2. As funcdesy, V e h satisfazem as
seguintes hipoteses:

Hy @ g:R — R é continua e monotona ndo-decrescegt@) = 0 e a equagéo

y=4g(y) (4.2)

tem uma raiz positivp. Ademaisg(y) > yparaO<y< peg(y) <yparay > p (Vejaa
figura 4.1).

Hy @ Ve LY R, fenV(X)dXx=1; fen X[V (X)dX < o; (|| - || € @ norma euclidiana);
V é uma funcdo n&do-negativa.

41
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Figura 4.1

Hn : h:R"™— R é continua, ndo negativa e ndo é identicamente nula.

A menos de algumas hipoteses restritivas irrelevantesstéexia de uma solucdo
nao-negativa de (4.1) pode ser estabelecida por meio de oregso mondétono de it-
eracdo. Mas temos um objetivo diferente em mente, visanma&pguep é uma cota
inferior para qualquer tal solucéo.

Teorema 4.1.1.Sejaw : R" — R uma solugdo continua ndo-negativa(ddl). Entdo
w(Xx) > p para todox € R".

DeEMO: Sejav definida powv(x) = min{w(x), p}. Entdo afirmamos:

V00 = [ WEV(x—E)aE. (4.9

De fato, sev(x) = p entédo da hipbtesdy temos

[ Vix-&de =16 [ pvix—§)dé =p
Rn Rn
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Agora, sev(X) = w(x) < p entéo, de (4.1) &lg, temos
w(x) = (W(&))V (x—&)d& +h(x)
| W)V (x— £)de

> W(E)V(X—¢E).

Rn

9
RN
>

Segundo [4](teorema B) esta desigualdade €, na verdade, umaigualdade (A hepdtes
Hy — sobre a existéncia deésimo momento d¥ — € importante aqui).

Também segundo [4] (teoremd.2as Unicas solu¢des continuas limitadas da equacao

Vo) = [ MEV(x-&)dE

sdo constantes. Assim(x) = c. O cascac = 0 pode ser excluido pois implica enfx) =0
e dai, (4.1) ndo é satisfeita devidélg Se 0< ¢ < p, entéo, poHy, a desigualdade (4.3)
€ estrita. Logo¢ = p e a demontragcéo esta completa.

Teorema 4.1.2.Sejaw : R" — R uma solucdo ndo-negativa limitada da equacao
W(X) = Rng(w(f))V(x—E)dE. (4.4)
Entao oun(x) = 0 ouw(Xx) = p.

Demo: Da demonstragdo do teorema 4.1.1wgu) = 0 ouw(x) > p para todax € R".
Se

B = supw(x),

xeRN

entéo (4.4) g implicam

w(x) =
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Ou seja,

w(x) < g(B).
Suponhg3 > p. Entéo, pela hipéteddg, g() — B < 0. O que implica:

o(B) ~ B < 5(0(B) ~ B).

Logo
w(x) <g(B) <B+(9(B)—B).

Dai, L
B—w(x) > 5(B—9(B) >0

0 gque contraria a definicao ¢
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4.2 Ondas Viajantes

Agora que ja mostramos que as soluc¢des do problema de vigiat @stabilizam, podemos
perguntar como elas se aproximam da distribuicéo final. sésinle estudar esta questéo
no caso geral, nos concentraremos em um caso especial e yumtooparticular de
solugoes.

SejaQ =R eA(1,x,&) = yH(1)V(x— ). Durante toda esta se¢do assumiremos:
() H € £([0,0)); Jo’H(T)dT = 1; H é ndo-negativa;
(i) V € LY R); [, V(X)dx= 1;V é ndo-negativa/ (—x) =V (x);

seW, (x) = e MV(x), entdow, € Z1(R) parad em uma faixa vertical (de largura posi-
tiva) do plano complexo.

Considere a equacao (1.6) como ponto de partida. ej&,X) = Suma constante
dada (vamos assumir uma densidade populacional constartegjrando a equacéo (1.6)
com relacao & (veja os calculos realizados para obter a equacéo (1.128nos

u(t,x):/OOOH(T)/Zg(u(t—T,E))V(X—E)dédr (4.5)
com
u(t,x) = —In@,
e
aly) =yS(1—-e™). (4.6)

Uma solucédo onda viajantele (4.5) € uma solugdo da formé,x -+ ct) = w(x+ ct).
Podemos visualisar uma solu¢édo onda viajante como umadu®éque, a medida que
0 tempo cresce, € propagada (para a esquerda-s@ e para a direita se < 0) com
velocidade constantesem qualquer alteracao na sua forma.

Como uma onda viajant& depende de uma combinacao linear das variaveis in-
dependenteg e t, esperamos que seja possivel deduzir uma equacaonpana uma
das variaveis independentes. Com efeito, podemos rearamgquacao (4.5) para uma
solucao onda viajante da seguinte forma

w(E) = [ gw(m)Ve(E —mydn, & =x+at, @7
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onde
/ H(TV(E —cT)dT, —oo< & < o, (4.8)

Para todaoc, (4.7) € uma equacdo ndo linear de convolugdo homogénea wom u
ndcleo ndo negativo. As solucdes constantes de (4.7) sAxs dé

y=9(y) (4.9)

e assumimos que (4.9) tem, além da naiz 0, uma raiz positivyy = p (de (4.6), isso
ocorre sg/S> 1).

Sec = 0 o ndcleoV; é simétrico e podemos aplicar o teorema 4.1.2 para concluir
guew = 0 ew = p sao as Unicas solu¢des ndao-negativas limitadas de (4.7 .peérgunta
gue podemos fazer € se existem ou ndo valoregpdea 0s quais a equacao (4.7) tem uma
solugéo satisfazendoOw(¢) < p e quais desses valores dlpodem ser caracterizados.
Da simetria d&, sew(¢ ) satisfaz (4.7) para= c, entdow(—¢& ) satisfaz (4.7) para= —c
e dai, podemos restringir nossa atencéo para o caso eorgleAgora

[ ow@rde = [ ["HEV(E-erdrdg
_ // V(& —cr)dédr
_ /O H(T)/_wV(E—cr)dEdr
= [ Hmdr=

ou seja,

| v =1,

Considere a equacao linearizada (@m= 0):

V&) =d(0) [ vmVe(& —nydn 4.10)

—00

e sua correspondente equacao caracteristica

Le(A) =1, (4.11)

lpara saber como encontrar tal equac&o caracteristicalv@jafeliminares do teorema 146.
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onde

L) =g(0) [ e ve(@)d =g (0) [ e H(mdr. [~ eMtV()aE. (4.12)

—00

Selp é umaraiz de (4.11) com multiplicidale> 1, entda Me?oé é uma solucao de
(4.10) paran=0,1,...,.k— 1 e essencialmente todas as solu¢cdes séo geradas destamanei
(veja[14], teorema 146). A observacéo de que solucoesyassie (4.10) correspondem
a raizes reais de (4.11) nos motiva a estudaromo uma funcéo de variavel real e, a
seguir, listamos algumas de suas propriedades:

(i) Le(A) esta definida em uma vizinhanga a direita de O;
(i) Le(0) = d'(0) > 1 (por hipétese);

(iii) 95¢(0) = —cd (0) /5" TH(1)dT < O (possivelmente-c);

(iv) %)\ch( ) =d(0) [, E2eEV,(E)dE > 0, isto é,L. é uma fungéo convexa.

Das propriedades listadas, a Unica que ndo é imediata é.a E8ta € obtida
derivando (4.12) da seguinte maneira:

‘2‘1_;0(;\) _ %(g’(O)/OOOeACTH( )dr. /oo ”V<5>df)

= g ([ mmar). [T e eviaes

+g’(0)/oo°e_)‘°TH(r)d dci\ (/ _”V(E)df)
= —g’(O)c/Ooore_)‘CTH( )dr/ e MoV (&)dE +

[ee]

~g(0) [ e Hmdr. [ ge M v(E)de.

Assim, seA =0, temos

C:;I/'\C() = —cd(0) / T)dT — ¢ /H dr/ EV(E

= —cd(0 / T)dT —¢ / EV (&

= —cdo/o TH(T)dT
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poiséV (&) é uma funcdo impar.

A seguir, descrevemos a dependéncid_gem relacao & (Veja a figura 4.2). Se
c = 0, de (iii) e (iv),Lc tem um minimo para = 0. De (iii) e (iv) segue que para> 0
um minimo pode ocorrer somente para Arpositivo. Parad > 0, L¢(A) é uma funcédo
decrescente dg e podemos concluir que;(A) < 1 parac suficientemente grande. Con-
sequentemente, o conjunto

{c|existeA >0 tal que Lg(A) <1}

consiste de uma semi-reta, diganiog «).

Le Le

) 1

=0 X 0<C<Co A

Le Le

g(0) g0
! \/ ! \X

C>Co A C>Co X

Figura 4.2 Dependéncia de¢(A) em relagéo a.

Teorema 4.2.1.Sejag : R — R continua e ndo-decrescente e suponhagj0e= 0,
g(y) >ypara0 <y < peg(p) = p. Ademais, assuma que exigf€0) e que, para algum
k>0,

g (0)y—ky* < g(y) <d(0)y,
parad <y < p.

SejaK ¢ #1(R) ndo-negativa ¢, K (x)dx= 1. Suponha que exista > 0 para o qual
L(Ao) < 1, ondé

L(A)=g(0) /m e MK (x)dx

—00

°Note que a convergéncia da integral para Ag é parte da hipotese.
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Entdo a equacéo
w(x) = | gw(m)K(x—n)dn (4.13)
tem uma solugdo ndo-decrescentgue tem as seguintes propriedades:
() 0 <w(x) < p,
(i) limy_, _W(X) =0,
(i) limy_eW(X) = p.
DeMO: A convergéncia da integral ebiA) paraA = 0eA = A implica a convergéncia
da mesma para@ A < Ap. ComoL(A) é continual(0) = ¢'(0) > 1 eL(Ag) < 1, pelo

Teorema do Valor Intermediario, existec (0, Ag) tal queL(o) =1 e, comd- € convexa,
L(A) < 1parac < A < Ao.

Defina as seguintes funcdes

W(x) = min{pe’™, p},
9(x) = maxqpe*—Me X o},

comM,d > 0.

u Mo oz=0

Figura 4.3 u:%ln% eH:%In [%]_

Uma primeira exigéncia que fazemos para encorlitag & é que@(x) < Y(X)
para todox € R. Se 0 maximo depe”* — Mel9+9)X & atingido parax negativo entéo
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este é certamente 0 caso e assim encontramos como uma cosuficiente para nossa

exigéncia que
ap

M>——.
>0+5

(4.14)

Definindo um operador integrdl pelo lado direito da equacéo (4.13) tentaremos
agora escolhel e o tais queT Y < y e T > @. A primeira das desigualdades segue
diretamente das hipoteses e da igualda@e) = 1. Portanto, vamos nos concentrar na
segunda.

As propriedades dgimplicam a estimativa

(T9) =70 [ @x—nK(mdn—k [ ¢x—mK(n)dn.

Escolhendo &< 6 < o podemos obter

@ (x) < PA(x) < pPelorOX,

Te)(x) > ’0/ @(x—n)K(n)dn — k/ @*(x—n)K(n)dn
n)dn —Mg'(0 /e‘”‘””) (n)dn —

—«/ pe“@“memn

vV
\
'o
“’q

> pe”*—ML(0+ 5)elo X kp* L(o+ 5)elo+o,

- g'(0)
Consequentemente,
(TO)(X) > pe”™* — MelT o,
desde que
kp*
ML(o +9d) + g(O) L(c+9) < (4.15)

Escolhad tal que 0< d <min{o,Ap— 0} edaiL(o+ ) < 1 e podemos satisfazer
(4.14) e (4.15) escolhendd suficientemente grande tal que

M > max{ glf{); (1-L(o+0o) 4, %}.
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Entao realment& ¢ > ¢ (note queT @ > 0 &€ trivial).

Comog é nao-decrescente, o operadog monétono ndo-decrescente. Isto €, se
X1 < Xz entdoT x < Tx. Comecando conp e iterando conT obtemos uma sequéncia
monétona decrescenfel, = T"Y | n=0,1,2,...} que é limitada inferiormente pare,
portanto, pontualmente convergente. O teorema de Arzet@ldpode ser aplicado para
mostrar que a convergéncia € de fato uniforme em cada partpama, o que implica
gue o limite, digamowy, satisfaz a equacao (4.13). Cogie monétona nao-decrescente,
0 mesmo acontece coiii'y e, dai,w também é mondétona nao-decrescente. Das pro-
priedades dey e @ obtemos lim_,_.wW(x) = 0. A monotonicidade e a limita¢éo de
implicam na existéncia de lign.., w(X) e, finalmente, um argumento de translagdo mostra
gue este limite € uma solucéo constante de (4.13) e, assial ag.

Corolario 4.2.2. Sejag dada pof4.6) comyS> 1. Ent&o existe unay > 0 tal que(4.5)
tem uma solugc&do onda viajante para tadecy. A constantey € dada por

co = inf{c | existe A > 0 tal que L(A) < 1}.
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