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RESUMO

Em 1983, R. Schoen provou que as unicas hipersuperficies minimas completas imersas em
R™*! com dois fins regulares, sao o catenéide e pares de planos. Os métodos por ele utiliza-
dos levaram J. Hounie e M. L. Leite a provar um resultado andlogo para hipersuperficies
com curvatura escalar nula, ver [6]. A principal diferenga entre as demonstracgoes dos dois
teoremas, esta no fato que a equacao para a curvatura média nula sempre é eliptica, ao
contrario da equagao para a curvatura escalar nula, que nem sempre é eliptica. Dai, a
necessidade de hipoteses a mais na versao para a curvatura escalar, a saber que a terceira
funcao de curvatura nao se anula. Neste trabalho apresentamos as ferramentas fundamen-
tais para provar o teorema de Hounie-Leite, que sao o Principio do Méximo para equagoes
elipticas, o Principio da Tangéncia para hipersuperficies com curvatura intermediaria nula
e um principio de reflexao para hipersuperficie compactas com fronteira com curvatura

intermediaria nula. Também apresentamos a demonstracao do teorema de Hounie-Leite.

Palavras-chave: Hipersuperficie, Curvatura Escalar Nula, Principio da Tangéncia.
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ABSTRACT

In 1983, R. Schoen proved that the only complete immersed minimal hypersurfaces in R"*1
with two regular ends are the catenoid and a pair of planes. The methods used by Schoen
led J. Hounie and M. L. Leite to prove a similar result for hypersurfaces with zero scalar
curvature. The main difference in the proof of the two theorems is in the fact that the
equation for zero mean curvature is always elliptic, which does not always happen for the
equation for zero scalar curvature. Hence the need for additional hypothesis in the version
for zero scalar curvature, namely that the next curvature function H3 does not vanish.
In this work we present the basic tools for proving the Hounie-Leite Theorem, namely
the Maximum Principle for elliptic equations, the Tangency Principle for hypersurfaces
with vanishing intermediate curvature and a reflection principle for hypersurfaces with
vanishing intermediate. We also present the proof of Hounie-Leite Theorem.

Keywords: Hypersurfaces, Zero Scalar Curvature, Tangency Principle.
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INTRODUCAO

Em 1983, R. Schoen [13] provou o seguinte teorema de unicidade

Teorema: As tunicas hipersuperficies minimas completas imersas em R" que

sao requlares no infinito com dois fins, sao o catendide e pares de planos.

As técnicas por ele utilizadas, tém como base o Método de Reflexdao de Alexandrov,
que foi o método utilizado por A. D. Alexandrov, em 1956, para demonstrar que uma
hipersuperficie mergulhada compacta com curvatura média constante é uma esfera. O
método consiste basicamente em mostrar que a hipersuperficie tem planos de simetria
em todas as diregoes dos eixos coordenados. O Principio da Tangéncia, que decorre do
Principio do Méaximo para equagoes elipticas, diz que nao existem duas hipersuperficies
com curvatura média nula, H; = 0, tangenciando-se em um ponto, estando uma acima
da outra, a menos que coincidam localmente pois uma hipersuperficie de curvatura média
constante, localmente, sempre pode ser escrita como um grafico de uma fungao que é
solucao da equagao diferencial parcial eliptica quase linear H; = 0. No contexto do
teorema de Schoen, a simetria é mostrada para todas as direcoes perpendiculares ao eixo
Zp, bem como com relagao ao plano horizontal z,, = 0. Nesse contexto, em 1999, J. Hounie
e M. L. Leite mostraram um teorema analogo para hipersuperficies com curvatura escalar

nula

Teorema: As unicas hipersuperficies com curvatura escalar nula completa mer-
gulhada em R™Y, livres de pontos flat, que sao requlares no infinito com dois fins,

sao as hipersuperficies de revolugao.

No teorema de Hounie-Leite, hipéteses extras sao necessarias. Isso ocorre devido ao
fato que uma solucao da equacao para a r—ésima curvatura nula, H, = 0 com r > 1,



nem sempre é eliptica, portanto temos que encontrar condigoes suficientes para que tal
solugao seja eliptica, a saber que a préxima funcao de curvatura seja diferente de zero.
A demonstracao do teorema de Hounie-Leite segue os passos percorridos por Schoen,
mostrando, inicialmente, que os fins sdao paralelos com taxa de crescimento opostas e,
a seguir, mostrando que a hipersuperficie é simétrica tanto em relagao ao hiperplano
horizontal quanto em relagao a qualquer hiperplano vertical que contém o eixo de rotacao,

encontrado a priori.

O objetivo desse trabalho é apresentar a demonstragao do teorema de Hounie-Leite
que encontra-se em [6]. As principais referéncias utilizadas foram [6], [7], [9] e [10].

No capitulo 1 definimos a r—ésima funcao de curvatura H, de uma hipersuperficie
e encontramos uma expressao para H, de uma hipersuperficie dada por um gréafico de

alguma funcao.

O capitulo 2 dedica-se aos polindmios hiperbdlicos, que sao pecas fundamentais na
demonstragao do Principio da Tangéncia para H, = 0 com 1 < r < n, pois, a menos
de uma constante, a r—ésima curvatura é simplesmente a r—ésima funcao simétrica, que
¢ um polinomio hiperbdlico, aplicada aos autovalores do operador de forma. Definimos
0 que é uma raiz eliptica ou uma raiz antieliptica de o, como sendo uma raiz tal que a
proxima funcao simétrica aplicada nessa raiz é diferente de zero. E essa definicao que
ird nos permitir garantir a elipticidade de H, = 0 através de alguns resultados sobre a
elipticidade de uma raiz de o, que serao mostrados. Todos esses resultados podem ser

encontrados em [10].

No capitulo 3 apresentamos o Principio da Tangéncia para hipersuperficies com H, =
0, » > 1, que sera usado no capitulo final. Ao contrario da curvatura média, que é
eliptica com respeito a qualquer solucao de H; = 0 e de H,, = 0 que nunca é eliptica,
nem sempre uma solucao de H, = 0 ¢ eliptica. Mostramos que a elipticidade de uma
solucao de H, = 0 com 1 < r < n extd extremamente relacionada com a elipticidade do
vetor curvatura como raiz de o, = 0, pois a matriz das derivadas segundas de H, = 0 tem

como autovalores o,_1(k;). Para mostrar isso, usamos resultados sobre fungoes simétricas

estabelecidos no capitulo 2.



No capitulo 4, apresentamos a classificacao feita por Leite em 1990 [9], de todas as
hipersuperficie rotacionais completas de R e também apresentamos a expansao no
infinito de um grafico rotacional escalar flat, que servird como motivacao para a definicao
de um fim regular no infinito.

O resultado final encontra-se no capitulo 5, que traz também um principio de reflexao
para hipersuperficies compactas com fronteira e H, = 0, principal ferramenta para a
demonstracao do teorema de Hounie-Leite. Esse principio consiste em mostrar que, com
algumas condicoes, se qualquer hipersuperficie eliptica ou antieliptica compacta com fron-
teira mergulhada tem a r—ésima curvatura nula, entao a parte da hipersuperficie que esta
acima do hiperplano horizontal, My+, é um grafico com declividade localmente limitada
e que a parte refletida, Mj,, estd acima da parte da hipersuperficie que estd abaixo do
hiperplano horizontal. Além disso, encontramos a férmula do fluxo de um circulo orien-
tado em um fim escalar flat, que deriva da importante propriedade de que qualquer fungao
altura h de uma hipersuperficie com H, = 0, provada por Reilly [12], satisfaz a equagao
div(T,-1Vh) =0, onde T,_; representa a (r — 1)—ésima Transformacao de Newton. Essa
formula serda usada para demonstrar que sob as hipoteses do teorema, a hipersuperficie
tem dois fins paralelos com taxas de crescimento opostas.



CAPITULO 1

A GEOMETRIA DE UM GRAFICO

1.1 Introducao

Neste capitulo definimos a curvatura H, de uma hipersuperficie, e logo em seguida
encontramos uma expressao para H, de uma hipersuperficie que é dada por um grafico
de alguma funcao.

1.2 Expressao para a r—ésima Curvatura

Definicao 1.1 A curvatura H,, 1 < r < n, de uma hipersuperficie M C R"*! com
normal unitaria N e operador de forma B = —dN, € definida por

det(t] — B) = t" — nHyt" ' + ( g ) Hyt" =2 — ( g ) Hst" ™3 4 -+ (=1)"H,

Seja X :  C R®" — M uma parametrizacao de M numa vizinhanca do ponto p.
Considere a base de T,M associada a essa parametrizacao, {X1,---,X,}. Seja a(t) =
X(z1(t),...,x,(t)) uma curva em M, com «a(0) = p, dai segue que

dN,(/(0)) = dN, (Z x;(O)Xi> %N(ml(t), ()]0 = Z Nz (0)

i=1

em particular dN,(X;) = N; e como (N, X;) = 0 entao
<Nj,XZ‘> + <N, Xzy) =0=

(Nj, Xi) = = (N, Xi5) = — (N, Xji) = (Ni, X) (1.1)



Dai decorre que a transformacao linear B, = —dN, : T,M — T,M ¢é simétrica com
respeito a primeira forma fundamental I,, que é definida como a restricao do produto
interno Euclidiano em R™™! ao espago tangente T),M.

A segunda forma fundamental 11, é a forma quadrética associada ao operador de
forma, isto é, I1,(v) = I,(v, By(v)),v € T,M, e as curvaturas principais de M em p sao
os autovalores ki, ..., k, de B,.

Como N; € T,M, podemos escrever

Ni = Zajin = [dN] = (ay), i,5=1,...,n.

j=1
A segunda forma fundamental na base {Xj,..., X, } é dada por
II,(a/) = —(dN(« Z Nz, Z ' X;) Z w2 ( Ny, Xj) Z Txc)
1,j=1 i,j=1
onde ¢;; = —(N;, Xj). Por (1.1) temos que ¢;; = ¢;;, o que implica que [[1] = (¢;;).

Portanto,

—Cij = NzaX Z 8 aku Zakz 7 j) = Zakidkj
k=1

onde [{] = (d;j).

Logo, [B] = [I]7! x [II], onde [I] e [II] sao, respectivamente, a matriz da primeira e
da segunda forma fundamental.

A r-ésima curvatura, ver [5], é dada por
n
( . ) H, = |JZ_ det([B],) (1.2)

onde |J| = r diz que J = {j1,..., 7} é um conjunto de r indices tais que 1 < j; < --- <
Jr < mn e [B]; denota a submatrix principal X r de [B] com linhas e colunas indexadas
por J. Em particular, H, é homogéneo de grau r nas entradas {b;; } de [B].



Logo, temos que

(")pr): S ke = 0k ) (1.3

T . .
J1<<gr

onde ki, ..., k, denota os autovalores da matrix [B,] e o, a fungao simétrica de ordem r
de R".

Se trocarmos a normal N somente as curvaturas H, com r impar mudarao de sinal.
A escolha da constante < - ) foi feita para que a esfera unitaria com normal apontando

para dentro tenha H, =1 paratodor =1,...,n.

Expressemos H, localmente. Como toda hipersuperfice é localmente um grafico de uma
funcao C'*°, entao considere uma hipersuperficie dada pelo grafico = {(x,u(z)) |z € Q C
R"} em R"™! que denotaremos por graf(u). Considere a normal ao grafico apontando
para cima N(z) = ﬁ(—Vu(x), 1) onde Vu = (uy...,u,) € R" e W2 = 1+ ||Vu|%
Considere a base B = {X; = (e;,u;(z)),i=1,...,n} do espago tangente T, M.

Com respeito a essa base temos

[y = (X, X;) = 0ij + wguy = [I]5} = 0 — 1;[;2]
e para a matriz [[1] segue de (N, X;) =0 que
[[1]i; = %
Logo [B] = [I|™! x [II] é dado por
W3[B] = W?[ui;) — [uicj] (1.4)

n
onde ¢; = g Uilij.
i=1

O lema a seguir, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [5], serd a principal
ferramenta para a demonstracao da proposicao 1.1 que foi provada por M. L. Leite. e
pode ser encontrada em [10].



Lema 1.1 O polinémio Q(t) = det(R — tS), onde R e S sao matrizes arbitrarias, pode
ser escrito como uma soma de determinantes. O termo independente de Q(t) é det(R). O
coeficiente de (—t)’ é a soma de determinantes obtidos pela substituicao na matriz R de
quaisquer j colunas pelas correspondentes colunas da matriz S.

Proposigao 1.1 A r—ésima curvatura H,, 1 <r <mn, do graf(u) C R""! satisfaz

Ujijr Ujrge  * 7 Ujige
n ) 2 2 2 oy | Wige  Wjage 77 Ujaj,
W'2H, = E (W? =2 — o —2)
r 1 Jr : : . . PN
J1<-<gr : :
ujlj’r uijT U uj'rj’r
Uik Wijy  * 0 Ugj,
2 E ws E Wjok  Ugojo =+ Ugojy
- iUk . . . .
i<k . . : : . :
‘72 < e < ]T u . u . . .« o . u . .
j ] ;é 'l k Jrk JrJ2 Jrdr
2y Jr )

onde W? =1+u?+ - +u?

n*

Demonstracao Usaremos (1.2) para calcular H,. Se r = 1 é imediato de (1.4) que

nWPHy =Y (Woyy —wie) Y (Wi =y + -+ i)

J J

n
= ( 1 ) W3H1 = Z(W2 — u?)ujj -2 Zuiujuij

J i<j

Para demonstrar o caso r > 1, aplicaremos o lema 1.1 com ¢t = W2 Ry = ucj, e
Sij = u;; para calcular o det([B],). De (1.4) temos que

—W2[by] = [wics] — W2{uy). (1:5)

Observe que todas as colunas de R sao multiplas de [u; uy ... u,], pois a coluna j de

R é Juic; uscj ... uncj] = ¢jlug ug ... u,). Dal, o determinante da matriz encontrada



pela substitui¢do de qualquer j colunas da submatriz R, com |J| = r, pelas correspon-
dentes colunas da submatriz S, é zero quando pelo menos duas colunas de R; nao sao
substituidas. Segue entao que o coeficiente de (—t)? no determinante det(R;—tS;) anula-
se, exceto quando j = r ou j = r — 1, pois para j = r trocam-se todas as colunas e para
j =1 — 1 trocam-se todas menos uma. Portanto, de (1.5), temos que se J = {1,...,r},
por exemplo, entao

uicy - UGy Uy - Ulp U - Ulp
(=W det By = || 0 = WEL e = (W)
UrCr -+ UrCr Upry = Upp Upry = Upp
U U2 - Uiy Up ++ Urp—1 U1
WA e s e e e ()
Up Upg - Upp Upyp 0 Upp—1 Up

O coeficiente de (—=W?) ! é igual a

T

T T n T T
ch det A; = Z Zukuiuij,-j = Z ZUkUiZUijij + Zukuz Zuijij
j=1

ji=1k=1 i=1 \keJ j=1 kdJ j=1

—~

1.7)

onde A; é o i—ésimo determinante que aparece no coeficiente de (—W?2)"~! em (1.6) e
A;j é 01,7 cofator de S;. O fator

Zuijij (18)
j=1

é o determinante da submatriz S; com a i—ésima linha substituida por [ug; ... ug,.], por-
tanto se k € J entao (1.8) é igual a zero ou det S, dependendo se k # i ou k = i,
respectivamente. Dai, segue que (1.7) é igual a

Z uf det SJ + Z U;Ufe Z uijij.

icJ ied, keJ jeJ

Dividindo (1.6) por (—1)"W?2=1Y  obtemos que

W2 det By = <W2 - Z uf) det S; — Z Ui U, Z U Ay

jed ied, kgJ jedJ



para qualquer conjunto de indice J de medida r. A soma sobre |J| = r é igual a

( Z ) W™2H, = Z w?— Zu? det S; — Z Z U Zuij,-j (1.9)
7

jeJ J ied, kdJ jed

Note que o fator Z u;A;; da igualdade acima é exatamente igual ao determinante

jed
Uik Wijy  * 0 Ugj,
Ujok  Ujaga  ** " Ujyjy
. . . )
ujrk ujTjZ e ujrjr
onde J = {ja,...,j-} U{i}, e além disso, que esse determinante permanece 0 mesmo se

permutamos i e k, o que implica que ele aparece duas vezes no segundo termo de (1.9).

Portanto,
Uik Uijy =70 Ugj,
A WUjok  Ujogo =70 Ujgjy
E E U; Uk E UgjRi; = E E UiUg . . . .
J ied, kgJ jeJ J ied, kgJ : : ) :
U‘jrk ujrj2 U ujrjr
Uik Uijy =70 Ugj,
WUjok  Ujojo =7 Ujgjy
=2 g U U E . . . .
i<k . . ) ) ) :
Jo << e e e w
. . . k Jrk JrJ2 Jrdr
J25 -5 Jr 7&7’7

E com essa féormula, para a r—ésima curvatura de uma hipersuperficie dada por um
grafico de uma fungao, que iremos estabelecer o Principio do Maximo para hipersuperficie

com curvatura escalar nula, 1 < r < n.



CAPITULO 2

RAIZES ELiPTICAS DAS FUNCOES SIMETRICAS

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos alguns resultados e demonstragoes extraidos de [1], [4] e
[10].

Na segunda secao definimos polinomios hiperbdlicos e mostramos que as fungoes
simétricas de R™ sdo polinomios hiperbdlicos. Como mostra (1.3) a curvatura H,.(p) é
essencialmente a r—ésima funcao simétrica o, aplicada nas curvaturas principais, é essa
forte relagao, junto com os resultados deste capitulo, que sera usada no capitulo 3 para a
demonstracao do Principio da Tangéncia. A seguir, nas segoes 3 e 4, definimos o cone e as
folhas de um polinomio hiperbdlico para logo em seguida apresentar alguns resultados. Na
secao H mostramos algumas condigoes sobre as raizes de uma funcao simétrica para que
ela seja eliptica ou antieliptica, bem como algumas propriedades de raizes de polinomios
hiperbdlicos.

2.2 Polindbmios Hiperbdélicos

Definigao 2.1 Seja P = P(x) um polinémio homogéneo de grau m > 0 em n variaveis
x=(r1,...,2,) € R", esejaa=(ay,...,a,) € R" —{0}. Dizemos que P é hiperbélico
com respeito a a, ou simplesmente, que P é a—hiperbdlico, se a equacao P(sa + x) =0
tem m zeros reais para todo x € R".

Geometricamente, isto diz que qualquer reta em R™ com a direcao de a encontra a
hipersuperficie M = {z € R" | P(z) = 0} em m pontos reais.
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Se P é a—hiperbdlico, entao

P(sa+z) = H s+ Mel(a,z)), M €R, M(a,z) < - < \p(a,x). (2.1)
i=1

! . . ~ ~ 7z
Os A;® assim definidos sado fungoes de R” em R continuas, como podemos ver em [1].

Observacao 2.1 Note que, diretamente da definicao, quando um polinomio P é a—hiperbdlico,

~  P(z) ; , . A . . ,1e , .
entao pey € real sempre que x é real. Assim um polinémio hiperbédlico é essencialmente

real, e podemos, sem perda de generalidade, nos restringir a polindmios reais tais que
P(a) = 1.

Propriedade 2.1 Os )\;j definidos em (2.1) tém as seguintes propriedades:
(i) Me(a,te + sa) = thg(a,x) + s; t,s € R;
(ii) Ag(ta,z) = %Ak(a,x); t e R—{0}.

Lema 2.1 Se P é um polinémio homogéneo de grau m > 1 e a—hiperbdlico, entao

Z ak &rk

é homogéneo de grau m — 1 e a—hiperbdlico.

Proposicao 2.1 Se P é um polinémio real homogéneo de grau m e a—hiperbdélico, entao
os polinomios P; dados por

P(sa+z) = Z Pj(z)s™™7 + P(a)s™, (2.2)
sao homogéneos de grau j e hiperbolicos a.

Esses resultados e suas demonstragoes podem ser encontrados em [1] e [4].

Exemplo 2.1 Considere a r—ésima funcao simétrica o, definida por

or(T1, ..., my) = Z Ty, 1<r<n.



Se 0,(a) # 0 entao o,, é a—hiperbdlico. Para a = (1,...,1) temos

op(sa+x)=(s4+x1)...(s+x,) = Zaj(x)s"_j + 5"

Portanto pela proposicao 2.1 temos que as fungoes simétricas o, sao hiperbélicas com
respeito a a = (1,...,1).

Daqui por diante, sempre que considerarmos que a r—ésima funcao simétrica é a—hiperbdlica,
estaremos considerando a = (1,...,1).

2.3 O Cone

Segue diretamente da propriedade 2.1 que se o polinomio P é a—hiperbdlico, entao ele
¢ hiperbdlico com respeito a qualquer multiplo de a. Além disso o conjunto dos pontos
onde P ¢é hiperbdlico é um conjunto aberto de R".

Definicao 2.2 Definimos o cone de a com respeito ao polinomio P por

C(P,a) ={x e R"|P(ta+z) #0, t >0}

Segue de (2.1) uma definigdo equivalente do cone, C(P,a) = {x € R"|\1(a,x) > 0}.

O motivo de chamarmos esse conjunto de cone esta na propriedade 2.1, pois A (a, tz) =
tA1(a,z), t > 0, o que implica que se x € C(P,a) entao a semi reta {tx € R" |t > 0} €
C(P,a).

Pelo lema 2.1 temos que se P é a—hiperbdlico entdao Q(z) = (VP(x),a) também é.
Dai se x € C(P,a), entdo todos os zeros de P(sa + ) sdo negativos assim como 0s zeros
de sua derivada Q(sa + z) = (VP(sa+ z),a) o que implica que C(P,a) C C(Q,a).

Exemplo 2.2 Como

do, .
o,(x) = 0,.(Z;) + 20,1 (T;) = 82- () = 0v_1(Z4),




onde a notacao %; diz que &; € R"™! e é obtido de x excluindo a i—ésima coordenada,

entao
Eon(x +sa) = (Vo (z + sa), a)

=S (T F5a)) = (n— j)oj(w +50), s ER", sER, j=0,...,n—1 (>3
i=1

e daf
C(o,) C C(op-1) C--- C C(o1). (2.4)

Em R3, o cone de a = (1,1,1) com respeito a oy, 03 e 03 sdo os seguintes: C(oy,a) :
x+y+2z>0,pois A\i(a,p) = JlT(m, o semi-cone de revolu¢ao C(0y,a) : {zy + vz + yz >
0} N Cla,oy), expresso por 2s* — (t* + u?) > 0 em coordenadas ortogonais, com s > 0
coordenada de (1,1,1) e (t,u) no plano = + y + z = 0, e o octante positivo C(o3,a) :
{(z,y,2) eR® | x>0,y >0e z>0}.

Teorema 2.1 (Desigualdade de Garding) As raizes do polinémio P(sa+ x) satisfazem a
seguinte desigualdade:

Me(z+¢) > M\e(x), Vee O, zeR", k=1,...,m.

A demonstragao desse teorema nao é imediata e pode ser encontrada em [4].

2.4 As Folhas

Pelo que ja foi visto até agora é possivel mostrar que, se b € C(P,a), entao P é
b—hiperbdlico e C(P,a) = C(P,b). A demonstragao desse fato pode ser encontrada
em [1] e os resultados desta segdo em [10]. Portanto, a partir de agora consideraremos
a=(1,...,1) e omitiremos a ou P da notagao C(P,a) e A\i(a,z), usando simplesmente

C ou C(a) e \g(x).

Como ja foi observado anteriormente, se P é um polindbmio a—hiperbdlico de grau m
entao qualquer reta paralela ao vetor a intersecta o conjunto P = 0 em exatamente m
pontos (contando com multiplicidade). O que implica que o conjunto P = 0 é a uniao de



m folhas
Zi={y—XNWa|yecIl}, j=1,...,m,

onde II denota o hiperplano passando pela origem ortogonal a a.
Uma defini¢ao equivalente da folha é

De fato, pois usando a propriedade 2.1 temos
Ay = Ai(w)a) = Xi(y) = Xi(y) =0

e, reciprocamente, se \;(a,x) = 0, entdo escreva z na forma x = ta + y, onde y pertence
ao hiperplano ortogonal ao vetor a que passa pela origem. Dai

Ni(z) = Aj(ta+y) =XAj(y) +t=0=>t=—-\(y) = 2=y — \j(y)a com y € IL.

Note que as folhas sao independentes da escolha do ponto a € C' escolhido e entao
podemos ordené-las como Z; > --- > Z,, de acordo com —A; > -+ > —\,,.

Chamaremos de cone positivo aberto de R™ ao conjunto

F={zeR"|x;>0,Vi=1,...,n}.
Teorema 2.2 Seja k uma raiz de um polinémio real P a—hiperbdlico de graum > 0 em
R™.
(i) Se k € Zy, entao P(k+¢) >0, Ve e C.

(ii) Se k € Z, entao existe e > 0 tal que (—=1)"'P(k+c) > 0, Ve € C com ||c| < e,
onde i = min{l,...,m} tal que k € Z;.

Demonstragao (i) Se k = 0 entao P(c) = H Aj(c) >0, VeeC.
=1

J



Se k # 0 entdao como k € Z; podemos escrever k =y — A;(y)a para um tnico y € II,
o que implica que

m

P(k+c)=Ply+c—Mya) = [[(=y) + Ay +0)). (2.5)

J=1

Segue do teorema 2.1 e de A\ (y) < -+ < A\u(y) que
Ay +¢) > Ai(y) = Mly), Vi > 1.

Logo P(k+¢) >0, Yc e C.

(ii) Seja i = min{1,...,m} tal que k € Z;. Como k &€ Z; entdo i # 1 e para j < i temos
que X;(y) < A\i(y) e por continuidade de A; existe €; > 0 tal que \;(y+c¢) < A\i(y), Ve € R”

com ||c|| < ¢;. Da mesma forma que (2.5) encontramos

m

P(k+¢) = [[(=X(w) + Xi(y +©)).

j=1
Ai(y +¢) > Xi(y), V) =i

Tome entao € = min{¢; | j < i}, e obtém-se que
(=1)"'P(k+c¢) >0, Ve € C com ||c|| <e.
1

Corolario 2.1 Seja k uma raiz de um polinémio hiperbdlico tal que o cone I' seja um
subconjunto do cone C. Se Z; é a maior folha que contém k entao (—1)"'VP(k) € T.

Demonstracao Seja z € I'. Tome uma seqiiéncia ¢, € C tal que ¢,, — 2. Do teorema 2.2
tem-se que (—1)"'P(k +tc,) > 0, Vt > 0 tal que ||tc,|| < e. Como P(k) = 0 entdao numa
vizinhanca de t = 0 temos que (—1)""'P(k + tc,) é crescente, j4 que P é um polinomio,
portanto (—1)"'V(P(k + tc,), c,) > 0 o que implica que

(=) "YVP(k),z) >0, Vx € T.

Como e; € T, segue que (—1)""'VP(k) € T. 1



2.5 Condicao para a Elipticidade

Nesta secao o foco principal dos resultados serao as fungoes simétricas, que como foi
mostrado anteriormente, sao polinomios hiperbdlicos. O primeiro passo é definir uma
classe de raizes desses polindmios que possuam uma propriedade em especial, e a partir
dai demonstrar uma série de resultados que serao utilizados na préxima se¢ao. A maior
parte dos resultados desta segao foi demonstrado por Leite e pode ser encontrado em [7]

e com maiores detalhes em [10].

Definicao 2.3 Para um dado r, 1 < r < n, dizemos que k € R" é uma raiz eliptica

do polinémio o, = 0 se o,_1(k;) > 0, Vi = 1,...,n, e antieliptica se o,_1(k;) < 0,
Vi=1,...,n.

Se k é uma raiz eliptica de o, = 0, entao —k é também uma raiz, que é eliptica ou
antieliptica, dependendo se r for par ou impar, respectivamente.

Lema 2.2 Se diag(ky,...,k,) tem posto < r, entao o.(k) = 0. Além disso, k nao é
eliptico nem antieliptico.

Demonstracao Se k tem no méaximo r — 1 coordenadas diferentes de zero, entao cada
termo de o, (k) anula-se e entdo o,(k) = 0. Se k = 0 claramente nao é eliptico nem

antieliptico, pois ar_l(l%i) =0, Vi. Se k # 0, escolha ¢ tal que k; # 0, o que implica que

diag(ky, ... ki—1,kiz1, ..., kn) tem posto < r — 1. Logo o,_1(k;) = 0 e k néo é eliptico
nem antieliptico. 1

Lema 2.3 Seo,(k) = 0 entao os ar_l(l%,-) ou sao todos < 0 ou > 0, para todo 1 <i <n.

Demonstragao E uma aplicagao direta do coroléario 2.1, pois ar_l(l%i) = g?_ N |

Observe que o lema nao estd dizendo que toda raiz de o, é eliptica ou antieliptica,

~

pois podemos ter o,_;(k;) = 0.

Lema 2.4 Se 0,(k) = 0,_1(k) = 0 entao diag(ky, ..., k,) tem posto < r — 1.



Demonstragao Fagamos a demonstracao por inducao em r > 2.
(i) Se r = 2 entdo oy(k) = o3(k) = 0 implica que k = 0, pois

0=01(k)® = ki + -+ ki + 202(k) = [|k[*
(ii) Suponha verdade para r — 1, r > 2, e mostremos para 7.

Se 0,(k) = 0,_1(k) =0, entdo Vi = 1,...,n temos

~

0= 0,(k) = 0. (ki) + kio_1 (k;), (2.6)

~

que resulta em

Portanto,

~ ~

Pelo lema 2.3, todos os o,_»(k;) tém o mesmo sinal, e entao ko, o(k;) = 0, Vi =

1,...,n. Se existe i tal que k; # 0, entao 07_2(/%1-) =0 e (2.7) é reduzido a ar_l(l%i) = 0.

~ ~

Portanto o,_1(k;) = 0,_2(k;) = 0. Segue da hipétese de inducao que diag(ky, ..., ki—1, kiv1, - - -

tem posto < r — 2, dai diag(ky, ..., k,) tem posto < r — 1.1

Lema 2.5 Seja 0,(k) = 0, para algum 1 < r < n. Se diag(ky,...,k,) tem posto > r,
entao Ur_l(l%i) £ 0, Vi.

Demonstracao Suponha que Ur—1(i€i) = 0, para algum . Entao (2.6) implica que
ar(l%,-) = 0 e entao pelo lema 2.4 temos que diag(ky, ..., ki—1,kis1,...,k,) tem posto
<r—1, assim diag(ky, ..., k,) tem posto < r, contradigao. I

Teorema 2.3 Seja k uma raiz de o, = 0, para algum 1 < r < n. As seguintes afirmacoes

sao equivalentes:

(a) k é eliptica ou antieliptica;

)



(b) or41(k) # 0;

(c) a matriz diag(ky, ..., k,) tem posto > r.

Demonstracao (a) = (b) Suponha por contradicdo que (b) nao é verdade, isto é,
or11(k) = 0,.(k) = 0. Do lema 2.4 temos diag(k1, ..., k,) tem posto < r e pelo lema 2.2,
k nao é eliptico nem antieliptico, que contradiz (a).

(b) = (c) Contrapositiva da primeira parte do lema 2.2.

(c) = (a) E imediato do lema 2.5 que o,_1(k;) # 0, Vi, e do lema 2.3 que eles tém
o mesmo sinal. Logo k ¢ eliptico ou antieliptico. |

Uma observagao importante a fazer é que se k é uma raiz eliptica de o,(k) = 0 entao
or+1(k) < 0 e se for uma raiz antieliptica entao o,,1(k) > 0. De fato, pois de (2.6) temos
que ar(/%i) = —kiar_l(/%i) e entao

0# or41(k) = a,,+1(l%,-) + k‘igr(fﬂ) = Ur+1(’;‘i) - kfar—l(l%i)

n

= noy (k) = Z i1 (k) Z i1 (ki) — Z k20,1 (ky)

=n—-—r—1041(k Z k20,_1(ki) = (r 4+ 1o, (k Z k2o,._1(k;) # 0.

Logo, o,.1(k) > 0 se k é uma raiz antieliptica de o, = 0 e 0,41(k) < 0 se k é uma raiz
eliptica de g, = 0.

Lema 2.6 Seja P um polinémio hiperbélico com cone C. Suponha que k e k' sao raizes
distintas de P(x) = 0 pertencentes a uma mesma folha Z;, com k — k' € C. Entao
k — k' € 0C e P anula-se no segmento de reta determinado por k e k'.

Demonstragao Suponha por contradi¢ao que k — k' € C, entao pelo teorema 2.1 temos
que

N(k) = MK + (k= k) > A(k) =



contradizendo k € Z;. Logo k — k' € 0C.

Seja agora ¢, € C tal que lim ¢, = k — k’. Pelo teorema 2.1 e pelo fato que C' é um

n—oo

cone, obtemos que

0= M(E) < MK +ten) = MK + cn + (1= t)en) < MK + en) — M(k) =0, Vt € (0,1).

Portanto, A\;(k' +t(k — k")) = 0 o que implica que k' + t(k — k') € Z;, Vt € [0,1]. Dai

Pk +t(k —K)) = P(a) ﬁ N(E +t(k—K)) =0

i=1

Proposigao 2.2 Sejam k e k' raizes na mesma folha Z; de o, = 0, 1 < r < n, com
k—k €T. Sek ou k' é eliptica, ou antieliptica, entdo k = k'

Demonstracao Observe que

do,

Ok;

o (k) = kioy_1 (ki) + on(ks) = == = 0,1 (k;), Vi=1,...,n. (2.8)

Assim, se k é eliptico, entao Vo, (k) € T'. Pelo lema 2.6, temos que o, (k+t(k'—k)) = 0,
resultando em (Vo,(k),k — k') =0, com Vo,(k) € T e k— k" € T, que é possivel somente
quando k — k' = 0.

Se k' é eliptico temos o, (k'+t(k—Fk')) = 0 e segue-se da mesma forma que anteriormente
que k = k'

Se uma das raizes é antieliptica a prova é analoga. I

Proposicao 2.3 Seja k uma raiz de o, =0, 1 < r < n, e seja Z; a maior folha de o, = 0.
Entao

(1) keZl<:>O'j(]€)ZO, Vi=1,...,r—1.

(11) ke Z = O'r+1(/{5) < 0.



(ili) k € Z; e é uma raiz eliptica de 0, =0 < o0,41(k) <0< oj(k), Vj=1,...,r—1.

Demonstracao (i) (=) Se k € Z; entao existe um unico y € II tal que k = y — A\ (y)a,
onde II é o hiperplano que passa pela origem que é ortogonal a a = (1,...,1). Sey =0
entdo k = 0, pois A;(0) = 0 e daf ¢;(0) = 0, Vj = 1,...,n. Suponhamos, entdo, que

y # 0.

O polinémio 0;(y + sa), s € R, tem j raizes reais, pois, como foi mostrado anteri-
ormente, as funcoes simétricas sao polinomios hiperbdlicos, e o coeficiente do termo de
maior grau é o;(a) que é positivo. Portanto existe um ntmero real s; tal que s; é a maior
raiz de o;(y + sa) = 0, j = 1,...,n e o polindomio é positivo e estritamente crescente
em (s;,+00), caso contrario existiria pelo menos um ponto de minimo local e outro de
maximo local, e entao a derivada de 0;(y+ sa) teria mais que j + 1 raizes, que é absurdo,

pois ela possui no maximo j — 1 raizes distintas.

Temos de (2.3) que

d : n :

£Uj+1(y+sa) =(n—j)ojly+sa),yeR" seR, j=0,...,n—1. (2.9)
Dali,

d .

2505+ £ 50) |s=;= (n = j)o;(y + sja) =0

2

. d . .
@Uﬂl(y + 5a) |s=s,= (n — ])%Uj(y +50) |s=s,= (n = j)(n —j+1)o;_1(y + s;a) >0

ja que o;(y + sa) é estritamente crescente em (s;,00). Se a derivada acima for positiva
entdao s; ¢ o maior ponto de minimo de o,41(y + sa). Portanto, sendo s; o maior ponto
de minimo e s;41 a maior rafz de o;41(y + sa) entao segue da definicdo de s; que

oiri(y+sja) <0 e sj41>s85, Vi<n-—1L1 (2.10)

Porém, se a derivada for nula entao o;(y + s;a) = oj_1(y + sja) = 0, o que implica,
pelo lema 2.4, que o ponto y + sja tem no maximo j — 2 coordenadas nao nulas, daf
0;+1(y + s;a) = 0. Portanto, (2.10) é vélido em qualquer caso.



Logo se i < n — j entao sj4; > s; implica que o;(y + sjia) > 0;(y + s;a) = 0, pois
0;(y + sa) é crescente em (s;,00).

Pela definigao de s,, temos que s, = —A;(y), entao
oj(k) =0j(y +s,a) 20, j<r-—1,

provando um lado de (i).

(<) Inicialmente, observe que pelo fato de y pertencer & um hiperplano ortogonal ao
vetor a temos o1(y) = (y,a) = 0, o que implica que o1(y + sa) = o1(y) + so1(a) = ns e
portanto sy =0es; >0, Vj =1,...,n, por (2.10).

Seja k uma raiz de o, satisfazendo o;(k) > 0,Vj =1,...,r—1 eescreva k = y+ta, y €
II. Mostraremos que t é a maior raiz de o,.(y + sa), s € Re k € Z;.

Como o;(y + sa) > 0 em (s;,00), segue de (2.9) que 0;41(y + sa) é estritamente cres-
cente em [s;,00). Provemos por inducao que ¢ > s,. Como, por hipétese, 0 < oy(k) =
o1(y+ta) =nt entdo t > 0 = s;. Assuma que ¢ > s;, para algum j =1,...,7—1. Como,
por hipétese, o,41(y + ta) > 0 entdo ¢t > s;41, caso contrario t € [s;,s;41) onde ;4 €

estritamente crescente e dai 0;41(y +ta) < 0;41(y + sj41a) = 0, que é uma contradicao.
T

Como s, é a maior raiz de o,.(y + sa) = o0,(a) H(s + Ai(y)) = 0, ou seja, s, = —Ai(y),
i=1
obtemos que t = s,. Logo k € Z;, e entao a prova de (i) estd completa.

(ii) Como s, = —A;(y) entao segue de (2.10) que
orr1(k) =01 (y + spa) <0.

(iii) (=) Pelo teorema 2.3 e o item (ii) segue que 0,41 < 0 e pelo {tem (i) ja temos que
o;(k)>0,Vj=1,...,r — 1, resta mostrar que a desigualdade ¢ estrita.

Suponha que o;(k) = 0 para algum j < r — 1. Foi provado acima que k = y + s,a =
y— M(y)a € Z;. Entdo oj(y + s,a) = 0 implica que s, < s;. Por (2.10) temos que
s; <--- < s,_1 < s, o que implica que s; = s,, 0;(k) = 0,_1(k) = 0,(k) = 0. Logo, pelo
lema 2.4, temos diag(ky,...,k,) tem posto < r — 1 e, pelo lema 2.2, k nao é uma raiz
eliptica de o, = 0, contradicao.



(<) Pelo ftem (i) ja temos que k € Z; e do coroldrio 2.1 segue que Vo, (k) € T', que junto
com o teorema 2.3 implica que k é uma raiz eliptica de o, = 0. 1

Proposigao 2.4 z € C & oj(z) > 0, Vj = 1,...,r; além disso, v € C & o;(z) >
0,Vj=1,...,r.

Demonstracao Por (2.4) temos que C' = C(o,) C --- C C(0y). Portanto se x € C entao
oj(x) > 0,Vj=1,...,r e por continuidade, se x € C, entdao o;(z) > 0, Vj = 1,...,7.
Reciprocamente, seja x = ta+y, com y € Il et € R, satisfazendo oj(x) > 0,Vj =1,...,r.
Usando o argumento de inducao da demonstragao da proposi¢ao 2.3 mostramos que ¢t >
sj, j=1,...,r. Usando a propriedade 2.1, temos que \(z) = A\i(y +ta) = \i(y) +t =
—s,+1t > 0. Portanto, se —s, +t > 0 entao A\;(z) > 0 o que implica que z € C. Se t = s,
entdao A (z) = 0 o que implica que \(z + aa) > 0, Va > 0, e daf x € C. I

Proposicao 2.5 Sejam Z;, i = 1,...,r as folhas de 0,. Se x € Z; N Z;, i # j entao

orr1(x) =0.

Demonstracao Por definicao Z; = {x € R" | A\j(x) = 0}, entdo sem perda de generali-

dade podemos supor que x € Z; N Zj41, jd que =X\ > -+ > =\,

Como o, (sa + z) = o,(a)s? H(s + Ai(x)) com i # j, 7 + 1 entao

d
Ear(sa + ) |smo= (n — 7+ 1)o,_1(z) = 0.

Assim, pelo lema 2.4 temos que diag(xy,...,x,) tem posto < r — 1, o que implica que

orr1(x) =0.1



CAPITULO 3

O PRINCIPIO DA TANGENCIA

3.1 Introducao

O principal resultado deste capitulo encontra-se na secao 3.4, que é o Principio da
Tangeéncia, que diz que sobre certas condi¢oes duas hipersuperficies, tangentes em um
ponto p, nao podem permanecer uma acima da outra, na direcao da normal no ponto
de tangeéncia. E com ele que, no capitulo 5, demonstraremos um principio de reflexao,
principal ferramenta para a demonstracao do resultado final. Na segunda secao definimos
quando o operador H,.[u] = 0 é eliptico com respeito a uma fungao u. Como introduzido
por Reilly em [12], definimos a r—ésima Transformacdo de Newton, que junto com o
operador H,, serd usada para a demonstracao dos teoremas 3.5 e 3.6. Na secao 3.3
apresentamos alguns resultados de [11] que serdo usados na se¢ao 3.4.

Os resultados presentes neste capitulo foram extraidos de [7] e [10], com excegao da
secao 3 que se encontra em [11].

3.2 Solugoes Elipticas de H,.[u] =0

Consideremos o operador associado a H,, definido por ‘H, = ( Z ) W' 2H, (graf u).

Ujijr Ujrge "7 Ujige
u . . u . . .« o u . .
_ 2 2 2 7172 7272 J27r
Holul= Y (W2—ud — )| -
J1<<Jr . : :
Ujrjr Wjogr =0 Ujpjy
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Uik Wijy Wi,

u . k u . . Y u . .T
_9 Z sl Z J:2 ]:2]2 5 §:2J (31)
< e < r
j.2]’2’ .. 7jr % ./1/27 k uj’r.k ujr]z o uj’r.j’r.
Dessa forma, a equagao diferencial parcial para H,.(graf u) =0, 1 < r < n é dada
por
H,[u] =0

que € um polinomio de grau r na derivada segunda w;;.

Definicao 3.1 O operador 'H, é dito eliptico com respeito a uma funcao u no ponto

x € ) se a matriz [%(u)} (x) existe e é positiva definida; ele é uniformemente eliptico
ij

com respeito a u se & é limitado em ), onde A(z) e A(z) sdo os autovalores minimos e
maximos da matriz [%(u)} (x). Dizemos que uma solugao de H,[u] = 0 é eliptica se o
ij

operador H, é eliptico com respeito a ela.

Exemplo 3.1 Uma solucao de H;[u] = 0 é sempre eliptica. De fato,

i j=1, j#i 1,7=1,1<j
OH, H, OH,
= = —2uu;, se1<j, =0sei1>7 e =1+ u
0uij ! J auz] J aun Z
J=1, j#i
Portanto, se A = [%] = [a;;] entdo, para todo v = (v1,...,v,) € R™, temos que
ij

(Av,v) Zvlawvjz<l+ Z )v —22 Z U,V

1,j=1 i=1 j=1, j#i i=1 j=1,1i<j

—Zv +Z Z (wiv; — ujv;) >Zv

=1 j=1,i<j



Logo, a matriz A é definida positiva, e portanto uma solugao de H;[u] = 0 é sempre
eliptica.

No entanto, uma solu¢ao de H,[u] = 0 nunca é eliptica. Pois,

OH,
8”2‘]'
Segue de [u;;] X [g?f’;] = det[u;;]Lnxn = 0 que uma solucdo u faz com que a matriz [gui’j

seja singular, dai nunca definida.

Definiremos agora, a r—ésima Transformacao de Newton, que foi introduzida por
Reilly em [12]. Essas transformagoes serao fundamentais para a demonstragao do Principio
da Tangéncia, pois sao elas e as fungoes simétricas que nos possibilitam o uso do Principio
do Méximo.

Definicao 3.2 A r—ésima Transformacgao de Newton (ou tensor) da matrix A, r =
0,1,...,n, é a transformacao linear T,(A) = h.(A)I — h,_1(A)A+ --- 4+ (=1)"A", onde
he(A)=> detA;, r=1,...,neho(A)=1.

|J[=r

A transformagao de Newton pode ser definida indutivamente por To(A) = I,T,11(A) =
hyi1(A)I — AT, (A). A seguir, apresentamos a proposicao, extraida de [10], que serd
aplicada para demonstrar que um certo operador diferencial parcial é eliptico, para entao
aplicar o Principio do Maximo.

Proposicao 3.1 Para cadar =1,...,n, temos que

(i) Se D = diag(ky, ..., k,) € diagonal, entao h.(D) = o.(ky,...,k,) €

T, (D) = diag <% 0o,

0k1 Yty 0—kn) = dzag(gr—l(kl)> R Ur—l(kn))'



Demonstracdo (i) E imediato da definicio de o, que h.(D) = o,(k), onde k =
(k1. kn).

~

Mostremos por inducao que T,_;(D) = diag(o,_1(k1), . .., 00_1(kn)).
Para r = 1 temos que Ty(D) =T e oo(k;) =1, Vi=1,...,n.

Suponha que a afirmacao seja verdadeira para r < n e provemos para 7 + 1. Por
definigao, temos que T,.(D) = o,(k)I — DT,_1(D) e a hipdtese de indugao diz que T,_1(D)

~

é diagonal com o i—ésimo elemento da diagonal igual a o,_1(k;). Dai, DT,_1(D) é di-

agonal com o i—ésimo elemento da diagonal igual a k:iar_l(fc,-). Portanto, 7,.(D) é uma

matriz diagonal com o i—ésima elemento da diagonal igual a o,.(k) — k;o._1(k;) que é igual
a 0, (k;) pela igualdade (2.8). Logo T.(D) = diag(o,_1(k1), ..., 0v_1(kn)).

(ii) Seja P uma matriz ortogonal tal que P*AP = diag(ky, ..., k,). Como h,(A) = o,(k)
ek, = Z Dis@ijPjs, €ntao usando a regra da cadeia temos que
,J
oh,
aa,-j

(A) = Z—Z(k)pispjs (3.2)

e note que (3.2) corresponde exatamente as entradas da matriz

ahr . aar 00-7“ t
|:aa”:| (A)Pdmg <a—k‘1’ ey ak”) P s

o que implica que
P d%} (A)) P = diag <%, - %) = T,_,(P"'AP) (3-3)

pelo item (i).
Provemos por inducao que T, (P~'AP) = P7'T,(A)P, ¥r =1,...,n.
Para r = 1 temos que
T\(P'AP) = hy(P'AP)I — P'APT,(P'AP)

= h(A)] — P'AP = P'(hy(A)] — A)P = P'Ty(A)P,



Suponha que seja verdade para r < n e provemos para r + 1.
Ty 41 (P*AP) = h, 1 (P'AP)I — P'APT,(P'AP)

= hr—l—l(A)I - PtATr<A>P = Pt(hr+1(A>I - ATT(A>>P = PtTr+1(A>P

Logo por (3.3) segue o resultado. I

Corolério 3.1 Seja M uma hipersuperficie em R"*! com H, = 0, para algum r < n, e
seja p um ponto de M tal que seu vetor curvatura principal k = (k, ..., k,) seja uma raiz
eliptica de o, = 0. Entao existe uma vizinhanca U de p tal que U = {(z,u(x)),z € Q} e
o operador 'H, é uniformemente eliptico com respeito a solucao u em ().

Demonstragao Sem perda de generalidade, seja p a origem em R"™!, com normal N(p) =
(0,...,0,1) e suponha que uma vizinhanga de p esteja parametrizada como um grafico.
Como H,[u] = W 2h,(B), com W? =1+ui+---+ul e B =[-dN] = 3[u;;] — [uic;],

entao

OH, 2Oy (B) o~ Ohy . by
) = Wy T (B)—L.
8uij [u] W 8uij W ot 8bst 8u2~j
oh

Mas, na origem Z=t é igual a 1, se s =i e t = j, ou zero, caso contrario. Portanto,
ij

pela proposicao 3.1,

TET 0y = [ 2] (g (O)]) = Tooa([uig (0)]): (3-4)
Ohi;

0uij
Portanto, todos os autovalores, ar_l(l%i), da matriz (3.4) s@o positivos, pela proposigao
3.1 e o fato que k£ é uma raiz eliptica de o, = 0. Em outras palavras, H, é eliptico com
respeito a solugao u na origem. Por continuidade das curvaturas principais em torno de

p, podemos contrair €2, se necessario, para termos o,_1(k;) > 0 e uniformemente limitado.
|

Observe que se k é uma raiz antieliptica e r é par, entao podemos inverter a orientagao
de M em p para mudar o sinal do vetor curvatura, tal que —k seja eliptico e o corolério
possa ser aplicado.



3.3 O Principio do Maximo de E. Hopf

Considere o operador diferencial linear de segunda ordem

n

82
Z Oéij(l'l, Ce ’xn>8xa§(}
? J

ij=1

2 2 .
2 = -2 podemos definir
10T

Como 92,00

1
ai = 5(ai; + i)
2
€ escrever o Operador acima como

- o o
L= Zaij(xl,...,zn)aﬁaﬁ, aj=aj; i,j=1...,n, (3-5)
iUL

1,7=1

ou seja, sem perda de generalidade podemos supor que os coeficientes do operador de
segunda ordem L sao simétricos.

Definigao 3.3 O operador (3.5) é chamado eliptico no ponto x = (z1,...,x,) se e So-
mente se existe um nimero positivo u(x) tal que

Z aij(7)&i&; > p(x) Zﬁ? (3-6)

para toda n—upla de nimeros reais (§1,...,&,) € R™. O operador L é dito eliptico no
dominio D se ele é eliptico em todo ponto de D. Ele é uniformemente eliptico em D se
(3.6) vale para todo ponto de D e se existe uma constate i tal que p(x) > po > 0 para
todox € D.

A condicao (3.6) é equivalente a dizer que a matriz simétrica

A(z) = (a(2))

¢ definida positiva em cada ponto .



Definicao 3.4 O operador

L+h)=)  aer,....an bie— + h
(L +h) iglaj(:cl ) 5o oz > g, +

é dito eliptico em x se e somente se

L= Z aij(xl"”’x")ﬁxﬁx-
i0%;

i,j=1

é eliptico em x. Ele é uniformemente eliptico se L é uniformemente eliptico. O operador
L é chamado a parte principal de L + h.

A seguir enunciamos o Principio do Maximo de E. Hopf para operadores elipticos que
é uma generalizacao do fato que se uma funcao u satisfaz a desigualdade estrita Au > 0
em cada ponto de um dominio D, onde A é o Laplaciano definido como
0? 0?

A= ... 9
2t

entao v nao pode atingir um valor maximo em um ponto interior de D.

Teorema 3.1 (Hopf) Seja u(xy,...,x,) satisfazendo a desigualdade diferencial

u 0*u u ou

ij=1

em um dominio D onde L é uniformemente eliptico. Suponha que os coeficientes a;; e
b; sao uniformemente limitados. Se u atinge um maximo M em um ponto de D, entao
u=M em D.

Observacao 3.1

(i) E suficiente assumir que

naijx “ bZZL'
>, 5 i)

— ( ()

sao limitadas em toda bola contida no interior de D.



(ii) O dominio D néao precisa ser limitado.

(iii) O principio do minimo para fungoes satisfazendo L[u] < 0 é obtido pela aplicacao do
principio do méximo a funcao —u. Portanto, uma solug¢ao nao constante da equagao

diferencial eliptica L[u] = 0 n@o atinge maximo nem minimo no interior de D.

Teorema 3.2 Seja u satisfazendo a desigualdade
(L+h)u] >0

com h <0, com L uniformemente eliptico em D, e com os coeficientes de L e h limitados.
Se u atinge um maximo nao negativo M no interior de D entao u = M.

Observacio 3.2 A restricdo h < 0 é essencial. Se h > 0 entdo a funcdo u = e~ tem
um méximo absoluto em r = 0 e é uma solucao da equacao Au + (2n — 4r*)u = 0 em n
dimensoes.

Suponha agora que u é uma funcao continua e limitada em D U dD e que existe um
ponto p € 0D no qual u atinge seu valor maximo e uma bola B C D tal que U NdB = p,
condigao “bola na fronteira”. Seja n o vetor normal a B unitario “para fora”no ponto p.
Dizemos que o vetor v aponta “para fora”de D no ponto p se

(v,m) > 0.

Definicao 3.5 Definimos a derivada direcional de u no ponto de fronteira P na direcao

v como

du _ lim (v, Vu) lim (1/1% +.. .,—I—ynﬁ)
81’1

Ov z=P TP ox,,

se o limite existe. A derivada direcional é dita ser “para fora’se v aponta para fora de D.

Teorema 3.3 Seja u satisfazendo a desigualdade

= aw@ Zb .
i,5=1 i= ¢

no dominio D no qual L é uniformemente eliptico. Suponha que u < M em D e que
u = M no ponto de fronteira p. Assuma que p esta na fronteira da bola K; em D. Se u

é continua em D U {p} e uma derivada direcional para fora gz existe em p, entao

ou -0
— em
ov p



a menos que u = M.
Teorema 3.4 Seja u satisfazendo a desigualdade
(L+ h)[u] >0,

onde L é o operador do Teorema 3.3, e h(x) < 0 em D. suponha que u < M em D, que
u = M no ponto de fronteira p, e que M > 0. Assuma que p esta na fronteira de uma
bola em D. Se u é continua em D U {p}, entao qualquer derivada direcional para fora de
u em p € positiva a menos que u = M em D.

3.4 O Principio da Tangéncia

Definiremos agora uma classe de hipersuperficies com uma caracteristica em especial,
as hipersuperficies elipticas e antielipticas, hipersuperficies com a propriedade de nao
poderem permanecer do mesmo lado de seu plano tangente. No entanto, para termos
condicoes de mostrar esse resultado, é necessario apresentar o Principio da Tangeéncia,
que diz que se duas hipersuperficies sao tangentes e satisfazem a certas hipoteses, entao
uma nao pode estar acima da outra no sentido da normal no ponto de tangéncia, a
menos que coincidam. Esse principio serd a ferramenta principal, no capitulo 5, para a
demonstracao de um principio de reflexao.

Definicao 3.6 Uma hipersuperficie orientada em R"™ com H, =0, 1 <r <n é

(i) eliptica se o vetor curvatura principal é uma raiz eliptica de o, = 0.

(ii) antieliptica se o vetor curvatura principal é uma raiz antieliptica de o, = 0.

Observe que, pelo teorema 2.3, dizer que uma hipersuperficie é eliptica ou antieliptica
é equivalente a dizer que H,,; # 0 ou, até mesmo, que a aplicacao normal de Gauss
tem posto pelo menos r. Uma propriedade importante de uma hipersuperficie eliptica
(antieliptica) é que o operador T,._1(B) é definido positivo (negativo), pela proposigao
3.1.



Teorema 3.5 (Principio de Tangéncia para hipersuperficies com H, = 0) Sejam
M e M’ hipersuperficies orientadas de R"*1, com ou sem fronteira, satisfazendo H,(M) =
H.(M') =0, para algum 1 < r < n. Assuma que elas sao tangentes em p, bem como suas
fronteiras, caso p € OM NOM’', com vetor normal para fora apontando na mesma direcao,
e vetores curvaturas principais k e k' no ponto de tangéncia pertencentes a mesma folha
Z;. Se M' permanece no mesmo lado de M préximo do ponto de tangéncia e H, 1 (M) # 0
ou H..1(M'") # 0, entao M = M’ préximo de p.

Demonstracao Sem perda de generalidade, podemos supor que as hipersuperficies sao
tangentes na origem de R"*™' e M = graf u, M' = graf v/, com vetor normal N, =
(0,...,0,1). Dai, u(0) = «'(0) =0 e Vu(0) = Vu/(0) = 0, pois uma base para o espago
tangente a M em p = (0,...,0) é {(e;,u;(0)),7 = 1,...,n}, porém no zero temos que
((ei,u;(0)), Np) = 0 o que implica que u;(0) = 0, da mesma forma temos que u}(0) = 0.
Como W3[B] = W?u,;] — [uic;], com W? =1+ uf + -+ + u2, entdo os autovalores da

matriz Hessiana de u e v’ na origem sao as curvaturas principais de M e M’ em p.

Queremos mostrar que se u > u' ou u < v’ entdo u = u’. Suponhamos que u > u' em
uma vizinhanca U de R™ ou em uma vizinhanca V' C R™ que é intersecao dos dominios
das funcgoes u e u’, caso o ponto de tangéncia pertenca a fronteira. Note que, pelo fato das
fronteiras serem tangentes com vetor normal para fora apontando na mesma direcao, V'
satisfaz a condigao “bola na fronteira”na origem. Segue que A = [u;(0)] > [u};(0)] = C,
pois u — v’ > 0 tem um minimo na origem, implicando que a matriz Hessiana de u — u’
é semi-definida positiva. Como M ou M’ satisfaz H,.; # 0 entdao, pela definicao de
hipersuperficie eliptica ou antieliptica e pelo teorema 2.3, k ou k' é uma raiz eliptica ou
antieliptica de o, = 0, o que implica, pela proposicao 2.2, que k = £/, j& que ambos os
vetores curvaturas estao na mesma folha. A caracterizacao para os autovalores ordenados
ki < --- <k, de uma matriz simétrica A (ver [5])

kj = maxmin{(Az, z) | [|lz[| =1}, dim V' =n—j+1,
jAS]

nos diz que, A = C' = [B], onde B = —dN. De fato, se tomamos uma base ortonormal de
autovalores {vy,...,v,} de A tal que Av; = kjv;, i = 1,...,n, e usando o fato que A > C,
temos que

(Avi,v1) = ki > (Coq,v1) > Ky,



o que implica que (Cvy,v1) = ki. Tome o espago gerado por {vs,...,v,} e proceda da
mesma forma para mostrar que (Avs, v9) = (C'vg, v5), € entdo por indugdo mostramos que
A e C tém a mesma base ortonormal de autovalores.

Temos que u e v’ satisfazem a equacdo H,.[u| = 0, entdo, fazendo u; = (1 — t)u + tu/’
segue que

que pode ser escrito como

0= Lw] = Z CijWij + Z brwg,
1,J k

onde w = u' — u e os coeficientes ¢;;(z) = 01 gy; (ug(x))dt e b(x) = 01 %Zf}: (u¢(x))dt, do

operador linear L, sao claramente continuos.

Para todo t € [0, 1] tem-se que u;(0) = 0 e, pela defini¢ao de H,.[u] e por (3.4),

OH,
B, (w(0) =0,

para todo k e

B%} (u0(0)) = Ty (1 = 1)y (0) + 1055(0) = Tra (s O))),

pois u;;(0) = u;(0)assim, pela igualdade de matrizes, temos que cada integrando de c¢;;(0)
é constante, portanto [c;;(0)] = T,—1([u;;(0)]). Pela proposicao 3.1, a matriz T,_; ([u;;(0)])
tem autovalores ar_l(l%,-), 1 = 1,...,n, que sao positivos ou negativos, dependendo se
k é uma raiz eliptica ou antieliptica de o, = 0, respectivamente. Portanto, o operador
diferencial parcial linear de segunda ordem L ou —L é eliptico na origem, e como os
coeficientes sao continuos, entao podemos assumir que ele é uniformemente eliptico. Como
w < 0 satisfaz L{w] = 0 e atinge seu maximo, que é zero, na origem, entdao o Principio do
Maximo, Teorema 3.1 ou 3.3, dependendo se o ponto de tangéncia é na fronteira ou nao,
pois a derivada de u é nula em qualquer direcao, implica que w = 0, em uma vizinhanca
U da origem.

Logo as hipersuperficies coincidem numa vizinhanga da origem. I



Corolario 3.2 Se M satisfaz H, = 0 e H,; # 0 entao, localmente, M nao pode per-
manecer do mesmo lado do plano tangente. De fato, pois se M’ é o plano tangente a M,
em um ponto p, tal que M esteja apenas de um lado em alguma vizinhanca de p, entao
podemos aplicar o teorema 3.5 para concluir que localmente M esta contida no plano M’,
logo H,,1 = 0, contradigao.

Teorema 3.6 Sejam M e M’ hipersuperficies orientadas de R", com ou sem fronteira,
e seja l < r < n. Assuma que M satistaz H, = 0 e que M’ satisfaca H, > 0. Assuma
que elas sao tangentes em p, bem como suas fronteiras com normais para fora apontando
na mesma direcao, caso p € OM N OIM’, e que o vetor curvatura principal de M’', k', no
ponto de tangéncia pertenca a Z, UC = C, além disso, que M ou M’ satisfaca H,., # 0.
Se M permanece acima de M’ entao M e M’ coincidem numa vizinhanca de p.

Demonstracao Podemos assumir, sem perda de generalidade, que as normais a M e
a M’ coincidem no ponto de tangéncia, pois as hipéteses do teorema continuam sendo
satisfeitas se trocamos a orientacao de M. Da mesma forma que na demonstracao do
teorema anterior, consideramos que M e M’ localmente sao representadas pelos graficos
das funcoes u e u/, respectivamente, com plano tangente em comum na origem e com
normal para cima. Supondo que u > u/, para alguma vizinhanca U da origem em R™ ou
em uma vizinhanga V' C R™ que é intersec¢ao dos dominios das fungoes u e u’, vamos

mostrar que u = u’.

Da caracterizagao dos autovalores ordenados k; < --- < k, de uma matriz simétrica
A, temos que k—k' € T C Z,UC. Tome ¢, € C convergindo a k — k' e use a continuidade
de A; na desigualdade \;(k' +¢,) > X\;(K'), j = 1,...,r, do teorema 2.1, para obter que
A (k) = lim \;(K' + ¢,) > \;(K'). Como k' € C temos que A\ (k') > 0, o que implica que
Ai(k) > Aj(K') > 0. Dai,

0=0,(k) =0,(a) H \;(k) > o,(a) H A(K) =0, (K) > 0. = o,.(K) =0,

jad que H,(M) =0e H! > 0 para M’. Como k' € Z; UC e o.(k') = 0, temos que, pela
proposigao 2.4, k' € Z; e também k € Z;, pois 0 = A\ (k') < M (k) < N\(k), Vi=1,...,r,
e \i(k) = 0 para algum 4. Logo, como os vetores curvaturas no ponto de tangéncia
estao na mesma folha, a demonstragao segue como a demonstragao do teorema 3.5, com
a diferenga que L[w] > 0. 1



Esses dois ultimos resultados serao usados no capitulo final, sendo que a hipersuperficie
M’ sera igual a reflexdo em torno de um hiperplano da hipersuperficie M.

A hipétese de k e k' pertencerem a mesma folha é fundamental. De fato, pois se temos

(x,y,z) =4lo cos = 1610 cos 22 4lo cos5z
u z) = —— — —= — - —
e
2
' (z,y,2) = 1—(x2+y2)+5+1—6—1

e consideramos

M = {(z,y, z,u(z,y, 2)) € R*} e M ={(zy zu(z,y,2) R}

temos que
T / —X
U, = — tan 5 U, =
4 T 2 L4
; V1-@2y)+ 5+
— Y A )
u, = tan e U, =
y
1 V@) g v
5z ! E"‘é
— 2 8
u, = tan ¢ U,

i@+ 2
o que implica que M e M’ sdo tangentes na origem, pois uma base do espaco tangente
a cada uma das hipersuperficies na origem é {(ej,0), (e2,0), (e3,0)}, ou seja, elas tém o

mesmo espaco tangente. Além disso, usando a proposicao 1.1, chegamos que

n u u u u u u
W Hy = (1 +a2) | % % |4 (Tul) | 0 5 (Tl | o
2 Uy, Uy Upr Uss Uy Uy
u u u u u u
—2uguy | YT = 2upu, | T = 2uu, | Y Y
zy Uzz Uyz  Uyy zz Uzx

mostrando que Ho(M) = Hy(M') = 0. Como u,(0) = u,(0) = u,(0) = 0 assim como

u,(0) = u,(0) = u,(0) = 0, entdo na origem as curvaturas principais de M e M’ sao os

autovalores das matrizes Hessiana de u e v/, respectivamente. Na origem temos que

-+ 0 0 -1 0 0
[ui; ()] =1 0 5 0 e [uy(0]=] 0 10
0o 0 2 0 0 3

Portanto se k e k' sdo os vetores curvaturas principais ordenados de M e M’, respec-

tivamente, entao k = (-1, 3, 2) > K = (=1,-1,1).



Afirmamos que k e k' estao em folhas distintas de o5 = 0. De fato, pois

oa(sa + k) = 3s (s—i—g) e oasa+k)=3s(s—1)

dai, como A\; < Ay entao
= )\Q(k) € )\1(/{5/) =-1 S 0= )\2(/{5)
O que implica que k' € Z; e k € Zy. Logo M e M’ satisfazem todas as hipdteses do

teorema 3.5, exceto que k e k' estdao na mesma folha. No entanto temos que u > «' numa
vizinhanga da origem, ja que a expansao de u e v’ numa vizinhanca da origem sao

1 5 5!
U(I,y, Z) = _sz + Ey2 + Zz2 + O(||($,y,2)||2)

1
u/(x,y, Z) = —LE‘2 - y2 + 522 + O(||(l’,y,2)||2).



CAPITULO 4

HIPERSUPERFICIES DE REVOLUCAO COM
CURVATURA ESCALAR CONSTANTE

4.1 Introducao

O contetdo desse capitulo foi extraido de [9], onde Leite classificou todas as hiper-
superficies rotacionais de R"™ completas com curvatura escalar constante. Ao final do
capitulo, encontramos a expansao no infinito de um gréafico rotacional com curvatura

escalar nula, que servirda de base para a definicao de um fim regular no infinito.

4.2 Equacao para a Curvatura Escalar Constante

Seja M uma hipersuperficie conexa de revolucao de R", isto é, uma hipersuperficie
invariante pelo grupo ortogonal O(n — 1) considerado como um subgrupo de isometrias
de R". A 6rbita de um ponto em R"™ sobre a agdo de O(n — 1) é uma esfera (n —
2)—dimensional de raio igual a distancia r do ponto ao eixo de revolugao. Escolhemos
(0, s) para coordenadas da hipersuperficie, onde s é o comprimento de arco da curva
perfil a, que é a intersec¢ao da hipersuperficie com o semi plano {(zy,...,2z,) € R" | 1 =

c=x,1=0exz, >0}, e O =(0y,...,0,5) parametriza a esfera euclidiana unitéria
(n — 2)—dimensional. O eixo de rotagao é o eixo x, e a curva perfil a encontra-se na

regiao de R™" tal que x9 = --- =2, 1 =0e x; > 0.

Neste caso, z : U C R™ — M, onde as coordenadas da hipersuperficie é (0, s), é uma
parametrizacao, nao necessariamente injetiva, que deixa de ser regular nos pontos onde a
curva perfil tem auto-interseccao e nos pontos que ela toca no eixo de rotagao. Portanto,

5 : 0 o 9
uma base para o espago tangente a M em um dado ponto é dado por {6_61’ T Be
9 NG . . . . .
com - ortogonal a 5~ para todo < = 1,...,n — 2, o que implica que a primeira forma
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fundamental é dada por

I'=r%(s)) gi;(©)db; ® db; + ds ® ds, (4.1)
‘7.]‘

onde g;; é a métrica da curvatura sectional constante 1 em uma esfera (n—2)—dimensional.

Observagao 4.1 Se X(xy,...,x,_1) € um sistema de coordenadas em torno de p € M

o 0 0 0 0 0 0

onde V é a conexao Riemanniana de M.

entao

Definicao 4.1 Considere M uma hipersuperficie de R". Seja x = z,_, um vetor em T),M,
tomemos uma base ortogonal {z1,..., 2,2} do hiperplano de T,M ortogonal a z,_1. A
curvatura de Ricci na dire¢ao x em p é definida como

[\

1 «—

n—2i

Ric,(z) =

(R(x, z)x, z;).

Definicao 4.2 Considere M uma hipersuperficie de R™. Tomemos uma base ortogonal

{#1,..., zn_1} do espago tangente T,M. A curvatura escalar em p é definida como
n—1 . n—1
S(p) . 1 R,le(Zj) 1 Z <R(ZZ, Zj)Z,', Zj> 7

=145 gl (n - 1)(n - 2) Iz, 212

ij=1, i#j

onde [z, z;[|* = [|zil|*[l21* — (=i, 25)*.

As definigoes 4.1 e 4.2, como podemos encontrar em [3], nao dependem da escolha das
correspondentes bases ortogonais.

Proposicao 4.1 Seja M C R"™ uma hipersuperficie de revolu¢ao com curva perfil o dada
por a(s) = (r(s),0,...,0,2,(s)). A curvatura escalar S de M é constante ao longo da
orbita de um ponto da curva perfil e é dada por

(=30 =7 27
5= (n—1)r2 (n—1)r’

onde o ponto indica a derivada em relacao ao comprimento de arco s.



Demonstracao Considere X (0, s) um sistema de coordenadas para M. Seja p € M.

Para esse sistema de coordenadas temos que a base § -2, ..., =—2— 2L de T, M é ortog-
001’ ) 00,_27 Os p

onal. Pela definicao 4.2, para calcular a curvatura escalar S, precisamos calcular
o d\ 0 0 o 90\ o0 0
w(i ) i A2 V20N e

Pela observacao 4.1 e o fato que Vx, X; = ZFZXk, onde Ffj sao os simbolos de
k
Christoffel e { X3, ..., X,,_1} é uma base de T,M, encontramos que

o 0 o 0 ork -~ ork. -~
N B N L A v i jis  NTOTREL

onde, para simplificar a notagao, consideraremos 6,,_; = s. De (4.1), temos que

9ij = 1%9ij, 4,j<n-—1=

09i; _ 7‘2%%;,1<n—1
96, 2r7gij, L =n—1 (4.2)
gn—l,n—l =1 (§ fg/n_Lj = gi,n—l = 0, VZ,j = 1, NN 2.

A notacao com o ~ (til) representa os simbolos de Christoffel e a métrica da Hipersu-
perficie M e sem o ~ corresponde a esfera.

Note que a matriz [¢”], inversa da matriz [g;;], ¢ do mesmo tipo que a matriz [g;;], ou
seja, ela tem todos os elementos da ultima coluna e da tltima linha nulos com excecao da
tltima entrada da linha e da coluna que é igual a 1. Além disso, g% = ‘%j, Vi, 7 <n—1.
Portanto para encontrar os simbolos de Christoffel, usamos a férmula

~m 1 09ik  OGri  0Gij \ ~km
Fiﬂ'_22<aei o0, 00, ) 7

k
e (4.2), chegando a
=T, ,j5,m<n—1
T2 =200, d,m<n-—1

T n—1 . .o
Ly = —rrgy, i,j <n-—1;

=0, para os outros casos,



onde I'}} sdo os simbolos de Christoffel da esfera (n — 2)—dimensional de R".

Logo, temos que, se 7,7 <n — 1 e i # j entao

o 9\ o 9 L2 ok w2 =
<R (892.’ 39]') 00;’ 8<9j> r ; 20, +r ; il kG — 1 g”;(iﬂgl]

n—2 ark n—2
2 ki
-r 09 -r ZF kg + r27 Zg]l ilgij
2 n—2 a k n—2
(Z i+ Zrmrjkgl] 09 gkﬁ Zrﬂrzkglﬁ>
k ]

n—2 n—2
—r? (gn- PIIIEDS gji5uglj> = (1 = 7)(9i9;; — 95;)
l !
pois S"~? tem curvatura seccional constante igual a 1, e

Giidjj — fl;zj = 7’4(9ngjj - 922])

portanto,

Sej<n—1lei=n—1entao

9 o\ 9 9 2y o )
(7 (a2 o ) = 2 g () = = v
7 3 k k,l

portanto,

gl’lg]] gzy
Dai, da defini¢ao 4.2 temos que
S:(n—B)(1—7'"2)_ 27




Uma outra demonstragao da proposicao 4.1 é calcular o vetor curvatura principal k e
usar (1.3) para r = 2. De fato, pois se a é a curva perfil, entao

a(s) =r(s)er + zp(s)e, = a(s) = r(s)er + Tn(s)ey
e a normal a hipersuperficie ao longo da curva é dada por

Noa(s) = —iy(s)e; +7(s)e, = dN (&) = —Fneq + Te, = 'Lé“

n
pois 7% + 22 = 1 = 7' = —&,%,. Dai, se &, # 0,

i

r
in A1 —72

Para calcular as outras curvaturas principais considere 3(s) = (r cos s)e; + (rsin s)v +
Tpen, com v = (0,v1,...,0,_2,0), |[v]| = 1 e (v,e1) = 0. Portanto, 3(s) = —(rsins)e; +
(rcoss)v com 3(0) = v. A normal & hipersuperficie ao longo da curva 3 é

N o f(s) = —(&, coss)e; — (T, sin s)v + re,

e entao

dN(3) = (i sins)e; — (i, coss)v = —%ﬂ

Logo,

A
]{j1:~-~:]{jn_2:——:—7_
r r

e usando (1.3) para r = 2 temos o resultado desejado.
Note que, se i,(sg) = 0 entdao S = 0 ao longo da 6rbita, e a férmula continua vélida.

Da proposicao temos que uma hipersuperficie de revolucao é gerada por uma curva
regular parametrizada por comprimento de arco «(s) = r(s)e; +x,(s)e,, que corresponde
a uma solugao 7(s) do sistema de equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem dado
pelas equacgoes

2rit — (n —3)(1 —7*) + (n—1)Sr* =0 (4.3)



72 4+ xi =1 (4.4)

De agora em diante assumiremos que n > 4. O caso n = 3 é de natureza diferente,
pois o termo (n — 3)(1 — 7?) da equagdo (4.3) anula-se, reduzindo-se a # = —Sr, cujas
solucdes sao r = Acosh(v/—Ss+ B)se S < 0,7 =as+bse S =0, com a e b constantes,
er = Acos(\/gs + ¢) se S > 0, com ¢ constante. Dai as superficies de revolucao com
curvatura gaussiana constante, que coincide com a curvatura escalar, sao encontradas

resolvendo a integral, ver [2],

T3 = / V1 —7r2ds.
0

Se uma hipersuperficie de revolucao M intersectar seu eixo de revolucao entao o plano
tangente a hipersuperficie nesse ponto é horizontal, considerando que o eixo de revolugao
é vertical. De fato, pois se a(s) é a curva perfil tal que o ponto a(sy) pertence ao
eixo de rotagao, entdo qualquer vetor v do espago tangente a M em «a(sp), é da forma
v = cT'a(sg), onde ¢ é uma constante e T' € O(n — 1), ou seja, &(sg) é horizontal, caso
contrario obteriamos um “cone tangente”. Portanto, qualquer vetor do espaco tangente
Th(s0)M, pertence ao hiperplano horizontal z,, = constante, logo eles coincidem.

Portanto, em qualquer hipersuperficie de revolugao temos que 7?(s) — 1 quando
r(s) — 0, onde r é a distancia da curva perfil ao eixo de rotagao.

Proposicao 4.2 A equagao (4.3) é equivalente a equagao de primeira ordem
(1 =) =S = K (4-5)

onde K é uma constante. Além disso, para uma solucao constante igual a ry tem-se que

n—3

, -3 o> [ n-3\7
>0 n=pTys ¢ M=o ((n—l)S)

Demonstracao Derivando a equagao (4.5) temos que
(n = 3)ir" (1 — %) = 2r" % — (n — 1)Sr" % =0

= —ir" 2 — (n = 3)(1 — %) + (n — 1)Sr?) = 0.



Portanto, se (4.3) vale entao (4.5) também vale. Agora, se (4.5) é verdade, temos que

—r" =0 ou 2ri—(n—3)(1 -7+ (n—1)Sr*=0.

Se 2ri — (n — 3)(1 — 7?) + (n — 1)Sr = 0, nao temos nada a provar. Se —rr"~* = (

temos os seguintes casos:

Caso 1: Se existe algum s¢ tal que r(sg) = 0 segue imediatamente que em sy temos
que 2ri — (n — 3)(1 —7?) + (n — 1)Sr? = 0, pois 7(sy) = 1.

Caso 2: Se existe algum ponto sq tal que 7(sg) = 0 e s¢ possui uma seqiiéncia s,, tal
que 7(s,) # 0. Para cada s, a equagao (4.3) é valida e por continuidade temos que a

equacao ¢ valida para sg.

Caso 3: Se i = 0 em algum intervalo fechado [a, b] tal que a e b possuam uma seqiiéncia,
S, e t,, respectivamente, tal que 7 # 0 em cada ponto das seqiiéncias, entao a equagao
(4.3) é verificada para cada ponto das seqiiéncias. Por continuidade a equacdo (4.3) é
verificada nos extremos do intervalo. Note que, se 7 = 0 em algum intervalo temos que

r = constante nesse intervalo, o que implica que
2rit — (n — 3)(1 =7 + (n —1)Sr* = (n — 3) + (n — 1)Sr® = constante,
porém nos extremos do intervalo [a, b] essa constante é igual a zero.
Logo a equagao (4.3) é valida para todo o intervalo [a, b].

Agora, se r(s) = rg entao de (4.3) temos que

n—3
Tg:m COIHS>0

e de (4.5) obtemos que

n—3

Ko=13 i 1 ((nn—_l?;s) 2




4.3 O Teorema de Classificacao

Note que pela teoria de EDO se nos restringirmos a r > 0 entao toda solucao de (4.3)
estéd definida em algum intervalo maximal (a, b) de existéncia o qual é um intervalo aberto.

Se fazemos u = r e v = 7, entdo a equagao (4.5) diz que se r é uma solucao de (4.3),
entdo o conjunto {(r(s),7(s)) € R* | s € (a,b)} denotada por (r,7), é um subconjunto
das curvas de nivel da funcao H definida por

H(u,v) = u"*(1 —v* — Su?), (4.6)
com u > 0.

Lema 4.1 As curvas de nivel de H dada em (4.6) estao representadas nas figuras 4.1, 4.2
e 4.3.

Demonstragao Estamos interessados apenas nas curvas de nivel que contidas na regiao
{(u,v) € R? | v > 0}. Dai, se H = K, entao cada curva é uma uniao suave de dois
graficos

K
2 _ 2
(F0)? =1 - S’ — —, (4-7)
n—3
(n—1)S
De fato, se K = 0, entao a curva é uma elipse. Se K # 0, entao de (4.7) obtém-se

200 = (—2Su + w) u.

exceto para o nivel K, dado pela proposicao 4.2, que nos da S > 0, u? = ev=0.

un—2

Logo, se v = 0, entao @« = 0 ou —2S5u + (Z;i?l)f{ = 0. Dali, se © = 0 entao a curva é

(n—3)K

un—2

vertical, pois a reta tangente a curva nesse ponto é vertical. Se —25u + = 0, entao

_ —3)K . . A~ .
un Tt = % o que implica que K e S tém o mesmo sinal. Como 1 — Su® — L5 =0e
n—1 _ (n=3)K x5
U = ~—5g —, entao segue que

N (= LR N R

n—1\ /n—3\"m1 [K\ "1 n—3\"7 2 ..
:>1_<n—3>< 2) (?) SjK‘<n—1) n—BS '




Logo S >0 e K > 0. Assim, fazendo

n—1

_1_Su2_<n—3)T 2 S%"

un—3 n—1 n—3un3’

fu) =v*=1— Su*—

obtemos que f(u) — —o0, se u — 0 ou u — 0o e f possui um unico ponto critico, pois
se f'(u) = 0 entao u? = ﬁ = u? e nesse ponto critico temos f(ug) = 0 e, portanto,
f(u) <0, exceto quando u = uy. Como f(u) = v?, a curva se reduz a um ponto (ug, 0).

Além disso, v possui no maximo dois zeros, pois

d
—[1=9u% =
du( Su

K )—25u+(n—3) K

un—3 un—2

tem no maximo 1 zero quando K e S e tém o mesmo sinal.

Note que a derivada de v em relacao a u é dada, a menos do sinal, por

_9q,n—1 _
g _28u +(n—3)K

2uz Vur—3 — Surl — K

Y

o que implica que v possui dois pontos criticos somente quando S e K sao diferentes de
zero e tém o mesmo sinal, v possui infinitos pontos criticos se S = K =0, poisv =1, e

nenhuma caso contrario.

Consideremos entao os seguintes casos:

Caso S =0 (figura 4.1): Nesse caso H nao tem ponto critico, pois H(u,v) = u"3(1 —v?)
implica que VH = u"*((n — 3)(1 — v?), —2uv) nunca pode ser nulo ji que estamos
considerando u > 0, portanto os valores possiveis para K sao todos os reais.

Se K = 0 entao v = %1, ou seja, a curva de nivel correspondente a K = 0 é um par
de semi retas paralelas.

Se K > 0 entao de (4.7) temos u"™® > K e a curva de nivel ¢ uma curva na regiao
limitada pelas retas v = £1, tendo as mesmas como assintotas e quando ©" 3 = K temos
v=0.

Se K < 0 entao v — 400 quando u — 0 e v — +1 quando u — 00, sem nunca
interceptar as retas v = +1.



K<0

K=0
K>0
i u
K>0
y K=0
K<0

Figura 4.1. Curvas de nivel para S = 0.

Caso S >0 (figura 4.2): Neste caso temos que

VH =u""*((n—-3)(1—2v?) — (n—1)Su? —2uv),

implicando que H tem um ponto critico em (ug, vo), onde vy = 0 e u3 = (n”__l?s 5. A matriz

Hessiana de H calculada em (ug,vg) é

—2(n — 3)uy~® 0
0 —2uf™?

que é negativa definida, portanto o ponto (ug,vy) é um ponto de maximo, cujo respectivo

valor méximo é exatamente Ky, pois H < 0, se [v| > 1 ou u? > %, entao o maximo
local serd méximo global do compacto {(u,v) eER?*|0<u< %, lv| < 1}. Dai, K €

(—OO, KQ)

Se K = 0, entdao v? + Su? = 1 é a equacao de uma elipse e a curva de nivel serd a

semi-elipse que se encontra na regiao com u > 0.
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Figura 4.2. Curvas de niveis para S > 0.

n—3

S€0<K<K0=% (ﬁ)T entao, se u = uy temos que
3—n
K n—3 n—3 \ 2 n—3 2
1—Su®— =1— o _ _ —0
R n—1 <(n—1)5) n—1 n-—1

e como 1 — Su? — uf,g tende a —oo quando u tende a 0 ou +o00 segue, por continuidade,

que a curva de nivel é uma curva compacta.

K
un—3
quando u — 0, portanto para que v esteja definida u deve assumir valores em um intervalo
do tipo (0, t], tal que v(t) = 0.

Caso S < 0 (figura 4.3): Tomando u fixo e fazendo v — —o0, vemos que H (u,v) — —o0

Se K < 0 temos que 1 — Su? —

— —oo quando u — +00 e diverge para +00

e tomando v fixo e fazendo u — 400, vemos que H(u,v) — +oo. Portanto, K pode

assumir todos os valores reais e entao H nao possui ponto de méaximo nem de minimo.

Se K = 0 temos v? + Su? = 1, que é a equacao de uma hipérbole e entao a curva de
nivel é a parte da hipérbole que se encontra na regiao com u > 0.

Se K > 0 a curva de nivel encontra-se na regiao limitada pelos ramos da hipérbole

assintotando a hipérbole, pois v? = 1 — Su? — -£5 < 1 — Su?, enquanto que para K <




0, v2 > 1 — Su? a curva de nivel encontra-se na regiao acima ou abaixo da hipérbole
assintotando a hipérbole, como mostra a figura 4.3.
|

v A

v

K<0 K=0
K?/
K<

0

Figura 4.3. Curvas de niveis para S < 0.

Lema 4.2 Cada componente conexa das curvas de niveis de H, dadas nas figuras 4.1,
4.2 e 4.3, correspondem a uma solucao (r,7) da EDO (4.3).

Demonstracao Usaremos a notacao e a teoria contida em [14]. Fazendo u =r e v =7,
entdo a EDO de primeira ordem equivalente & EDO de segunda ordem (4.3) é

&= f(z), (4-8)

n—3 1—v?
2

onde z = (u,v) e f(z) = (v, -

_nT_lsu), comu > 0ev € R. Ja temos que a
6rbita de cada solugao da EDO (4.8) esté contida em uma curva de nivel da funcao H.

Resta mostrar que a trajetéria é toda a curva.

Note que, uma 6rbita de qualquer solugao da EDO (4.8) é uma drbita fechada como
subconjunto de {(u,v) € R* | u > 0} e também como subconjunto das curvas de niveis
de H. De fato, pois caso existisse alguma orbita que nao fosse fechada, entao o ponto



de acumulacao da érbita que nao pertence a dérbita seria um ponto singular da EDO,
pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, pois neste caso a solucao estaria definida para todo
tempo. Porém, a EDO possui um tnico ponto singular, que corresponde ao ponto critico
de H quando S > 0 e K > 0, e esse ponto critico de H nao é ponto de acumulagao de

nenhuma curva de nivel.

Além disso, toda 6rbita da EDO (4.8) é aberta. De fato, tome uma condicao inicial,
x(tp) = xp, com zy diferente de um ponto singular, e mostremos que existe um conjunto
aberto na curva de nivel, contendo xy e pertencente a érbita da solucao que passa por
xo no tempo to. Temos que @(tg) = f(xg) # 0, pois xy é um ponto regular. Da mesma
forma, a curva de nivel é regular em xq, pois VH # 0. Se « é a Orbita e § é a curva de
nivel, entao podemos aplicar o teorema da funcao inversa localmente para concluir que

B(a~1(t)) é um difeomorfismo local e portanto a é aberta em 3 em .

Logo, como a érbita de cada solucao é aberta e fechada nas curvas de niveis, segue que
cada componente conexa das curvas de niveis de H corresponde a uma érbita de alguma
solugao da EDO (4.8). I

Teorema 4.1 (Classificagao das Hipersuperficies de Revolucao de R")

(i) A menos de translagées verticais, existe uma tunica familia paramétrica de hipersu-
perficies de revolucao completas de curvatura escalar constante S = 0, convergindo
no infinito & um hiperplano R, Em R* a curva perfil é uma pardbola, em R® a
curva perfil é uma catendria e em R™, n > 6, a curva perfil assintota duas retas
horizontais. Em todos os casos as hipersuperficies estao mergulhadas.

(ii) Para qualquer S > 0, existe uma unica familia paramétrica de hipersuperficies mer-
gulhadas completas de curvatura escalar constante S, todas periddicas e cilindrica-
mente limitadas. Quando o parametro aproxima-se de Ky, dado na proposicao 4.2,
as hipersuperficies geradas ficam cada vez mais prézimas do cilindro x, x S™2(r),
e quando o parametro aproxima-se de zero as hipersuperficies geradas ficam cada
vez mais proximas de um conjunto de esferas duas a duas tangentes, com o centro

. ~ . 1
no eixzo de rotacao e raio 75

(iii) Nao eziste hipersuperficie de revolu¢ao completa com curvatura escalar constante



S < 0.

Demonstragao Pela equagao (4.5) temos que 72 < 1, portanto estamos interessados
apenas nas curvas de niveis da equacio (4.6) que encontra-se na regiao {(u,v) € R? | u >
0ev? <1}

Como u = r e v = 7 entao a intersecgao das curvas de nivel com o eixo horizontal,
v = 0, corresponde precisamente aos pontos onde a distancia r da curva perfil ao eixo
de rotagao z, é critica, porém pelas curvas de niveis, vemos que os pontos criticos sao

apenas de minimo ou de maximo.
Tomando, sem perda de generalidade, x,,(0) = 0, consideremos os seguintes casos:

Caso S = 0: A figura 4.1 nos diz que os valores de K que nos interessam ¢é qualquer valor
no intervalo [0, 00).

Para K = 0 temos que 7 = 1 e a menos de translacdo, r(s) = s para s > 0 e, além
disso, usando a equagao (4.4), encontramos que z,(s) = 0, que corresponde ao hiperplano
{(z1,...,2,) € R" | z, = 0}.

Para um valor de K > 0 fixo, r atinge um ponto de minimo r; > 0 quando v = 0, que
é igual a 77~* = K. Diretamente das equacdes (4.4) e (4.5) segue que

P2 =1—72= = @2 = K =P8
,rn—3 n

e entdo "3 assume valores no intervalo [K,00). Se r # ry, podemos dividir 22 por 72
para obter

-2 2 n—3 n—3 n—3

iy (dxn) K I B ] I

N2 T op2pen=3 (1 — #2)pn—3  pn—3 _ 52,n—3 pn—3 n—37

T dr r2rn=3 (1 — 22)r» rn 2pn=3 pn=3 — pJ

o que implica que a curva perfil a é formada por dois graficos simétricos, pois

/A dr
+z, = T’? 3/ ﬁ (49)
r AT — 1y

Note que pelo teorema do valor médio que "3 — r77% = (n — 3)7 %(r — r') com



7€ [r1,r]. Daf, r"™* —r{7% > (n — 3)r77*(r — 1), ¢ entéo

" d 2y/r —
|$n|§\/7"?_3/ - ; Lo — 0, quando r — 7.
r(n—3)7r,? m«/rn/n—i’)

Por outro lado, para cada r > ry, r fixo, chame 7 = = e faga r; — 0, que é o mesmo

~ _ _ _ n—3 _ n—3__ ~
que fazer & — co. Se a > 2 entdo r" 3 — rP7? > pn=3 — L pnS (22L—,31> e entao

n_3 2n=3 % " son
ol <1 | sy /“dr
T1

1 5—n =
_3 n—3 2 = 2
=, T U b R [N quando r; — 0
1 on—3 _ | 5-n ’ 1 :
2

Portanto, quando a distancia da hipersuperficie ao eixo de rotagao tende a zero a

hipersuperficie converge ao hiperplano x,, = 0.

Se n = 4 entao
2

xr
4
+Tl,

" dr
+Tr4 = 7’/7:2 TINT =T => T =
¢=vn T =T v ! dry

ou seja, a curva perfil é uma parabola.

Se n = 5, temos

L /T dr . r2—r%+r:>1 r2—r? 4 T5
Ts =T Ty g g =+
r /T2 — 1} 1 1 1
= —————— =€ "L S\ /ri—ri=re "1 —r=r°—ri=rie " +r°—=2rre n
™

2x T T

+=5 +%5 z5

175 1225 re mn +1 e fetn

=2re " =re "+ =S — _

A1 Qeiﬁ ™ 2

Ts
= r = rycosh —,
A1

e portanto a curva perfil é uma catenaria.



Para n > 6 temos

3 rn3 pn3 3
r> "7\/57“1:>7{L_3§—2 = 5 Sr"‘3—7’?_3:> 5 S\/m

V2dr 2% 1

— — n—>5
/yn—3 7”?_3 /rvgs ory /T3 7,?—3 orp A /pn—3 n—>5 r 3

o que implica que a curva perfil assintota as duas retas horizontais z,, = 4 constante, pois

8—n
277

r d 2ry
r dr
_ n—3 n—3
tx, =\/1] / —— <\/7m / — !
ri AT =1y i /T =y n-—

portanto z, ¢ limitada e como 2 + 72 = 1,7 # 1 e @, # 0, ou seja, ¥, > 0 ou x, < 0,

entao x, converge para uma constante.

Uma hipersuperficie é completa se e somente se ela é fechada como subconjunto de R™.
Dai, como a hipersuperficie considerada é de revolucao, isso ocorre se e somente se a curva
perfil é fechada, o que no caso é verdade pois é um grafico. Assim como a propriedade
da hipersuperficie estar mergulhada é clara, pois os dois graficos colam suavemente em

n—3
dzr, V"

(71,0), com reta tangente paralela ao eixo de rotacao x,, pois “* = Y diverge
1

para o infinito quando r converge para rq, e a curva perfil nao tem auto interseccao, pois
x, ¢ mondtona. Isto completa a prova do item (7).

Caso S < 0: A figura 4.3 diz que para K > 0 existe solucao local, no entanto nenhuma
dessas hipersuperficies sao completas pois nesse caso r torna-se maior que 1. E para
K =0e K < 0 nao existem solu¢ao nem mesmo local. Assim provamos (ii3).

Caso S > 0: Da figura 4.2 vemos que os valores possiveis para K é qualquer valor no
intervalo [0, K] e que todas as curvas de niveis sdo compactas com excegao se K =0, e
portanto toda solucao da EDO (4.3) estd definida em toda reta real, além disso, temos
que se K < 0 entao as hipersuperficies nao sao completas, pois nesse caso 7 torna-se maior
que 1.

Se K = Kj temos a solugao r(s) = ry e x,(s) = s, correspondendo ao cilindro
Ty X S”‘z(ro).



Para K = 0, resolvendo a EDO (4.4) e (4.5) com 7(0) = 0 e x,(0) = 0, temos a solucao

LI —L — oS s
r(s):ﬁsm(\/gs), xn(s)—\/g(l (VSs))

que é simplesmente uma esfera com centro em (0, ,...,0, ﬁ) e raio %

Para K € (0, Kj), segue da teoria de EDO, ver [14], que a solu¢do correspondente
a cada curva de nivel, estd definida para todo tempo. Além disso, que cada solucao é
uma solugao periddica, pois as curvas de niveis sao fechadas. Portanto, cada solugao
varia monotonicamente de um valor minimo 7; > 0 a um maximo 7, < \/—, enquanto o
quadrado de sua derivada 72(s) sempre é menor que 1. Logo, 7,2 = 1 —7? é sempre maior
que zero, o que implica que x,, ¢ mondtona e a curva perfil estd mergulhada.

Note que os valores possiveis para o parametro K é qualquer valor no intervalo [0, Kj).
Quando K = 0 temos uma esfera de raio %, quando K = K, temos o cilindro x, X
S"2(ry). Portanto, de acordo com o parametro, quando ele se aproxima de zero, por
continuidade, as hipersuperficies geradas tendem a se aproximar cada vez mais a um
conjunto de esferas tangentes duas a duas, cada uma delas com o centro pertencente ao
eixo de rotacao e raio \/— E quando o parametro aproxima-se de Ky, as hipersuperficies
geradas tendem a se aproximar cada vez mais de um cilindro. I

Proposicao 4.3 Sejam u(zx) definida como em (4.9), ou seja,
u(z) ll=]] dt

= — n>3 4.10
/pn—2 o tn—2 _ pn—2 ( )

e xg € R™. Para ||z| no exterior de uma bola suficientemente grande tem-se a seguinte

expansao para u(xr — xg):

xOv
u(w - 20) = A+ 25yl - 22— 50y o)), n =3
|| || Vz]?

z)

e =) = A+ pin o - p 5L+ O], 0= 4
29" 1 _ .
w(e—m)y=A- 2T L 0D o, s

n—4||1’ 2 H 2

A demonstragao dessa proposigao é um célculo direto e pode ser encontrada em [6].
Definiremos um fim regular de uma hipersuperficie com curvatura escalar nula de tal forma



que ele terd o mesmo comportamento assintético no infinito que uma hipersuperficie de
revolugao, portanto a expansao para u(z) servird como motivagao para definir o que é um

fim regular de uma hipersuperficie com curvatura escalar nula.



CAPITULO 5

HIPERSUPERFICIES COM CURVATURA ESCALAR
NULA COM DOIS FINS

5.1 Introducao

Este capitulo dedica-se exclusivamente a provar o teorema de Hounie-Leite, que pode
ser encontrado em [6], um teorema andlogo ao teorema de Schoen mostrado em 1983
[13]. Mas para isso, antes precisamos apresentar alguns resultados preliminares, como por
exemplo, um teorema de reflexdo que é conseqiiéncia do método de Alexandrov e que foi
provado por Hounie-Leite em [7].

Inicialmente, na secao 5.2, consideramos uma hipersuperficie M mergulhada em R"*!,
compacta com H, = 0 e com posto da aplicacao de Gauss pelo menos 7, na qual estabe-
leceremos um principio de reflexao, conseqiiéncia do método de Alexandrov. Na secao 3,
definimos quando uma hipersuperficie é regular no infinito e estabelecemos uma féormula
para o fluxo de um (n—1)—ciclo orientado o em um fim regular no infinito de uma hipersu-
perficie com curvatura escalar nula. Essa férmula serd entao usada na secao 4 para mostrar
que se uma hipersuperficie com curvatura escalar nula, regular no infinito é completa e
orientada com dois fins entao os fins sao paralelos com taxa de crescimento opostas. Esse
resultado sera entao fundamental para a demonstracao do resultado final, onde também
é aplicado um principio de reflexao estabelecido na secao 2. A demonstracao do resul-
tado final, consiste basicamente em mostrar que a hipersuperficie é simétrica, tanto em
relagado ao hiperplano horizontal quanto a qualquer hiperplano vertical contendo o eixo
de rotacao, que é encontrado a priori.
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5.2 Um Principio de Reflexao

O principio de reflexao a seguir baseia-se fundamentalmente no Principio da Tangéncia,
que ¢ a principal ferramenta para a sua demonstracao, e no método de reflexao de Alexan-
drov. Ele serd usado na secao final, onde iremos aplicd-lo na demonstragao do teorema
de Hounie-Leite. Apresentamos aqui a notacao usada daqui por diante e logo a seguir
enunciamos e demonstramos esse principio de reflexao.

Seja p : R™" — R™ a aplicacio projecdo dada por p(z,z,.1) = z, e para t € R seja
I1; o hiperplano {(z,z,.1) € R"™ | 2,1 =t}. Se ¥ C R"! ¢é qualquer conjunto e t € R,
denotaremos por X+ e ;- 0s seguintes conjuntos

Et+ = {(I,:L’n_,_l) € ‘ Tn+1 Z t},

Et* = {(xaxn+1> € | Tni1 < t},

ou seja, a porcao de X que esta acima e abaixo de II;, respectivamente. E denotemos por
2} o seguinte conjunto

= 1{(@,2t = 2p1) €R™ | (2, 2041) € Dy },
ou seja, € o refletido de ¥;+ com respeito a II;.

Diremos que X é um grafico se a aplicagao projecao restrita a ¥ for injetiva. Se X é uma
variedade de R"*!, com ou sem fronteira, entao ¥ tera declividade localmente limitada se o
plano tangente 7,5 nao contém o vetor unitario vertical v = (0, 1). Um grafico compacto
com declividade localmente limitada é realmente um grafico sobre algum aberto de R™,
m < n + 1. De fato, pelo teorema da funcao inversa a imagem de p é uma variedade
m~—dimensional de R™ e a inversa de p ¢é diferencidvel. Se A, B C R"! sdao quaisquer
conjuntos, entao denotaremos por A > B se para todo € R"™ tal que p~(x) N A # D e
p~ () N B # ) tivermos que todo ponto de p~1(x) N A estd acima de todos os pontos de
p~!(x) N B, ou seja, se (z,7,11) €Ep ()N Ae (z,yn1) € p~ ' N B, entao Tpi1 > Ynrr-

Sejam B = B"! ¢ R™! um conjunto compacto mergulhado C? de dimensao n — 1,
M"™ uma hipersuperficie compacta mergulhada suave em R"*! com OM = B e Q C R”

um conjunto conexo limitado em R" cuja fronteira 0f) é conexa e tem vetor curvatura em



C, onde C' denota o cone com respeito a ¢,. Enunciaremos e demonstraremos a seguir

um principio de reflexao.

Teorema 5.1 Sejam B e Q) como acima, tais que B C 9Q x R, By é um gréfico com
declividade localmente limitada e By, > By-. Se M é qualquer hipersuperficie compacta
mergulhada com OM = B e M possui todos os seus pontos interiores contidos em €2 x R
e satisfaz 0, = 0 com posto da aplicacao de Gauss pelo menos r em todo ponto, entao

(i) Mg+ é um gréfico com declividade localmente limitada;

(i) Mg, > M-

Demonstragao Seja t = max{z,,1 € R | (,2,.1) € B}. Se t <0 entdao My+ nao tem
pontos interiores, e nesse caso My+ = By+, ou My+ tem um ponto interior p de altura
méxima, o que implica que M permanece abaixo de seu espaco tangente 7,M que é um
hiperplano horizontal, pelo coroldrio 3.2 temos que M localmente coincide com T,M.
Considere o conjunto C' = {x € M | x possui uma vizinhanca em M contida em 7,M}.
Claramente C é aberto em M, para mostrar que C é fechado considere uma seqiiéncia
x, € C convergindo para x e mostremos que x € C. Por continuidade, M e T,M sao
tangentes em e como M estd abaixo de T, M, novamente pelo coroldrio 3.2, existe uma
vizinhanca de x em M contida em 7,M, o que implica que C é fechado em M. Portanto,
a componente conexa de M que contém p coincide com T,M, porém estamos supondo
que t < 0, o que implica que T,M = II,. Logo My+ é uma regiao em Il; e de qualquer
modo o teorema ¢ vélido.

Se ¢ > 0, considere o subconjunto T C [0, ], tal que se t € T entao:
(i) M+ é um grafico com declividade localmente limitada,
(i) M) > M,-.

Pelo mesmo argumento usado no caso em que ¢ < 0, tem-se que t € T'. Se mostrarmos
que T é fechado e aberto em [0, t], teremos que 0 € T' e daf o teorema estard provado.

Para mostrar que T é aberto em [0, {], tome ¢ € T' e mostremos inicialmente que e, 1
nao ¢ tangente a M em um ponto p € II;. Se p € BNII; com e,41 € T,M, entao devemos



ter T,M = T,(002 x R) ja que e,41 & T,B. Tomando M’ como sendo a parte de 0€2 x R
que esta abaixo ou acima de B, pois as normais as fronteiras precisam apontar na mesma
direcao e sentido, unido com B, temos que M satisfaz H, = 0 e H,,; # 0, pois o posto da
aplicacao de Gauss é no minimo r, a func¢ao simétrica o, em M’ é maior ou igual a zero, ja
que o vetor curvatura de 9 x R esta contido em C e entdo, aplicando o teorema 3.6, temos
que uma vizinhanca de p em M esta contida em 02 x R, , contradizendo o fato que todos
os pontos interiores de M estao no interior de 2 x R. Seja p um ponto interior de M com
p € II,. Tem-se que M}, e M;- encontram-se no ponto de fronteira p, com M}, acima
de M-, pois t € T. Se e,y € T,M, entao M}, e M, encontram-se tangencialmente
em p com vetor curvatura na mesma folha, pois a curvatura principal é invariante por
isometria, ou seja, se p é uma isometria entao os vetores curvaturas principais em p e em

p(p) coincidem.

Mostremos que se M} esta acima de M- na direcao de e,4;, entao M} também
estda acima de M;- na direcao da normal para cima em um ponto de tangéncia. Basta
mostrar esse resultado no plano para duas fungoes crescentes ou decrescentes, pois é
s6 considerar M}, e M,;- intersectadas com um plano vertical passando pelo ponto de
tangéncia. Portanto, sejam f e g duas fungoes crescentes tais que g(z) > f(x) e seus
graficos sejam tangentes no ponto zp. Podemos considerar que f’(z¢) = a > 0, pois para
o caso a = 0 a normal coincide com o vetor unitario vertical. Nesse caso, iremos escrever
f e g em um novo sistema de coordenadas com base igual a {(cosf,sinf), (—sin @, cos )},
onde o vetor (—sin#, cos ) ¢ a normal aos gréficos no ponto de tangéncia, com 0 < ¢ < 7.
Logo, se (w,G(w)) e (w, F(w)) sao dois pontos no novo sistema de coordenadas nos
graficos de g e f, respectivamente, queremos mostrar que G(w) — F(w) > 0. De fato, pois
esses pontos na base canodnica sao iguais a

(w, G(w)) = w(cosb,sinh) + G(w)(—sin b, cosf) = (z, g(x)),

(w, F(w)) = w(cosB,sinf) + F(w)(—sinb, cos) = (y, f(y)),
o que implica que
wecosf — G(w)sinf = x N zcosb + g(x)sinh = w
wsinf + G(w) cosf = g(x) —xsinf + g(z) cos = G(w)

wecos — F(w)sinh =y N ycosf+ f(y)sinh =w
wsinf + F(w) cosd = f(y) —ysiné + f(y) cosf = F(w)



= G(w)— F(w) = (y—2)sin0+ (g(z) — f(y)) cosd = (y—z) sinf + (G(w) — F(w)) cos® §

y—ux
G(w) — F(w)
pois g(z) — f(y) = (G(w) — F(w)) cosf. Se x > y entao G(w) — F(w) < 0 e como g é
crescente e estd acima de f, temos que g(z) > g(y) > f(y) e dail G(w) — F(w) > 0, pois
cos > 0, contradi¢ao. Logo y > x e G(w) > F(w).

= sinf = > 0,

O teorema 3.5 implica que M/, e M;- coincidem em uma vizinhanca de p, assim como
toda a componente conexa de p, usando o mesmo argumento de conexidade acima. Dessa
forma, a fronteira seria simétrica com respeito a Il;, com ¢ > 0, contradizendo By, > By-,
pois se (x, Z,41) e (x, yp1) sdo dois pontos da fronteira da componente conexa que contém
P CcOM Tyi1 > Yni1, €0tao 2t — 11 = Ypa1, 0 que implica que —x,11 < y,11. Portanto,
€n+1 € TpM

Como M tem declividade localmente limitada em todos os pontos de Il;, existe € > 0
tal que Ve’ € (0, €] o conjunto M NSy é um grafico com declividade localmente limitada
sobre um subconjunto de Ily, ja que o espaco tangente varia continuamente com p, onde
Se denota a faixa |z, —t| < € e M NIl é compacta.

Tome s € (t — £, +£) N (0,7] e denotemos por p, a reflexdo em torno do hiperplano
IL;, entdo ps(Sg) C S, daf ps(Me+ N Sg) > M-, ja que a interseccdo de ps(Me+ N Se)
com M, na faixa S. ocorre em M NIl,, pois M NS, é um grafico. Por outro lado, o
complemento M,+\Se é um subconjunto compacto de M+, assim py(Me+\Sg) > M;-.
Observe que M, N M- = M N1I;, pois a igualdade vale em II; e M estd mergulhada.
Caso contrario, elas seriam tangentes em um ponto interior P pois M tt estd acima de
M;- e na fronteira a desigualdade é estrita. Por um argumento analogo ao ja utilizado
nesta demonstracao, M/, estd acima de M;- préximo a p também na direcao do vetor
normal. Os vetores curvatura principal de M} e M;- estao na mesma folha: de fato, o
vetor curvatura principal de M}, em p é igual ao de M+ em p* pois a reflexao ¢ uma
isometria de R"*!. Além disso, os vetores curvaturas principais de quaisquer dois pontos
em M estao na mesma folha, caso contrario por conexidade haveria um ponto em M onde
o vetor curvatura principal pertenceria a duas folhas distintas, o que pela proposicao 2.5
temos que H,,; = 0 e pelo teorema 2.3 a aplicacao normal de Gauss teria posto menor

ou igual a r. Para aplicacao do principio da tangéncia, resta mostrar que os vetores



normais apontam na mesma direcao. Se M é compacta sem fronteira, entao R**! — M
tem duas componentes conexas e a normal a M aponta para o interior de uma delas (ver
[15] vol. I). Usando este fato pode-se mostrar que, na aplicagdo do método de reflexdo
de Alexandrov, M e sua parte refletida tem normal na mesma diregao, ver por exemplo
[1]. Usando esse fato, se M é com fronteira entdo estendemos M a uma compacta sem
fronteira e entao usamos o caso acima para concluir que, na aplicacao do método de
Alexandrov, M e sua parte refletida tem normal na mesma direcao. Logo, pelo teorema
3.5 temos que M}, e M,;- coincidem localmente e entao, por um argumento de conexidade,
uma componente conexa coincidiria, contradizendo a desigualdade na fronteira B. Como
M,+\Se estd estritamente acima de Il;, tem-se que p;(M,+\S¢) estd estritamente acima
de M;-, ja que M8+\S§ C M+, o que ocorre também com s proximo de t. Assim fica
provado que M}, > M,-, para s suficientemente proximo de ¢. O fato que M+ é um
grafico com declividade localmente limitada segue do fato que M N S, é um grafico com
declividade localmente limitada, assim como M+ tem declividade localmente limitada.
Logo T é aberto em [0, ].

Mostremos que T' é fechado. Se (t,t] C T para algum t € [0,%) entdo mostremos que
t € T. Suponha que M;+ nao seja um grafico, entao existem dois pontos em M+, (z, 1 1)
e (Z,Yns1) COM Tpi1 > Yni1, 0 que diz que y, 41 =t pois s € T para s > t. Como By+ é
um grafico e By+ C By+ segue que x € ) e (x,t) é um ponto interior de M. A declividade
de M em (x,x,.1) é limitada, pois z,41 € (t,1], e entdo uma vizinhanca deste ponto em
M pode ser representado como um grafico G sobre uma vizinhanca V' de (z,t) em II;,
com G estritamente acima de V. Dado um ponto (y,t) € V, tem-se que p~!{y} intersecta
G em um nivel s > t, que é o tinico ponto de interseccao com M, ja que para todo s >t
temos que Mg+ é um grafico. Como G é disjunto de V, segue que uma vizinhanga de
(x,t) em M estd abaixo de II;, e pelo corolario 3.2 esta vizinhanga estd contida em I,
pois neste caso II; é o plano tangente a M em (z,t).

O conjunto A = {(z,t) € M N(Q xt) | existe (z,s) € M com s > t} é aberto e
fechado em €2 x t. De fato, que é aberto ja temos feito acima e que é fechado tome
uma seqiiéncia (x,,t) € M convergindo para (z,t). Entao existe uma outra seqiiéncia,
(T, $n) € M com s, > t, convergindo para (x,s). Se s > t, pelo fato de M ser compacta,
esse ponto pertence a A, porém se s = t entdo temos que (x,,t) — (T, Sn) = (t — sp)en
converge para o vetor nulo, porém o resultado do apéndice da pagina 74 de [1] nos diz



que e, pertence ao espaco tangente a M no ponto (x,t) e por continuagao e, é o vetor
normal nesse ponto, absurdo. Logo, uma componente de M esta contida em II;, e dai
uma componente de B é igual a 92 x {t} e isto contradiz a hipdtese de que By+ é um
grafico, pois estamos assumindo que existem pontos de M acima de 2 x {t} o que implica
que existem pontos de By+ acima desse conjunto. Além disso M;+ é um grafico com
declividade localmente limitada. Também temos que M/, > M- do contrario existiriam
dois pontos (x,T,41) € My e (,yns1) € My- com 2t — 47 < Yua1, implicando que
para s > t suficientemente préximos de ¢ terfamos uma vizinhanca de M}, abaixo de
uma vizinhanca de M,-, contradizendo o fato que s € T'. Isto completa a prova que 1" é
fechado e a prova do teorema. I

5.3 A Férmula do Fluxo

Agora definiremos o fluxo de um (n — 1)—ciclo orientado «, em uma hipersuperficie
com curvatura escalar nula imersa em R"*!, na direcio de um vetor unitdrio v € R"*!.
Mas antes disso, apresentamos uma importante propriedade provada por Reilly [12], que
sera usada para encontrar uma féormula para o fluxo de um ciclo em um fim regular no
infinito de uma hipersuperficie com curvatura escalar nula. Definimos também um fim

regular no infinito de uma hipersuperficie com curvatura escalar nula.

Definicao 5.1 Para qualquer hipersuperficie M de R"*! e qualquer inteiro 1 < r <
n definimos o operador diferencial linear de segunda ordem L,_; agindo sobre funcoes
definidas em M, como

Ly—1(¢) = div(T, 1V ),

onde V¢ é o gradiente de ¢ restrito a M e T, é a r—ésima Transformacao de Newton
da definicao 3.2 na pagina 25, que para simplificar a notacao estamos considerando com
respeito ao operador de forma.

Este operador é uma ferramenta muito utilizada no estudo de hipersuperficies com
a r—ésima funcao de curvatura constante. Enunciamos agora uma das principais pro-
priedades de L,_y, propriedade essa que foi provada por Reilly [12] e que serd usada logo
adiante.



Proposicao 5.1 Se M é uma hipersuperficie em R"*! com H, = 0 e h é qualquer funcao
altura, entao h satisfaz a equacao L,_1(h) = 0 (uma generalizagao do fato que a fungao

altura de uma superficie minima é harménica).

Definigao 5.2 Dado um (n — 1)—ciclo orientado « em uma hipersuperficie orientada
imersa com curvatura escalar nula, o fluxo de « na direcao de um vetor unitario v em
R"~!, é definido por

Fluz(a;v) = %<T1Vh, v)do,
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onde T é a Transformacao de Newton com relacao ao operador de forma, v é a normal
para fora e h é a fungao altura com respeito a v, isto é, h(x) = (v, ).

Uma aplicagao direta do teorema da divergéncia mostra que Fluz(a;v) depende so-
mente da classe de homologia de «a, pois se D é um dominio regular de M, entao pela

proposigao 5.1 temos

]é (1Vh.v)do = /D Lo(h)dp = 0.

A motivacao para definir um fim regular no infinito de uma hipersuperficie com cur-
vatura escalar nula em R™™! vem da expansao da expressao explicita de uma hipersu-
perficie rotacional com curvatura escalar nula em R"*! pois iremos considerar fins de
hipersuperficies com Hy = 0 tendo o mesmo comportamento assintético que uma hiper-

superficie rotacional com curvatura escalar nula.

Definicao 5.3 Um fim de uma hipersuperficie com curvatura escalar nula em R, n >
3, é regular no infinito com taxa de crescimento a # 0, se ele é um grafico de uma fungao
u(z) definida no exterior de uma bola limitada em algum hiperplano II de R"*1 tal que
para x € Il com ||z|| grande,

a c, T
u(a) = a/Toll + a1 + — + 220 alo(@), =3,
IRV
(c,1)
u(z) =aln||z| + a; + T + o(z), n =4,
a <Cv ZE'> d=n
ulg) = —r a9 )t (a), n>s,

[ Il



para constantes a # 0, ai,as € R e ¢ € R", onde

C
o)l < T

C

(EIo

1D;o(x)] <

C

=

[1Dijp(2)] <

A proxima proposicao sera fundamental na demonstracao do lema 5.1.

Proposigao 5.2 Seja Cr C M o ciclo dado por {(x,u(x)) € R | ||z|| = R} com a
orientacao induzida de S™', onde S™"~! estd orientada com a normal para fora, em um
fim regular no infinito com taxa de crescimento a # 0 sobre I1 de uma hipersuperficie com
curvatura escalar nula. Entao

FZUZL'(CR; U) = <'U7 u)’YnVOl(Sn_l)a'a

n—1)(4—n)?
onde u é a normal unitaria positiva ao hiperplano 11, e y, = ( I ) sen #4e

4
Y4 = 3.

Demonstracao Da definigdo de fim regular no infinito com taxa de crescimento a # 0

temos que
4—n
u(z) = allz]| 2" +g(x), sen#4,

u(xz) = aln|jz| +g(x), sen=4,
onde = € R" e g(x) é igual a

e (e, 2) z||p(z), n=3
N R

(¢, z)
]
(¢, x)

9(z) = ay + = + ||z =" ¢ (), n>5,

|

g(z) =ay +

9(r) = ar +

+¢(SL’), n =4,

n
2




e calculando as derivadas de primeira e de segunda ordem de g(z) chegamos que elas sdo

da ordem O(R~%) e O(R~"3"), respectivamente, quando R = ||z|| — co. Calculando as
derivadas até segunda ordem de u temos

u; = bpaR™2x; + g;,
n N T;T;
uj; = bpaR™2 (51" - §R—2]) + 9ij;
ondebn:‘l_T"sen%4eb4:1. Como

xX; n—
b,a— + Rngi < C' = constante

R

quando R ¢é suficientemente grande, entdo u; = O(R™"7").

n—2
‘Rzui

Devemos encontrar a normal exterior a C'r na hipersuperficie. Assumindo que o fim é
um gréfico sobre o hiperplano horizontal em R"*!, temos que a normal da hipersuperficie
M é dada por %(—Vu(x), 1), onde W?%(z) = 1+ui+---+u2, W — 1 quando R — +o00,
e que qualquer vetor da forma (v, (Vu(z),v)) é ortogonal a (—Vu(x),1). Porém para que
esse vetor seja normal a Cg é necessario que ele seja ortogonal a qualquer vetor tangente a
Cg e além disso, temos que se w ¢é ortogonal a = entao o vetor (w, (Vu(z),w)) é tangente
a Cg. Portanto,

(v, (Vu(z),0)), (w, (Vu(z), w))) = (v,w) + (Vu(z), v){Vu(zr), w) = 0
= (v,w + (Vu(z), w)Vu(z)) = 0.
Se fazemos v = ax + bVu(z) entdo

(Vu(z), w)(a(Vu(z),z) + bW?) = 0.

Se (Vu(zx),w) = 0 entdo tome v como sendo qualquer vetor na dire¢ao de x, porém se
a(Vu(z), z) + bW? = 0 entdo podemos considerar a = W? e b = —(Vu(z), z), assim para
qualquer caso, v pode ser tomado como sendo igual a

v=aW?— (Vu(z), z)Vu(z).

O que implica que o vetor normal a Cr é dado por v = ﬁ, onde

X X
B ok

= G (St ) A0 (5 (50 5) (5. 5) (7t 50



usando a estima para u; temos que

7l < 1| (. Vule) - ) I+ OE)]| < T+ O(R ™) + O(B*™),

porém,
2—n
1+ 0O(R*>™) — Or™") O(R*™).
1+0O(R*>™)+1
Dali,
1
7] =1+ O(R*™) e W =1+O(R*™).

O gradiente Vh(p) é tomado restrito a hipersuperficie M, dai Vh(p) coincide com a
projecao ortogonal de v em T,M. Como T; é auto-adjunto e 7 é tangente a M entao

e

(LY, g, (0. T )z = (0.1 (T (Val@). )+ 0 T(ORT)ao,

o que implica que

Flua(Cp: v) :f <T1Vh ||ﬁ||>da:7€R ||1||<U Ty (7)) do

_ j{CR ||71?|| <v 7 (%,Vu(:c) : %)>da+%€R ||1||<U TH(O(R*™)))do.

Se Cr e C,, R # r, sdo dois ciclos com a orientagao induzida de Mg, onde My é a
parte compacta de M que tem como fronteira os ciclos Cr e C)., entao temos que

§, (050 o = (B0 g pao Fe, (15 g o
=, (B9t o =, maian=o.

f, (g pao == (B0 oo

e pela proposicao 5.1 temos Li(h) = 0, onde 0D = Cr U (—C,) e (—C,) indica o ciclo C,
com a orientacao oposta. Portanto o fluxo é constante para qualquer valor de R e entao

pois

podemos tomar R — oo que o fluxo continua constante.



Célculo de Ty (%, (Vu(z), £)): Se X(z) = (z,u(z)) ¢ uma parametrizagdo de uma
vizinhanga de um ponto p € M temos do capitulo 1 que a matriz de B = —dN na
,n} é dada por [b;] = [517 — W;} X [W]]’ onde W? =

base B = {(e;,u;),i = 1...
T+u?- - +ul
x
Calculando <Vu(:v), —>, encontramos que
R
ﬂ_iibagﬁﬁ+§£
B n TR T RY

< > = Z Z b,aR ™% +gi) 7 2

=1 i=1

bn . 7 _n
- +Zx—gibn—R32 +O(R?)

»

w‘

O comportamento de g;;, quando R — oo, implica que u;; = O(R

e entao
(550 ) (G voin

~2). Os elementos

da matriz B sao dados por
B U; U Ukj\  Uij UiUR UL
%—g@fwﬁGﬁ—W‘ W
e como W > 1, temos que
O(R™%) BRI < Jusugug | O(R™5).

uij

), ou seja, a matriz do operador de forma satisfaz

Portanto, b;; — w;; = O(R_M "
[UZ]] + O(R_Sn 4)'

a igualdade B = [b;;] =
nH, = Zum + O(R_an%), segue que

Lembrando que 77 = nH;I — B e que

2

sn_s " /b,a n
A O (. 4 0ij
)k:1< ( 2R2) +gkk>

[(Tl ZJ Z ukkém Uy + O(R_ R%

k=1

b,a n T;x; 3n-4 nbya ny2
—< (65 -2 >+gij)+(’)(R )= 5 gy + O(RTH)

R2 2 R?



bn a4 _n+2 _3n—4
2 (00— 555t) TORTE) H ORI = 2

R% 2 R?
_ Cpha n  T;xr; 3n—4
= —w 5w+n_2R2}+O(R 7 ),
—9)(4 —
onderi:R2ecn:(n )4( n) sen#4ecy=1.

O vetor T} (%, <Vu(a:), %>) na base B é o produto da matriz de T3, [(71);5], pelo vetor

(%, (Vu(z), %)) na base B, isto ¢,

x T\\ Cp n  T;x T n—4
h (E’<VU($)’E>) R3S {&ﬁ —2 R;} % [EJ] +HOE™=) = (as,..., o)
onde
_ Cpa no LTy \ Tk e
= 3 () o
cpa [T n o _ana, dpa
E(R n—QR)_I_O(R )_Rn+2xz+o( )

onde d,, = (n—D-n) sen#4edy =3. SeT) (%, <Vu(x), %>) = (aq,...,qp) esté

na base B entao o vetor T} (%, <Vu(x), %>) em R™"! na base canonica de R"*?

T (% <Vu(:17), %>) - iai(ei,ui(x))(al, e am, (Vu(@), (o, - - am)).

Resultando que a (n + 1)— ésima coordenada de T (%, (Vu(z), %)) em R"™! é dada

por

(Vu(z), (a1, .., ) = Zua :2 (;fx,+0(}z )) (If;nfz zi+ ORF ))

Rn+1 Zx + O(R*™) + O(R™) + O(R*™)

2
o
= &g FO(R™),




sen # 4 e vy, = 3. Dal,

_ N2
onde v, = (n 1)514 n)

(071 (5 (Fu(@), £))) (Z ) BB O

3n—4
5 .

onde j = min {n,

Multiplicando a matriz de T} por um vetor cujas coordenadas sao da ordem de O(R?™")
achamos que Ty (O(R2™")) = O(R~%") e entao(v, Ty (O(R>™))) = O(R~*%"). Portanto

1 Yna?
Fl Ckr; = g =0 Yn ——d
wlCno) = § fo (Z> o+, Tt e

3n—4

+f éO(R—j)daW{ L o5 )do
o 7] cr 17

e b7 e T, O
= n+2 Ulzl d0-+ Un d0+ TO(R ])dO'
R Jo, Tl <Z ) R A T

O elemento de volume do corresponde ao elemento de volume do ciclo Cr em R™*,

que converge ao elemento de volume dV da esfera S"'(R) = {z € R" | |z|| = R} em
R™ = II, quando R — oo. De fato, se o gradiente de u, Vu(z), for paralelo a x, entao
escolha uma base ortonormal {e;, ..., e, 1} de T,S"1(R), tal que (Vu(x),e;) = 0. Como
Cr é um ciclo de um fim regular, temos que ¢(z) = (z,u(r)) é uma fungao de S"*(R)
em Cpg, portanto dy.(e;) = (e;,0) é uma base ortonormal de Cg, o que implica que o
conjunto U = {(e1,0),...,(en_1,0), N,v} é uma base ortonormal de R"™! onde N é a

normal a hipersuperficie e ¥ é a normal ao ciclo em relacao a hipersuperficie. Portanto,
neste caso, do = /det g;;dV = dV', pois

det((e1,0),...,(en—1,0), (=Vu(x),1),v) = \/det g;; = 1,

onde g;; ¢ o produto interno do i—ésimo elemento da base &/ com o j—ésimo elemento,
ou seja, gi; =0sei# jegy; =1

Se, porém o gradiente de u nao é paralelo a x, tome e; = % e complete-o para
uma base ortonormal de T,S" *(R), {e1,...,e,_1}, onde (Vu(x))T é a parte tangencial



de Vu(x) em relacio ao ciclo Cr. Como acima, temos que dy,(e1) = (ey, [[(Vu(x))T||)
e dog(e;) = (e;,0), i = 2,...,n — 1. Dai, o conjunto {¢| = (ey,||[(Vu(z))T]]), €,
(e2,0),...,€,_1 = (en-1,0), €, = N, e, ., = v} é uma base ortogonal de R"'. Tomando
€y n+1} de R™, temos que do = \/det g;dV = WdV,
onde det g;; ¢ como acima, g;; = 1+ ||(Vu(@)T)|2 = W2, gz =1, i = 2,...,n+ 1
e gi; = 0sei # j. Como |[(Vu(x))T| < |[Vu(z)] e |[Vu(z)|| = O(R™"2"), entdo
1(Vu(z)T]| = O(R™"F%), o que implica que W = 1 4+ O(R2™).

/

a base ortonormal ”e ik

Logo, independente se o gradiente de u é paralelo ou nao a x, temos que do = (1 +
O(R?>7™))dV. Portanto,

$.7 (Z ) 1) =

Também temos que

d,a

n+2

R

n

<Z lez) 1 + O(R*™ ")) dV

dna C
2—n n
Rn+2 \% (; ,UZ:E’L> R dV R37L272 \%CR ;Uizl dV S RnEQ
onde C' é uma constante e pela simetria do integrando, temos que
]{ > v | dV =0,
Cr \ i=1
1 7{ 1 1 % . '
—do — dv O(R™™)dV| <
e e V=
onde C' é uma constante.
1 , : C
7{ L oo - O(R—ﬂ)dv' — |4 o moR)ds| < <
o 117 Cn Cn R
onde k£ = min {n -1, 3"2_6} e como
, C
% OR7)| < —
Cr '
onde ¢ = min{1, * 2} O que implica que
Fluz(Cg;v) = lim U”'HRH 1dV Vps1VnVol(S™ 1) a?

R=00 J)jz||=R



E assim, obtemos o resultado desejado. I

Note que o fundamental na demonstracao foi usar a expansao da expressao de um fim
regular no infinito de uma hipersuperficie com curvatura escalar nula em R"*! além do

fato que o fluxo depende somente da classe de homologia do ciclo C.

5.4 O Resultado Final

Nesta se¢ao, definiremos o que é uma hipersuperficie completa com curvatura escalar
nula regular no infinito. Em seguida, demonstraremos um lema que diretamente ja faz
parte da demonstracao do resultado final.

Definicao 5.4 Uma hipersuperficie completa com curvatura escalar nula M C R"
n > 3, é dita regular no infinito se existe um subconjunto compacto K C M tal que se K’
é um outro compacto contendo K entao M \ K' é a uniao de r componentes My, ..., M,,
chamados de fins, tal que cada fim M; é regular no infinito.

Pela definicao 5.4, concluimos que uma hipersuperficie completa com curvatura escalar
nula regular no infinito é sempre orientavel. De fato, pois a parte compacta K C M é
orientdvel, ver [15], assim como cada fim j& que eles sao gréficos de fungdes, dai para ori-
entar M, oriente K e tome uma orientagao para cada fim compativel com essa orientagao,
ou seja, de forma que a normal definida seja continua. Logo, nesta secao consideraremos

sempre hipersuperficies orientaveis.

Lema 5.1 Seja M uma hipersuperficie completa imersa com curvatura escalar nula, re-
gular no infinito. Se M tem dois fins, entao eles sao paralelos com taxas de crescimento
opostas a e —a.

Demonstragao Tome R suficientemente grande e seja Mr = MNBg(0) a parte compacta
de M complementar aos fins, onde Bg(0) é a bola de raio R e centro na origem, dai
OMp = Ck U C% consiste de dois graficos Cf = {(z,u(z)) e R*™ |z €1l e ||z|]| = R} e
C% ={(y,v(y)) e R"™ |y € Iy e ||y|| = R}, onde u e v tém taxa de crescimento a # 0
e b # 0, respectivamente. Tendo fixado uma orientacao em R"*!, orientamos II; e Il tal



que a orientagao induzida em suas esferas ||z|| = R e ||y|| = R sejam compativeis com a
orientagao de C'; e C%, respectivamente, como componentes da fronteira de Mg, ou seja,
como Mp induz uma orientagao aos ciclos Ch e C%, entao a orientacao das esferas ||| = R
e |ly]| = R, sdo tais que se ) e o sao duas aplicagoes das esferas de II; e Il nos ciclos
Ck e C% respectivamente, definidas por ¢;(z) = (x,u(x)) e pa(z) = (z,v(z)), entdo
as aplicagoes dy1(x) e dps(x) levam bases positivas em bases positivas. Aqui estamos

tomando a orientagao dos ciclos C e C% com a normal para fora.

Observe que os sinais de a e b na expansao de u(z) e v(z) sdo determinados pela
orientagao em IIy e Ily, pois se h é uma funcao altura entao h(x) = (z,v), onde v é um

vetor unitério.

Dado um vetor unitario arbitrario v € R**!, tem-se que

Flux(Cr;v) + Fluz(C;v) = %

- (I'Vh,v)do :7{ Ly(h)du =0, (5.1)

Mg

pela proposicao 5.1. Portanto pela proposigao 5.2 e pela equagao (5.1) temos que
(v,u1)a® + (v, ug)b* = 0, (5.2)
onde u; é o vetor normal unitario orientado positivamente a I1;, i = 1, 2.

Seja T um operador ortogonal em R"*! tal que T preserve orientacao, aplique II;

sobrejetivamente em I, e Tu; = us. Como
(v, u9) = (v, Tuy) = (T"v, uy)

entao (5.2) reduz-se a
(a*v + b*T'v, up) = 0.

Dai, T'II; = II;, caso contrario existiria um vetor v € II; tal que T & II; com
(a*v + b*T'v,uy) = 0, o que implica que a?v + b*T"v = v’ para algum v’ € II; e portanto
Tt € 11, contradicao. Se v € II; entdo 0 = (a®Tv + V*T'Tv,u1) = {(a*Tv + b?v,u;) =
a*(Tv,uy), e daf, também temos que TTl; = II; e entao II; = Ily e uy = uy ou uy = —u;.

Em qualquer caso, os fins sao paralelos.



Segue que a relagdo (5.2) reduz-se a (v,u;)(a® £ b*) = 0 e fazendo v = u; temos
a? & b* = 0 o que é possivel somente quando a? = b2, pois estamos supondo que a # 0 e
b # 0, o que implica que |a| = |b|. De (5.2) chegamos a uy = —uy, o que implica que T’
restrito a II; é um operador ortogonal que inverte orientagao.

Agora, para provar que os fins tém taxas de crescimento opostas, ou seja, tém o mesmo
valor absoluto com sinais opostos, suponhamos que as taxas sejam iguais. Dali, os dois fins
sao assintoticos a menos de uma constante, ou seja, a diferenca das expansoes no infinito
dos fins converge para uma constante, o que implica que existe um ponto de altura méaxima
ou de altura minima, e nesse ponto temos que o hiperplano tangente II encontra-se apenas
de um lado da hipersuperficie M, logo pelo teorema 3.5, temos que M tem uma vizinhanca
do ponto de altura maxima, por exemplo, contida em II. Seja B o conjunto dos pontos de
M que possuem uma vizinhanca em M contida em II. Claramente esse conjunto é aberto,
para provar que ele é fechado tome uma seqiiéncia z,, € B convergindo para um ponto x
e provemos que x € B. De fato, pois por continuidade II é o hiperplano tangente a M em
x e Il esta acima de M e novamente pelo teorema 3.5 temos que x possui uma vizinhanca
em M contida em II. Portanto a componente conexa de M que possui o ponto de altura
maxima coincide com II, assim como um dos fins, mas como os fins sao assintéticos a
menos de uma constante temos que os fins sao planos, o que é uma contradicao pois a
taxa de crescimento do plano é nula. I

Um ponto de uma hipersuperficie é flat se todas as curvaturas seccionais nesse ponto
sao nulas, o que é equivalente a dizer que o posto da aplicagao de Gauss é menor do que
2. Agora enunciaremos e demonstraremos o resultado final.

Teorema 5.2 As tnicas hipersuperficies mergulhadas completas com curvatura escalar
nula M"CR"!, livre de pontos flat, que sao regulares no infinito e tém dois fins, sao as
hipersuperficies de revolucao.

Demonstracao Note que se M é livre de pontos flat, entao Hs # 0 para todo ponto
p € M, caso contrario existiria um ponto p € M tal que o3(k) = o3(k) = 0, onde k é o
vetor curvatura principal de M em p, o que, pelo lema 2.4, implicaria que a aplicacao de
Gauss nesse ponto teria posto < 2 e dal todas as curvaturas seccionais seriam nulas, ou
seja, p seria um ponto flat. Logo pelo teorema 2.3, M é uma hipersuperficie eliptica ou



antieliptica.

Pelo lema 5.1 temos que a hipersuperficie tem dois fins paralelos com taxa de cresci-
mento opostas. Suponhamos que os fins sao graficos sobre o hiperplano horizontal 11, =
{(x,2p41) € R"™ | 2,11 = 0}. Fazendo uma translagao vertical, ou seja, na diregao do

€ixXo Xp41, Se necessario, podemos assumir que

u(x) = h(z) + O(RT*T);  w(x) — h(z) + O(R™T), (5.3)

onde,
h(z) = al|z]| 7" + a1, se n # 4;

h(z) =aln||z| + a1, se n = 4.

Note que se n = 3 ou 4 entao podemos considerar a > 0, a menos de renomear
as fungées u e v, pois de (5.3) temos que ou u(x) — 400 ou v(xr) — 400, quando
|z|]| — +o00. E quando n > 5, podemos considerar, sem perda de generalidade, a; > 0
e a < 0, pois temos que u(x) ou —v(x) convergindo para a;, quando [|z|| — +oo. Além
disso a hipersuperficie M é limitada por dois hiperplanos z,,; = a1 e T,41 = —ay, caso
contrario existiria um ponto de altura maxima ou minima p no interior de M, o que
implicaria que o hiperplano tangente a M em p seria horizontal com M abaixo ou acima.
Logo pelo corolério 3.2 temos que existe uma vizinhanca de p em M contida no hiperplano,
e isso contradiz o fato que M ¢ livre de pontos flat. Dai, se a; > 0 e a > 0 entao temos
que para ||z| muito grande

{c,z)

]| %

+ O(R_%) > aq,

u(z) = +a; +

n—4
]| 2

contradi¢ao. Portanto, se a; > 0 entao a < 0.

Mostremos inicialmente que M é simétrica em relagao a IIy. Como u(x) — 400 ou
u(z) — a; com u(x) < a; quando ||z|| — 400, entdo tomando ¢ > 0 suficientemente
pequeno, temos que se ||z|| for suficientemente grande entdo u(z) +v(z) = O(||z||~*2") <
2t, u(x) >t e v(r) < t, pois nesse caso v(x) — —oo ou v(x) — —a; com v(x) > —ay
quando ||z]| = 4+o0. Se V ={|lz]| <R} xRe B=MnNIV = {(v,2p41) € M | Tpy1 =
u(z) ou v(x) e ||z|| = R}, entdo By = {(z,u(x)) € M | ||z|| = R} e Bi- = {(z,v(x)) €



M | ||z|| = R} o que implica que temos B}, > B,-, pois 2t —u(x) > v(x), além disso segue
que tanto B+ quanto B;- sao graficos com declividade localmente limitada. Como M tem
dois fins regulares entdao M NV é compacto com (M NV) = M NOV, poisse p € MNV
entdao p € Int M NV, pois V é aberto e se p € M NOV entdo p € I(MNV) ja que T,M e
T,0V sao transversais, pois e,41 pertence a 7,0V mas nao pertence a T,,M. Portanto pelo
teorema 5.1 concluimos que (M NV);+ é também um grafico com declividade localmente
limitada e (M NV)5, > (M NV),-. Como R ¢ arbitrariamente grande, segue que M+
¢ um grafico com declividade limitada e M, > M,-, para qualquer ¢t > 0, além disso,
Mpy+ é um gréfico e M, > M-, caso contrdrio, usando o mesmo argumento usado na
demonstracao do teorema 5.1 para mostrar que o conjunto 7" era fechado, mostramos que
existe um aberto de M contido no plano, o que é uma contradi¢ao ja que todo ponto do

plano é flat.

Trocando x,,.; por —z,,;, podemos aplicar 0 mesmo argumento acima, com v’ =
—v > —u = u' e entdo 2t — v > v/, para obter que Mj. < My+, que é equivalente a

. < My-. Portanto My+ e My- sao graficos sobre Iy, com u(x) = —v(z) em todos os
pontos x para os quais u e v estejam definidos. Mas como M é completa, um argumento
de continuagao nos diz que Mj, = My-.

Mostremos agora que M é rotacionalmente simétrica, primeiro localizando o eixo ver-
tical de simetria.
Caso 1: Para n = 3 temos que u(r) = —v(z) e podemos supor que a > 0, com

L fer)

+O(R™3
F VAR e

Fazendo x = y + ( e usando o fato que,

(1—s)2=1+ gs +O(s?),

M

quando s — 0, temos que

{y,0) Hﬂllz)

T+ 31 = (ly + B2 (w1l + 20, 8) + 1813 )13 (1 NIRRT

Ld) IR
VTRV

3

O(R_2)7

= Vllyll +




da mesma forma

S S S 2%/ B O ] ey
Wrol VIl VT VT

(cy+B) (cy)  3leywB) 361*ey)
VIy+81E VIl 2 Vivl™ 4 VI’
(.B)  3(c.B)(:.B) 3|| (e, B

VIvE 2Vl \/HT

Oy + BII7H)O(lyl|~2).

O(R™ %),

e finalmente

Com isso, chegamos a seguinte expansao para u(y + ()

<C+aﬁ Y) 3

+O(R™ 2
\/IT Vil e

u(y + B) = a/lyll +a

Escolhendo (= —%c, e renomeando y como x podemos entao assumir que

= a/|[z] + a1 + || H+O<R ). (5-4)

Mostremos agora que o eixo vertical x4 é um eixo de simetria de M, mostrando que M
é simétrica com relacao a qualquer plano vertical contendo o eixo x4. Contudo, como a
expansao de u é invariante por uma rotagao de x, é suficiente mostrar que M é simétrica
com relacao ao hiperplano Iy = {(x1, 79,23, 24) € R* | 2; = 0}. Considere B = B! U
B? onde B' = M N {(z1,x9,23,74) € R* | 7y = —A} e B> = M N {(z1, 72,23, 74) €
R* | 24 = A} com A € R,. Para t € R considere IT; = {(z1,22,73,24) € R* | 21 =
t}. Mostremos que para A suficientemente grande teremos que B;+ é um gréfico com
declividade localmente limitada e que B}, > B;-, agora estamos considerando altura com
respeito ao hiperplano z; = 0. Analisaremos somente B? j4 que a analise para B! é
analoga.

De (5.4) temos que




para z; >t > 0 e ||z|| suficientemente grande, onde O(R~2) ¢ devido & definicio 5.3. Se
u(x) = A entao de (5.4) segue que

A—
= O(R ) = A= Vel + 2=+ O ) ==
edl ay/||]| a

que elevando-se ao quadrado temos

]

> 0,

A—a1

2
]| + 2% +ORY) = ( ) > 0= ||z]| + O(R™') = A= constante,

onde A = (%)2 —-2%,

Daf para A suficientemente grande todo ponto de B? tem ||z|| grande. De fato, dado
uma constante arbitraria K temos que M NV é compacto, onde V = {||z]| < K} X
R, pois a hipersuperficie tem dois fins regulares. Entao tome A maior que a altura
méxima de M NV, portanto se u(z) = A entdo |z| > K. Dal, B2 é um gréfico sobre
Ily para A suficientemente grande, pois a derivada de u em relacao a x; é positiva e
uma aplicacao do teorema da funcao implicita mostra que é localmente um grafico. E
para mostrar que é globalmente um grafico, basta mostrar que a projecao em relacao
a x1 ¢ injetiva. Suponha que nao seja, entdo existe dois pontos pertencente a BZ, da
forma (A, aq,- -+, an_1,u(N @) e (B,a1, -+, ap_1,u(A,a)) com 3 > A, e considere a
curva (t0 + (1 — )\, a1, -+ ,an_1,u(t)). Note que [[(t8 + (1 — N\, a1y, 1)]| >
min{[[(5, ay, -+ an-1)|| [[(A, o, - -+, 1) [}, logo

O:u(l)—u(O):/O d@;it))dt:/() (3 — A)g—udt>0

contradigao. Note que a normal n & B2 estd no plano Py = {(z,z4) € R* | 24 = A} e é

_Vu(z) _(=Vu(z),1)
V@]’ Ve 11

se encontra no mesmo plano vertical que 7. Portanto, B tem declividade localmente

dado por n = ( O), pois a normal a superficie é dada por N =

- . Ou .

limitada ja que e > 0 para x; >t e A suficientemente grande.
T

Além disso, temos que B? estd a uma certa distancia, que diminui a medida que A

aumenta, de uma esfera tridimensional de raio A centrado na origem em P,. Note que

se C' ¢é a esfera de raio A centrado na origem em Py, temos que a distancia de C}; a

C',- é maior ou igual & €(t) > 0. Segue que se A for suficientemente grande teremos que
2



B? > B2_. Mas como B%+ é um gréfico sobre Iy, entao segue que B > B2 N{(z,z4) €
R* |z, >2 £}. Logo B} > B{. e da mesma forma mostramos que B/} > B/_. Dai segue
que B, > B;-. Escolhendo 2 x R, do teorema 5.1, um cilindro adequado tal que as
curvaturas principais de {2 sejam todas maiores ou iguais a zero. Pelo teorema 5.1 temos
que (M N {(z,z4) € R [ |zg] < A}y > (M 0 {(z,24) € R | 2| < A})p- para A
suficientemente grande. Assim para qualquer ¢ > 0 temos que M}, > M;- e M+ é um
grafico, o que implica que My, > M;-. Podemos entao repetir o argumento com —; no
lugar de x; para obter que M- < Mg+ que é equivalente a M, < My-. Logo M, = M-
e entao fica provado o teorema para n = 3.

Caso 2: Para n =4 o argumento é andlogo ja que podemos supor a > 0 com

u(z) = aln |z +ay + <HCI|‘7|52> + O(||]| )

e fazer uma translacao para podermos considerar
u(z) = aln 2| +a + O(||lz[|7?),
e entao
8u2 . ary
Oy ||zl

para x1 >t e ||z|| suficientemente grande.

+O(|l=[I7%) >0

Além disso, se u(x) = A entdo aln ||z|| + a; + O(R™2) = A = In(||z[e® ) = Ao
o

= ||z]|ePF ) = et = C, como 2B =14+ O(R™?) segue que ||z|| = C + O(R™).
Caso 3: Para n > 5 o argumento também é analogo ao anterior, com uma pequena

diferenca.

Neste caso temos que

—v(x) = u(z) = H:cu% tay 190 L o)),

[Ed

Da mesma forma que anteriormente, podemos fazer uma translacao e considerar que

u(z) = W +ay+ O(|l]| %) (5:5)



Note que quando ||z|| — oo entao u(z) — a;. Entao podemos considerar, sem perda de
generalidade, que a; > 0. Além disso a hipersuperficie M ¢é limitada por dois hiperplanos
Tpi1 = Q1 € Tpap = —ay, €caso contrario existiria um ponto de altura maxima p no interior
de M o que implica que o hiperplano tangente a M em p é horizontal com M abaixo. Logo
pelo exemplo 3.2 temos que existe uma vizinhanca de p em M contida no hiperplano, que
contradiz o fato que M é livre de pontos flat.

Dai, como no caso 1, basta mostrar que M ¢é simétrica em relagao ao hiperplano vertical
{(z,2,41) € R"™ | z; = 0}. Entao para A < a; préximo de a; considere B = B' U B?,
onde B' = M N{(z,z,01) ER"™ |24y = —A} e B> = M N{(z,vp41) € R" | 2y = A}
com A € Ry. Para t € R seja II; = {(x,2,11) € R"™ | z; = t}. De (5.5) temos que

ou 4—n x;

=a
Dy 2 |z

LOR3) >0

n
2

para x1 >t > 0 e ||z|| suficientemente grande. Se u(z) = A de (5.5) segue que

+a, +OR ) =A= =A

n n—4 n A_
— +O(R3)|[z] "7 + O(R3)—2

i (i a

|

2 2

= (R + O(R %)) = A% = R(1 + O(R 5)R"T") s At
= R—AT"R(1— (14 O(R™%)R"z )7 =)

pelo teorema do valor médio

1-CR:R"T <(1+O(R%)R"T )™ <1+ CR2R"T = CR™>

n—4

2 )i < OR™?

=1-(1+0O(R2)R
R— Aitn < RCR2=CR™" = |z = Ai» + O(R™).

Daf para A suficientemente préximo de a; todo ponto de B? tem ||z|| suficientemente
grande. De fato, dado uma constante arbitraria K temos que M NV é compacto, onde
V = {]|z]| < K} x R, pois a hipersuperficie tem dois fins regulares. Portanto, M NV
atinge uma altura maxima que é menor que a;, pois a hipersuperficie esta limitada pelo
hiperplano z,,; = a;. Dali, tome A maior que a altura maxima e menor que a;, o que
implica que se u(x) = A entdo ||z|| > K. Logo, podemos fazer ||z|| suficientemente



grande tomando apenas A suficientemente préximo de a;. Logo, B7, é um gréfico sobre
ITy para A suficientemente préximo de a;. Note que a normal 7 & B2 estd no plano
Py = {(z,2,41) € R"™™ | 2,0, = A} e é dado por n = (—Vu(x),0), pois a normal
a superficie é dada por N = (—=Vu(z),+1) que se encontra no mesmo plano vertical

ou
que 7. Portanto, B tem declividade localmente limitada j& que — > 0 para x; >t

825‘1

e A suficientemente proximo de a;. Portanto, pelo mesmo processo usado no caso 1,
mostramos que B}, > B, tomando A suficientemente préximo de a; e mostramos que
M. = My-. Logo o teorema estd provado paran > 5. 1
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