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RESUMO

Em 1983, R. Schoen provou que as únicas hipersuperf́ıcies mı́nimas completas imersas em

Rn+1, com dois fins regulares, são o catenóide e pares de planos. Os métodos por ele utiliza-

dos levaram J. Hounie e M. L. Leite a provar um resultado análogo para hipersuperf́ıcies

com curvatura escalar nula, ver [6]. A principal diferença entre as demonstrações dos dois

teoremas, está no fato que a equação para a curvatura média nula sempre é eĺıptica, ao

contrário da equação para a curvatura escalar nula, que nem sempre é eĺıptica. Dáı, a

necessidade de hipóteses a mais na versão para a curvatura escalar, a saber que a terceira

função de curvatura não se anula. Neste trabalho apresentamos as ferramentas fundamen-

tais para provar o teorema de Hounie-Leite, que são o Prinćıpio do Máximo para equações

eĺıpticas, o Prinćıpio da Tangência para hipersuperf́ıcies com curvatura intermediária nula

e um prinćıpio de reflexão para hipersuperf́ıcie compactas com fronteira com curvatura

intermediária nula. Também apresentamos a demonstração do teorema de Hounie-Leite.

Palavras-chave: Hipersuperf́ıcie, Curvatura Escalar Nula, Prinćıpio da Tangência.
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ABSTRACT

In 1983, R. Schoen proved that the only complete immersed minimal hypersurfaces in Rn+1

with two regular ends are the catenoid and a pair of planes. The methods used by Schoen

led J. Hounie and M. L. Leite to prove a similar result for hypersurfaces with zero scalar

curvature. The main difference in the proof of the two theorems is in the fact that the

equation for zero mean curvature is always elliptic, which does not always happen for the

equation for zero scalar curvature. Hence the need for additional hypothesis in the version

for zero scalar curvature, namely that the next curvature function H3 does not vanish.

In this work we present the basic tools for proving the Hounie-Leite Theorem, namely

the Maximum Principle for elliptic equations, the Tangency Principle for hypersurfaces

with vanishing intermediate curvature and a reflection principle for hypersurfaces with

vanishing intermediate. We also present the proof of Hounie-Leite Theorem.

Keywords: Hypersurfaces, Zero Scalar Curvature, Tangency Principle.
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INTRODUÇÃO

Em 1983, R. Schoen [13] provou o seguinte teorema de unicidade

Teorema: As únicas hipersuperf́ıcies mı́nimas completas imersas em Rn+1, que

são regulares no infinito com dois fins, são o catenóide e pares de planos.

As técnicas por ele utilizadas, têm como base o Método de Reflexão de Alexandrov,

que foi o método utilizado por A. D. Alexandrov, em 1956, para demonstrar que uma

hipersuperf́ıcie mergulhada compacta com curvatura média constante é uma esfera. O

método consiste basicamente em mostrar que a hipersuperf́ıcie tem planos de simetria

em todas as direções dos eixos coordenados. O Prinćıpio da Tangência, que decorre do

Prinćıpio do Máximo para equações eĺıpticas, diz que não existem duas hipersuperf́ıcies

com curvatura média nula, H1 = 0, tangenciando-se em um ponto, estando uma acima

da outra, a menos que coincidam localmente pois uma hipersuperf́ıcie de curvatura média

constante, localmente, sempre pode ser escrita como um gráfico de uma função que é

solução da equação diferencial parcial eĺıptica quase linear H1 = 0. No contexto do

teorema de Schoen, a simetria é mostrada para todas as direções perpendiculares ao eixo

xn, bem como com relação ao plano horizontal xn = 0. Nesse contexto, em 1999, J. Hounie

e M. L. Leite mostraram um teorema análogo para hipersuperf́ıcies com curvatura escalar

nula

Teorema: As únicas hipersuperf́ıcies com curvatura escalar nula completa mer-

gulhada em Rn+1, livres de pontos flat, que são regulares no infinito com dois fins,

são as hipersuperf́ıcies de revolução.

No teorema de Hounie-Leite, hipóteses extras são necessárias. Isso ocorre devido ao

fato que uma solução da equação para a r−ésima curvatura nula, Hr = 0 com r > 1,
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nem sempre é eĺıptica, portanto temos que encontrar condições suficientes para que tal

solução seja eĺıptica, a saber que a próxima função de curvatura seja diferente de zero.

A demonstração do teorema de Hounie-Leite segue os passos percorridos por Schoen,

mostrando, inicialmente, que os fins são paralelos com taxa de crescimento opostas e,

a seguir, mostrando que a hipersuperf́ıcie é simétrica tanto em relação ao hiperplano

horizontal quanto em relação à qualquer hiperplano vertical que contém o eixo de rotação,

encontrado a priori.

O objetivo desse trabalho é apresentar a demonstração do teorema de Hounie-Leite

que encontra-se em [6]. As principais referências utilizadas foram [6], [7], [9] e [10].

No caṕıtulo 1 definimos a r−ésima função de curvatura Hr de uma hipersuperf́ıcie

e encontramos uma expressão para Hr de uma hipersuperf́ıcie dada por um gráfico de

alguma função.

O caṕıtulo 2 dedica-se aos polinômios hiperbólicos, que são peças fundamentais na

demonstração do Prinćıpio da Tangência para Hr = 0 com 1 < r < n, pois, a menos

de uma constante, a r−ésima curvatura é simplesmente a r−ésima função simétrica, que

é um polinômio hiperbólico, aplicada aos autovalores do operador de forma. Definimos

o que é uma raiz eĺıptica ou uma raiz antieĺıptica de σr como sendo uma raiz tal que a

próxima função simétrica aplicada nessa raiz é diferente de zero. É essa definição que

irá nos permitir garantir a elipticidade de Hr = 0 através de alguns resultados sobre a

elipticidade de uma raiz de σr que serão mostrados. Todos esses resultados podem ser

encontrados em [10].

No caṕıtulo 3 apresentamos o Prinćıpio da Tangência para hipersuperf́ıcies com Hr =

0, r > 1, que será usado no caṕıtulo final. Ao contrário da curvatura média, que é

eĺıptica com respeito à qualquer solução de H1 = 0 e de Hn = 0 que nunca é eĺıptica,

nem sempre uma solução de Hr = 0 é eĺıptica. Mostramos que a elipticidade de uma

solução de Hr = 0 com 1 < r < n extá extremamente relacionada com a elipticidade do

vetor curvatura como raiz de σr = 0, pois a matriz das derivadas segundas de Hr = 0 tem

como autovalores σr−1(k̂i). Para mostrar isso, usamos resultados sobre funções simétricas

estabelecidos no caṕıtulo 2.



No caṕıtulo 4, apresentamos a classificação feita por Leite em 1990 [9], de todas as

hipersuperf́ıcie rotacionais completas de Rn+1, e também apresentamos a expansão no

infinito de um gráfico rotacional escalar flat, que servirá como motivação para a definição

de um fim regular no infinito.

O resultado final encontra-se no caṕıtulo 5, que tráz também um prinćıpio de reflexão

para hipersuperf́ıcies compactas com fronteira e Hr = 0, principal ferramenta para a

demonstração do teorema de Hounie-Leite. Esse prinćıpio consiste em mostrar que, com

algumas condições, se qualquer hipersuperf́ıcie eĺıptica ou antieĺıptica compacta com fron-

teira mergulhada tem a r−ésima curvatura nula, então a parte da hipersuperf́ıcie que está

acima do hiperplano horizontal, M0+ , é um gráfico com declividade localmente limitada

e que a parte refletida, M∗
0+ , está acima da parte da hipersuperf́ıcie que está abaixo do

hiperplano horizontal. Além disso, encontramos a fórmula do fluxo de um ćırculo orien-

tado em um fim escalar flat, que deriva da importante propriedade de que qualquer função

altura h de uma hipersuperf́ıcie com Hr = 0, provada por Reilly [12], satisfaz a equação

div(Tr−1∇h) = 0, onde Tr−1 representa a (r − 1)−ésima Transformação de Newton. Essa

fórmula será usada para demonstrar que sob as hipóteses do teorema, a hipersuperf́ıcie

tem dois fins paralelos com taxas de crescimento opostas.



CAṔITULO 1

A GEOMETRIA DE UM GRÁFICO

1.1 Introdução

Neste caṕıtulo definimos a curvatura Hr de uma hipersuperf́ıcie, e logo em seguida

encontramos uma expressão para Hr de uma hipersuperf́ıcie que é dada por um gráfico

de alguma função.

1.2 Expressão para a r−ésima Curvatura

Definição 1.1 A curvatura Hr, 1 ≤ r ≤ n, de uma hipersuperf́ıcie M ⊂ Rn+1 com

normal unitária N e operador de forma B = −dN , é definida por

det(tI − B) = tn − nH1t
n−1 +

(
n

2

)
H2t

n−2 −
(

n

3

)
H3t

n−3 + · · ·+ (−1)nHn

Seja X : Ω ⊆ Rn → M uma parametrização de M numa vizinhança do ponto p.

Considere a base de TpM associada a essa parametrização, {X1, · · · , Xn}. Seja α(t) =

X(x1(t), . . . , xn(t)) uma curva em M , com α(0) = p, dáı segue que

dNp(α
′(0)) = dNp

(
n∑

i=1

x′
i(0)Xi

)
d

dt
N(x1(t), . . . , xn(t))|t=0 =

n∑

i=1

Nix
′
i(0)

em particular dNp(Xi) = Ni e como 〈N, Xi〉 = 0 então

〈Nj , Xi〉 + 〈N, Xij〉 = 0 ⇒

〈Nj, Xi〉 = −〈N, Xij〉 = −〈N, Xji〉 = 〈Ni, Xj〉 (.)
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Dáı decorre que a transformação linear Bp = −dNp : TpM → TpM é simétrica com

respeito à primeira forma fundamental Ip, que é definida como a restrição do produto

interno Euclidiano em Rn+1 ao espaço tangente TpM .

A segunda forma fundamental IIp é a forma quadrática associada ao operador de

forma, isto é, IIp(v) = Ip(v, Bp(v)), v ∈ TpM , e as curvaturas principais de M em p são

os autovalores k1, . . . , kn de Bp.

Como Ni ∈ TpM , podemos escrever

Ni =

n∑

j=1

ajiXj ⇒ [dN ] = (aij), i, j = 1, . . . , n.

A segunda forma fundamental na base {X1, . . . , Xn} é dada por

IIp(α
′) = −〈dN(α′), α′〉 − 〈

n∑

i=1

Nix
′
i,

n∑

j=1

x′
jXj〉 = −

n∑

i,j=1

x′
ix

′
j〈Ni, Xj〉 =

n∑

i,j=1

x′
ix

′
jcij

onde cij = −〈Ni, Xj〉. Por (.) temos que cij = cji, o que implica que [II] = (cij).

Portanto,

−cij = 〈Ni, Xj〉〈
n∑

k=1

∂

∂xk

aki, Xj〉 =
n∑

k=1

aki〈
∂

∂xk

, Xj〉 =
n∑

k=1

akidkj

onde [I] = (dij).

Logo, [B] = [I]−1 × [II], onde [I] e [II] são, respectivamente, a matriz da primeira e

da segunda forma fundamental.

A r-ésima curvatura, ver [5], é dada por

(
n

r

)
Hr =

∑

|J |=r

det([B]J ) (.)

onde |J | = r diz que J = {j1, . . . , jr} é um conjunto de r ı́ndices tais que 1 ≤ j1 < · · · <

jr ≤ n e [B]J denota a submatrix principal r × r de [B] com linhas e colunas indexadas

por J . Em particular, Hr é homogêneo de grau r nas entradas {bij} de [B].



Logo, temos que

(
n

r

)
Hr(p) =

∑

j1<···<jr

kj1 · · ·kjr
= σr(k1, . . . , kn) (.)

onde k1, . . . , kn denota os autovalores da matrix [Bp] e σr a função simétrica de ordem r

de Rn.

Se trocarmos a normal N somente as curvaturas Hr com r ı́mpar mudarão de sinal.

A escolha da constante

(
n

r

)
foi feita para que a esfera unitária com normal apontando

para dentro tenha Hr = 1 para todo r = 1, . . . , n.

Expressemos Hr localmente. Como toda hipersuperf́ıce é localmente um gráfico de uma

função C∞, então considere uma hipersuperf́ıcie dada pelo gráfico = {(x, u(x)) | x ∈ Ω ⊆
Rn} em Rn+1, que denotaremos por graf(u). Considere a normal ao gráfico apontando

para cima N(x) = 1
W (x)

(−∇u(x), 1) onde ∇u = (u1 . . . , un) ∈ Rn e W 2 = 1 + ‖∇u‖2.

Considere a base B = {Xi = (ei, ui(x)), i = 1, . . . , n} do espaço tangente TpM .

Com respeito a essa base temos

[I]ij = 〈Xi, Xj〉 = δij + uiuj ⇒ [I]−1
ij = δij −

uiuj

W 2

e para a matriz [II] segue de 〈N, Xi〉 = 0 que

[II]ij =
uij

W

Logo [B] = [I]−1 × [II] é dado por

W 3[B] = W 2[uij] − [uicj] (.)

onde cj =

n∑

i=1

uiuij.

O lema a seguir, cuja demonstração pode ser encontrada em [5], será a principal

ferramenta para a demonstração da proposição 1.1 que foi provada por M. L. Leite. e

pode ser encontrada em [10].



Lema 1.1 O polinômio Q(t) = det(R − tS), onde R e S são matrizes arbitrárias, pode

ser escrito como uma soma de determinantes. O termo independente de Q(t) é det(R). O

coeficiente de (−t)j é a soma de determinantes obtidos pela substituição na matriz R de

quaisquer j colunas pelas correspondentes colunas da matriz S.

Proposição 1.1 A r−ésima curvatura Hr, 1 ≤ r ≤ n, do graf(u) ⊂ Rn+1 satisfaz

(
n

r

)
W r+2Hr =

∑

j1<···<jr

(W 2 − u2
j1
− · · · − u2

jr
)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uj1j1 uj1j2 · · · uj1jr

uj1j2 uj2j2 · · · uj2jr

...
...

. . . · · ·
uj1jr

uj2jr
· · · ujrjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2
∑

i<k

uiuk




∑

j2 < · · · < jr

j2, . . . , jr 6= i, k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uik uij2 · · · uijr

uj2k uj2j2 · · · uj2jr

...
...

. . .
...

ujrk ujrj2 · · · ujrjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




onde W 2 = 1 + u2
1 + · · · + u2

n.

Demonstração Usaremos (.) para calcular Hr. Se r = 1 é imediato de (.) que

nW 3H1 =
∑

j

(W 2ujj − ujcj)
∑

j

(W 2ujj − uj(u1u1j + · · · + ununj))

⇒
(

n

1

)
W 3H1 =

∑

j

(W 2 − u2
j)ujj − 2

∑

i<j

uiujuij

Para demonstrar o caso r > 1, aplicaremos o lema 1.1 com t = W 2, Rij = uicj , e

Sij = uij para calcular o det([B]J ). De (.) temos que

−W 3[bij ] = [uicj ] − W 2[uij]. (.)

Observe que todas as colunas de R são múltiplas de [u1 u2 . . . un], pois a coluna j de

R é [u1cj u2cj . . . uncj] = cj[u1 u2 . . . un]. Dáı, o determinante da matriz encontrada



pela substituição de qualquer j colunas da submatriz RJ , com |J | = r, pelas correspon-

dentes colunas da submatriz SJ , é zero quando pelo menos duas colunas de RJ não são

substitúıdas. Segue então que o coeficiente de (−t)j no determinante det(RJ −tSJ ) anula-

se, exceto quando j = r ou j = r − 1, pois para j = r trocam-se todas as colunas e para

j = r − 1 trocam-se todas menos uma. Portanto, de (.), temos que se J = {1, . . . , r},
por exemplo, então

(−W 3)r det BJ =

∣∣∣∣∣∣




u1c1 · · · u1cr

...
. . .

...
urc1 · · · urcr


− W 2




u11 · · · u1r

...
. . .

...
ur1 · · · urr



∣∣∣∣∣∣
= (−W 2)r

∣∣∣∣∣∣

u11 · · · u1r

...
. . .

...
ur1 · · · urr

∣∣∣∣∣∣

+(−W 2)r−1


c1

∣∣∣∣∣∣∣

u1 u12 · · · u1r

...
...

. . .
...

ur ur2 · · · urr

∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+ cr

∣∣∣∣∣∣∣

u11 · · · u1,r−1 u1
...

. . .
...

...
ur1 · · · ur,r−1 ur

∣∣∣∣∣∣∣


 . (.)

O coeficiente de (−W 2)r−1 é igual a

r∑

j=1

cj detAj =

r∑

j,i=1

n∑

k=1

ukuiukj∆ij =

r∑

i=1


∑

k∈J

ukui

r∑

j=1

ukj∆ij +
∑

k 6∈J

ukui

r∑

j=1

ukj∆ij


 (.)

onde Ai é o i−ésimo determinante que aparece no coeficiente de (−W 2)r−1 em (.) e

∆ij é o i, j cofator de SJ . O fator
r∑

j=1

ukj∆ij (.)

é o determinante da submatriz SJ com a i−ésima linha substitúıda por [uk1 . . . ukr], por-

tanto se k ∈ J então (.) é igual a zero ou det SJ , dependendo se k 6= i ou k = i,

respectivamente. Dáı, segue que (.) é igual a

∑

i∈J

u2
i det SJ +

∑

i∈J, k 6∈J

uiuk

∑

j∈J

ukj∆ij .

Dividindo (.) por (−1)rW 2(r−1), obtemos que

W r+2 det BJ =

(
W 2 −

∑

j∈J

u2
j

)
det SJ −

∑

i∈J, k 6∈J

uiuk

∑

j∈J

ukj∆ij



para qualquer conjunto de ı́ndice J de medida r. A soma sobre |J | = r é igual a

(
n

r

)
W r+2Hr =

∑

J

(
W 2 −

∑

j∈J

u2
j

)
det SJ −

∑

J

∑

i∈J, k 6∈J

uiuk

∑

j∈J

ukj∆ij (.)

Note que o fator
∑

j∈J

ukj∆ij da igualdade acima é exatamente igual ao determinante

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uik uij2 · · · uijr

uj2k uj2j2 · · · uj2jr

...
...

. . .
...

ujrk ujrj2 · · · ujrjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

onde J = {j2, . . . , jr} ∪ {i}, e além disso, que esse determinante permanece o mesmo se

permutamos i e k, o que implica que ele aparece duas vezes no segundo termo de (.).

Portanto,

∑

J

∑

i∈J, k 6∈J

uiuk

∑

j∈J

ukj∆ij =
∑

J

∑

i∈J, k 6∈J

uiuk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uik uij2 · · · uijr

uj2k uj2j2 · · · uj2jr

...
...

. . .
...

ujrk ujrj2 · · · ujrjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2
∑

i<k

uiuk




∑

j2 < · · · < jr

j2, . . . , jr 6= i, k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uik uij2 · · · uijr

uj2k uj2j2 · · · uj2jr

...
...

. . .
...

ujrk ujrj2 · · · ujrjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




É com essa fórmula, para a r−ésima curvatura de uma hipersuperf́ıcie dada por um

gráfico de uma função, que iremos estabelecer o Prinćıpio do Máximo para hipersuperf́ıcie

com curvatura escalar nula, 1 < r < n.



CAṔITULO 2

RÁIZES EĹIPTICAS DAS FUNÇÕES SIMÉTRICAS

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresentamos alguns resultados e demonstrações extráıdos de [1], [4] e

[10].

Na segunda seção definimos polinômios hiperbólicos e mostramos que as funções

simétricas de Rn são polinômios hiperbólicos. Como mostra (.) a curvatura Hr(p) é

essencialmente a r−ésima função simétrica σr aplicada nas curvaturas principais, é essa

forte relação, junto com os resultados deste caṕıtulo, que será usada no caṕıtulo 3 para a

demonstração do Prinćıpio da Tangência. A seguir, nas seções 3 e 4, definimos o cone e as

folhas de um polinômio hiperbólico para logo em seguida apresentar alguns resultados. Na

seção 5 mostramos algumas condições sobre as ráızes de uma função simétrica para que

ela seja eĺıptica ou antieĺıptica, bem como algumas propriedades de ráızes de polinômios

hiperbólicos.

2.2 Polinômios Hiperbólicos

Definição 2.1 Seja P = P (x) um polinômio homogêneo de grau m > 0 em n variáveis

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, e seja a = (a1, . . . , an) ∈ Rn − {0}. Dizemos que P é hiperbólico

com respeito a a, ou simplesmente, que P é a−hiperbólico, se a equação P (sa + x) = 0

tem m zeros reais para todo x ∈ Rn.

Geometricamente, isto diz que qualquer reta em Rn com a direção de a encontra a

hipersuperf́ıcie M = {x ∈ Rn | P (x) = 0} em m pontos reais.
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Se P é a−hiperbólico, então

P (sa + x) = P (a)

m∏

i=1

(s + λk(a, x)), λk ∈ R, λ1(a, x) ≤ · · · ≤ λm(a, x). (.)

Os λ
′s
k assim definidos são funções de Rn em R cont́ınuas, como podemos ver em [1].

Observação 2.1 Note que, diretamente da definição, quando um polinômio P é a−hiperbólico,

então P (x)
P (a)

é real sempre que x é real. Assim um polinômio hiperbólico é essencialmente

real, e podemos, sem perda de generalidade, nos restringir a polinômios reais tais que

P (a) = 1.

Propriedade 2.1 Os λ
′s
k definidos em (.) têm as seguintes propriedades:

(i) λk(a, tx + sa) = tλk(a, x) + s; t, s ∈ R;

(ii) λk(ta, x) = 1
t
λk(a, x); t ∈ R − {0}.

Lema 2.1 Se P é um polinômio homogêneo de grau m > 1 e a−hiperbólico, então

Q(x) =
∑

ak

∂P

∂xk

(x)

é homogêneo de grau m − 1 e a−hiperbólico.

Proposição 2.1 Se P é um polinômio real homogêneo de grau m e a−hiperbólico, então

os polinômios Pj dados por

P (sa + x) =

m∑

j=1

Pj(x)sm−j + P (a)sm, (.)

são homogêneos de grau j e hiperbólicos a.

Esses resultados e suas demonstrações podem ser encontrados em [1] e [4].

Exemplo 2.1 Considere a r−ésima função simétrica σr definida por

σr(x1, . . . , xn) =
∑

i1<···<ir

xi1 . . . xir , 1 ≤ r ≤ n.



Se σn(a) 6= 0 então σn é a−hiperbólico. Para a = (1, . . . , 1) temos

σn(sa + x) = (s + x1) . . . (s + xn) =

n∑

j=1

σj(x)sn−j + sn.

Portanto pela proposição 2.1 temos que as funções simétricas σr são hiperbólicas com

respeito a a = (1, . . . , 1).

Daqui por diante, sempre que considerarmos que a r−ésima função simétrica é a−hiperbólica,

estaremos considerando a = (1, . . . , 1).

2.3 O Cone

Segue diretamente da propriedade 2.1 que se o polinômio P é a−hiperbólico, então ele

é hiperbólico com respeito a qualquer múltiplo de a. Além disso o conjunto dos pontos

onde P é hiperbólico é um conjunto aberto de Rn.

Definição 2.2 Definimos o cone de a com respeito ao polinômio P por

C(P, a) = {x ∈ R
n|P (ta + x) 6= 0, t ≥ 0}

Segue de (.) uma definição equivalente do cone, C(P, a) = {x ∈ Rn|λ1(a, x) > 0}.

O motivo de chamarmos esse conjunto de cone está na propriedade 2.1, pois λ1(a, tx) =

tλ1(a, x), t > 0, o que implica que se x ∈ C(P, a) então a semi reta {tx ∈ Rn | t > 0} ∈
C(P, a).

Pelo lema 2.1 temos que se P é a−hiperbólico então Q(x) = 〈∇P (x), a〉 também é.

Dáı se x ∈ C(P, a), então todos os zeros de P (sa + x) são negativos assim como os zeros

de sua derivada Q(sa + x) = 〈∇P (sa + x), a〉 o que implica que C(P, a) ⊂ C(Q, a).

Exemplo 2.2 Como

σr(x) = σr(x̂i) + xiσr−1(x̂i) ⇒
∂σr

∂xi

(x) = σr−1(x̂i),



onde a notação x̂i diz que x̂i ∈ Rn−1 e é obtido de x excluindo a i−ésima coordenada,

então

d
ds

σj+1(x + sa) = 〈∇σj+1(x + sa), a〉

=

n∑

i=1

σj((x̂ + sa)i) = (n − j)σj(x + sa), x ∈ R
n, s ∈ R, j = 0, . . . , n − 1

(.)

e dáı

C(σn) ⊂ C(σn−1) ⊂ · · · ⊂ C(σ1). (.)

Em R3, o cone de a = (1, 1, 1) com respeito a σ1, σ2 e σ3 são os seguintes: C(σ1, a) :

x + y + z > 0, pois λ1(a, p) = σ1(p)
3

, o semi-cone de revolução C(σ2, a) : {xy + xz + yz >

0} ∩ C(a, σ1), expresso por 2s2 − (t2 + u2) > 0 em coordenadas ortogonais, com s > 0

coordenada de (1, 1, 1) e (t, u) no plano x + y + z = 0, e o octante positivo C(σ3, a) :

{(x, y, z) ∈ R3 | x > 0, y > 0 e z > 0}.

Teorema 2.1 (Desigualdade de G̊arding) As ráızes do polinômio P (sa + x) satisfazem a

seguinte desigualdade:

λk(x + c) > λk(x), ∀c ∈ C, x ∈ R
n, k = 1, . . . , m.

A demonstração desse teorema não é imediata e pode ser encontrada em [4].

2.4 As Folhas

Pelo que já foi visto até agora é posśıvel mostrar que, se b ∈ C(P, a), então P é

b−hiperbólico e C(P, a) = C(P, b). A demonstração desse fato pode ser encontrada

em [1] e os resultados desta seção em [10]. Portanto, a partir de agora consideraremos

a = (1, . . . , 1) e omitiremos a ou P da notação C(P, a) e λk(a, x), usando simplesmente

C ou C(a) e λk(x).

Como já foi observado anteriormente, se P é um polinômio a−hiperbólico de grau m

então qualquer reta paralela ao vetor a intersecta o conjunto P = 0 em exatamente m

pontos (contando com multiplicidade). O que implica que o conjunto P = 0 é a união de



m folhas

Zj = {y − λj(y)a | y ∈ Π}, j = 1, . . . , m,

onde Π denota o hiperplano passando pela origem ortogonal a a.

Uma definição equivalente da folha é

Zj = {x ∈ R
n | λj(x) = 0}.

De fato, pois usando a propriedade 2.1 temos

λj(y − λj(y)a) = λj(y) − λj(y) = 0

e, reciprocamente, se λj(a, x) = 0, então escreva x na forma x = ta + y, onde y pertence

ao hiperplano ortogonal ao vetor a que passa pela origem. Dáı

λj(x) = λj(ta + y) = λj(y) + t = 0 ⇒ t = −λj(y) ⇒ x = y − λj(y)a com y ∈ Π.

Note que as folhas são independentes da escolha do ponto a ∈ C escolhido e então

podemos ordená-las como Z1 ≥ · · · ≥ Zm de acordo com −λ1 ≥ · · · ≥ −λm.

Chamaremos de cone positivo aberto de Rn ao conjunto

Γ = {x ∈ R
n | xi > 0, ∀i = 1, . . . , n}.

Teorema 2.2 Seja k uma raiz de um polinômio real P a−hiperbólico de grau m > 0 em

Rn.

(i) Se k ∈ Z1, então P (k + c) > 0, ∀c ∈ C.

(ii) Se k 6∈ Z1 então existe ǫ > 0 tal que (−1)i−1P (k + c) > 0, ∀c ∈ C com ‖c‖ < ǫ,

onde i = min{1, . . . , m} tal que k ∈ Zi.

Demonstração (i) Se k = 0 então P (c) =

m∏

j=1

λj(c) > 0, ∀c ∈ C.



Se k 6= 0 então como k ∈ Z1 podemos escrever k = y − λ1(y)a para um único y ∈ Π,

o que implica que

P (k + c) = P (y + c − λ1(y)a) =

m∏

j=1

(−λ1(y) + λj(y + c)). (.)

Segue do teorema 2.1 e de λ1(y) ≤ · · · ≤ λm(y) que

λj(y + c) > λj(y) ≥ λ1(y), ∀j ≥ 1.

Logo P (k + c) > 0, ∀c ∈ C.

(ii) Seja i = min{1, . . . , m} tal que k ∈ Zi. Como k 6∈ Z1 então i 6= 1 e para j < i temos

que λj(y) < λi(y) e por continuidade de λj existe ǫj > 0 tal que λj(y+c) < λi(y), ∀c ∈ Rn

com ‖c‖ < ǫj . Da mesma forma que (.) encontramos

P (k + c) =

m∏

j=1

(−λi(y) + λj(y + c)).

e

λj(y + c) > λi(y), ∀j ≥ i.

Tome então ǫ = min{ǫj | j < i}, e obtém-se que

(−1)i−1P (k + c) > 0, ∀c ∈ C com ‖c‖ < ǫ.

Corolário 2.1 Seja k uma raiz de um polinômio hiperbólico tal que o cone Γ seja um

subconjunto do cone C. Se Zi é a maior folha que contém k então (−1)i−1∇P (k) ∈ Γ.

Demonstração Seja x ∈ Γ. Tome uma seqüência cn ∈ C tal que cn → x. Do teorema 2.2

tem-se que (−1)i−1P (k + tcn) > 0, ∀t > 0 tal que ‖tcn‖ < ǫ. Como P (k) = 0 então numa

vizinhança de t = 0 temos que (−1)i−1P (k + tcn) é crescente, já que P é um polinômio,

portanto (−1)i−1∇〈P (k + tcn), cn〉 > 0 o que implica que

(−1)i−1〈∇P (k), x〉 ≥ 0, ∀x ∈ Γ.

Como ej ∈ Γ, segue que (−1)i−1∇P (k) ∈ Γ.



2.5 Condição para a Elipticidade

Nesta seção o foco principal dos resultados serão as funções simétricas, que como foi

mostrado anteriormente, são polinômios hiperbólicos. O primeiro passo é definir uma

classe de ráızes desses polinômios que possuam uma propriedade em especial, e a partir

dáı demonstrar uma série de resultados que serão utilizados na próxima seção. A maior

parte dos resultados desta seção foi demonstrado por Leite e pode ser encontrado em [7]

e com maiores detalhes em [10].

Definição 2.3 Para um dado r, 1 < r < n, dizemos que k ∈ Rn é uma raiz eĺıptica

do polinômio σr = 0 se σr−1(k̂i) > 0, ∀i = 1, . . . , n, e antieĺıptica se σr−1(k̂i) < 0,

∀i = 1, . . . , n.

Se k é uma raiz eĺıptica de σr = 0, então −k é também uma raiz, que é eĺıptica ou

antieĺıptica, dependendo se r for par ou ı́mpar, respectivamente.

Lema 2.2 Se diag(k1, . . . , kn) tem posto < r, então σr(k) = 0. Além disso, k não é

eĺıptico nem antieĺıptico.

Demonstração Se k tem no máximo r − 1 coordenadas diferentes de zero, então cada

termo de σr(k) anula-se e então σr(k) = 0. Se k = 0 claramente não é eĺıptico nem

antieĺıptico, pois σr−1(k̂i) = 0, ∀i. Se k 6= 0, escolha i tal que ki 6= 0, o que implica que

diag(k1, . . . , ki−1, ki+1, . . . , kn) tem posto < r − 1. Logo σr−1(k̂i) = 0 e k não é eĺıptico

nem antieĺıptico.

Lema 2.3 Se σr(k) = 0 então os σr−1(k̂i) ou são todos ≤ 0 ou ≥ 0, para todo 1 ≤ i ≤ n.

Demonstração É uma aplicação direta do corolário 2.1, pois σr−1(k̂i) = ∂σr

∂ki
.

Observe que o lema não está dizendo que toda raiz de σr é eĺıptica ou antieĺıptica,

pois podemos ter σr−1(k̂i) = 0.

Lema 2.4 Se σr(k) = σr−1(k) = 0 então diag(k1, . . . , kn) tem posto < r − 1.



Demonstração Façamos a demonstração por indução em r ≥ 2.

(i) Se r = 2 então σ1(k) = σ2(k) = 0 implica que k = 0, pois

0 = σ1(k)2 = k2
1 + · · ·+ k2

n + 2σ2(k) = ‖k‖2.

(ii) Suponha verdade para r − 1, r > 2, e mostremos para r.

Se σr(k) = σr−1(k) = 0, então ∀i = 1, . . . , n temos

0 = σr(k) = σr(k̂i) + kiσr−1(k̂i), (.)

0 = σr−1(k) = σr−1(k̂i) + kiσr−2(k̂i), (.)

que resulta em

σr(k̂i) = −kiσr−1(k̂i) = k2
i σr−2(k̂i).

Portanto,
n∑

i=1

k2
i σr−2(k̂i) =

n∑

i=1

σr(k̂i) = (n − r)σr(k) = 0.

Pelo lema 2.3, todos os σr−2(k̂i) têm o mesmo sinal, e então k2
i σr−2(k̂i) = 0, ∀i =

1, . . . , n. Se existe i tal que ki 6= 0, então σr−2(k̂i) = 0 e (.) é reduzido a σr−1(k̂i) = 0.

Portanto σr−1(k̂i) = σr−2(k̂i) = 0. Segue da hipótese de indução que diag(k1, . . . , ki−1, ki+1, . . . , kn)

tem posto < r − 2, dáı diag(k1, . . . , kn) tem posto < r − 1.

Lema 2.5 Seja σr(k) = 0, para algum 1 < r < n. Se diag(k1, . . . , kn) tem posto > r,

então σr−1(k̂i) 6= 0, ∀i.

Demonstração Suponha que σr−1(k̂i) = 0, para algum i. Então (.) implica que

σr(k̂i) = 0 e então pelo lema 2.4 temos que diag(k1, . . . , ki−1, ki+1, . . . , kn) tem posto

< r − 1, assim diag(k1, . . . , kn) tem posto < r, contradição.

Teorema 2.3 Seja k uma raiz de σr = 0, para algum 1 < r < n. As seguintes afirmações

são equivalentes:

(a) k é eĺıptica ou antieĺıptica;



(b) σr+1(k) 6= 0;

(c) a matriz diag(k1, . . . , kn) tem posto > r.

Demonstração (a) ⇒ (b) Suponha por contradição que (b) não é verdade, isto é,

σr+1(k) = σr(k) = 0. Do lema 2.4 temos diag(k1, . . . , kn) tem posto < r e pelo lema 2.2,

k não é eĺıptico nem antieĺıptico, que contradiz (a).

(b) ⇒ (c) Contrapositiva da primeira parte do lema 2.2.

(c) ⇒ (a) É imediato do lema 2.5 que σr−1(k̂i) 6= 0, ∀i, e do lema 2.3 que eles têm

o mesmo sinal. Logo k é eĺıptico ou antieĺıptico.

Uma observação importante a fazer é que se k é uma ráız eĺıptica de σr(k) = 0 então

σr+1(k) < 0 e se for uma ráız antieĺıptica então σr+1(k) > 0. De fato, pois de (.) temos

que σr(k̂i) = −kiσr−1(k̂i) e então

0 6= σr+1(k) = σr+1(k̂i) + kiσr(k̂i) = σr+1(k̂i) − k2
i σr−1(k̂i)

⇒ nσr+1(k) =

n∑

i=1

σr+1(k)

n∑

i=1

σr+1(k̂i) −
n∑

i=1

k2
i σr−1(k̂i)

= (n − r − 1)σr+1(k) −
n∑

i=1

k2
i σr−1(k̂i) ⇒ (r + 1)σr+1(k) = −

n∑

i=1

k2
i σr−1(k̂i) 6= 0.

Logo, σr+1(k) > 0 se k é uma raiz antieĺıptica de σr = 0 e σr+1(k) < 0 se k é uma raiz

eĺıptica de σr = 0.

Lema 2.6 Seja P um polinômio hiperbólico com cone C. Suponha que k e k′ são ráızes

distintas de P (x) = 0 pertencentes a uma mesma folha Zi, com k − k′ ∈ C. Então

k − k′ ∈ ∂C e P anula-se no segmento de reta determinado por k e k′.

Demonstração Suponha por contradição que k − k′ ∈ C, então pelo teorema 2.1 temos

que

λi(k) = λi(k
′ + (k − k′)) > λi(k

′) = 0



contradizendo k ∈ Zi. Logo k − k′ ∈ ∂C.

Seja agora cn ∈ C tal que lim
n→∞

cn = k − k′. Pelo teorema 2.1 e pelo fato que C é um

cone, obtemos que

0 = λi(k
′) < λi(k

′ + tcn) = λ(k′ + cn + (1 − t)cn) < λi(k
′ + cn) → λi(k) = 0, ∀t ∈ (0, 1).

Portanto, λi(k
′ + t(k − k′)) = 0 o que implica que k′ + t(k − k′) ∈ Zi, ∀t ∈ [0, 1]. Dáı

P (k′ + t(k − k′)) = P (a)
m∏

i=1

λi(k
′ + t(k − k′)) = 0

Proposição 2.2 Sejam k e k′ ráızes na mesma folha Zi de σr = 0, 1 < r < n, com

k − k′ ∈ Γ. Se k ou k′ é eĺıptica, ou antieĺıptica, então k = k′.

Demonstração Observe que

σr(k) = kiσr−1(k̂i) + σr(k̂i) ⇒
∂σr

∂ki

= σr−1(k̂i), ∀i = 1, . . . , n. (.)

Assim, se k é eĺıptico, então ∇σr(k) ∈ Γ. Pelo lema 2.6, temos que σr(k+t(k′−k)) = 0,

resultando em 〈∇σr(k), k− k′〉 = 0, com ∇σr(k) ∈ Γ e k − k′ ∈ Γ, que é posśıvel somente

quando k − k′ = 0.

Se k′ é eĺıptico temos σr(k
′+t(k−k′)) = 0 e segue-se da mesma forma que anteriormente

que k = k′.

Se uma das ráızes é antieĺıptica a prova é análoga.

Proposição 2.3 Seja k uma raiz de σr = 0, 1 < r < n, e seja Z1 a maior folha de σr = 0.

Então

(i) k ∈ Z1 ⇔ σj(k) ≥ 0, ∀j = 1, . . . , r − 1.

(ii) k ∈ Z1 ⇒ σr+1(k) ≤ 0.



(iii) k ∈ Z1 e é uma raiz eĺıptica de σr = 0 ⇔ σr+1(k) < 0 < σj(k), ∀j = 1, . . . , r − 1.

Demonstração (i) (⇒) Se k ∈ Z1 então existe um único y ∈ Π tal que k = y − λ1(y)a,

onde Π é o hiperplano que passa pela origem que é ortogonal a a = (1, . . . , 1). Se y = 0

então k = 0, pois λ1(0) = 0 e dáı σj(0) = 0, ∀j = 1, . . . , n. Suponhamos, então, que

y 6= 0.

O polinômio σj(y + sa), s ∈ R, tem j ráızes reais, pois, como foi mostrado anteri-

ormente, as funções simétricas são polinômios hiperbólicos, e o coeficiente do termo de

maior grau é σj(a) que é positivo. Portanto existe um número real sj tal que sj é a maior

raiz de σj(y + sa) = 0, j = 1, . . . , n e o polinômio é positivo e estritamente crescente

em (sj , +∞), caso contrário existiria pelo menos um ponto de mı́nimo local e outro de

máximo local, e então a derivada de σj(y + sa) teria mais que j +1 ráızes, que é absurdo,

pois ela possui no máximo j − 1 ráızes distintas.

Temos de (.) que

d

ds
σj+1(y + sa) = (n − j)σj(y + sa), y ∈ R

n, s ∈ R, j = 0, . . . , n − 1. (.)

Dáı,
d

ds
σj+1(y + sa) |s=sj

= (n − j)σj(y + sja) = 0

e

d2

ds2
σj+1(y + sa) |s=sj

= (n − j)
d

ds
σj(y + sa) |s=sj

= (n − j)(n − j + 1)σj−1(y + sja) ≥ 0

já que σj(y + sa) é estritamente crescente em (sj,∞). Se a derivada acima for positiva

então sj é o maior ponto de mı́nimo de σj+1(y + sa). Portanto, sendo sj o maior ponto

de mı́nimo e sj+1 a maior ráız de σj+1(y + sa) então segue da definição de sj que

σj+1(y + sja) ≤ 0 e sj+1 ≥ sj , ∀j ≤ n − 1. (.)

Porém, se a derivada for nula então σj(y + sja) = σj−1(y + sja) = 0, o que implica,

pelo lema 2.4, que o ponto y + sja tem no máximo j − 2 coordenadas não nulas, dáı

σj+1(y + sja) = 0. Portanto, (.) é válido em qualquer caso.



Logo se i ≤ n − j então sj+i ≥ sj implica que σj(y + sj+ia) ≥ σj(y + sja) = 0, pois

σj(y + sa) é crescente em (sj,∞).

Pela definição de sr, temos que sr = −λ1(y), então

σj(k) = σj(y + sra) ≥ 0, j ≤ r − 1,

provando um lado de (i).

(⇐) Inicialmente, observe que pelo fato de y pertencer à um hiperplano ortogonal ao

vetor a temos σ1(y) = 〈y, a〉 = 0, o que implica que σ1(y + sa) = σ1(y) + sσ1(a) = ns e

portanto s1 = 0 e sj ≥ 0, ∀j = 1, . . . , n, por (.).

Seja k uma raiz de σr satisfazendo σj(k) ≥ 0, ∀j = 1, . . . , r−1 e escreva k = y+ta, y ∈
Π. Mostraremos que t é a maior raiz de σr(y + sa), s ∈ R e k ∈ Z1.

Como σj(y + sa) > 0 em (sj ,∞), segue de (.) que σj+1(y + sa) é estritamente cres-

cente em [sj ,∞). Provemos por indução que t ≥ sr. Como, por hipótese, 0 ≤ σ1(k) =

σ1(y + ta) = nt então t ≥ 0 = s1. Assuma que t ≥ sj , para algum j = 1, . . . , r−1. Como,

por hipótese, σj+1(y + ta) ≥ 0 então t ≥ sj+1, caso contrário t ∈ [sj , sj+1) onde σj+1 é

estritamente crescente e dáı σj+1(y + ta) < σj+1(y + sj+1a) = 0, que é uma contradição.

Como sr é a maior raiz de σr(y + sa) = σr(a)

r∏

i=1

(s + λi(y)) = 0, ou seja, sr = −λ1(y),

obtemos que t = sr. Logo k ∈ Z1, e então a prova de (i) está completa.

(ii) Como sr = −λ1(y) então segue de (.) que

σr+1(k) = σr+1(y + sra) ≤ 0.

(iii) (⇒) Pelo teorema 2.3 e o ı́tem (ii) segue que σr+1 < 0 e pelo ı́tem (i) já temos que

σj(k) ≥ 0, ∀j = 1, . . . , r − 1, resta mostrar que a desigualdade é estrita.

Suponha que σj(k) = 0 para algum j ≤ r − 1. Foi provado acima que k = y + sra =

y − λ1(y)a ∈ Z1. Então σj(y + sra) = 0 implica que sr ≤ sj. Por (.) temos que

sj ≤ · · · ≤ sr−1 ≤ sr o que implica que sj = sr, σj(k) = σr−1(k) = σr(k) = 0. Logo, pelo

lema 2.4, temos diag(k1, . . . , kn) tem posto < r − 1 e, pelo lema 2.2, k não é uma raiz

eĺıptica de σr = 0, contradição.



(⇐) Pelo ı́tem (i) já temos que k ∈ Z1 e do corolário 2.1 segue que ∇σr(k) ∈ Γ, que junto

com o teorema 2.3 implica que k é uma raiz eĺıptica de σr = 0.

Proposição 2.4 x ∈ C ⇔ σj(x) ≥ 0, ∀j = 1, . . . , r; além disso, x ∈ C ⇔ σj(x) >

0, ∀j = 1, . . . , r.

Demonstração Por (.) temos que C = C(σr) ⊂ · · · ⊂ C(σ1). Portanto se x ∈ C então

σj(x) > 0, ∀j = 1, . . . , r e por continuidade, se x ∈ C, então σj(x) ≥ 0, ∀j = 1, . . . , r.

Reciprocamente, seja x = ta+y, com y ∈ Π e t ∈ R, satisfazendo σj(x) ≥ 0, ∀j = 1, . . . , r.

Usando o argumento de indução da demonstração da proposição 2.3 mostramos que t ≥
sj, j = 1, . . . , r. Usando a propriedade 2.1, temos que λ1(x) = λ1(y + ta) = λ1(y) + t =

−sr + t ≥ 0. Portanto, se −sr + t > 0 então λ1(x) > 0 o que implica que x ∈ C. Se t = sr

então λ1(x) = 0 o que implica que λ1(x + αa) > 0, ∀α > 0, e dáı x ∈ C.

Proposição 2.5 Sejam Zi, i = 1, . . . , r as folhas de σr. Se x ∈ Zi ∩ Zj , i 6= j então

σr+1(x) = 0.

Demonstração Por definição Zj = {x ∈ Rn | λj(x) = 0}, então sem perda de generali-

dade podemos supor que x ∈ Zj ∩ Zj+1, já que −λ1 ≥ · · · ≥ −λr.

Como σr(sa + x) = σr(a)s2
∏

(s + λi(x)) com i 6= j, j + 1 então

d

ds
σr(sa + x) |s=0= (n − r + 1)σr−1(x) = 0.

Assim, pelo lema 2.4 temos que diag(x1, . . . , xn) tem posto < r− 1, o que implica que

σr+1(x) = 0.



CAṔITULO 3

O PRINĆIPIO DA TANGÊNCIA

3.1 Introdução

O principal resultado deste caṕıtulo encontra-se na seção 3.4, que é o Prinćıpio da

Tangência, que diz que sobre certas condições duas hipersuperf́ıcies, tangentes em um

ponto p, não podem permanecer uma acima da outra, na direção da normal no ponto

de tangência. É com ele que, no caṕıtulo 5, demonstraremos um prinćıpio de reflexão,

principal ferramenta para a demonstração do resultado final. Na segunda seção definimos

quando o operador Hr[u] = 0 é eĺıptico com respeito a uma função u. Como introduzido

por Reilly em [12], definimos a r−ésima Transformação de Newton, que junto com o

operador Hr, será usada para a demonstração dos teoremas 3.5 e 3.6. Na seção 3.3

apresentamos alguns resultados de [11] que serão usados na seção 3.4.

Os resultados presentes neste caṕıtulo foram extráıdos de [7] e [10], com exceção da

seção 3 que se encontra em [11].

3.2 Soluções Eĺıpticas de Hr[u] = 0

Consideremos o operador associado a Hr, definido por Hr =

(
n

r

)
W r+2Hr(graf u).

Hr[u] =
∑

j1<···<jr

(W 2 − u2
j1
− · · · − u2

jr
)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uj1j1 uj1j2 · · · uj1jr

uj1j2 uj2j2 · · · uj2jr

...
...

. . . · · ·
uj1jr

uj2jr
· · · ujrjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
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−2
∑

i<k

uiuk




∑

j2 < · · · < jr

j2, . . . , jr 6= i, k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uik uij2 · · · uijr

uj2k uj2j2 · · · uj2jr

...
...

. . .
...

ujrk ujrj2 · · · ujrjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣




(.)

Dessa forma, a equação diferencial parcial para Hr(graf u) = 0, 1 ≤ r ≤ n é dada

por

Hr[u] = 0

que é um polinômio de grau r na derivada segunda uij.

Definição 3.1 O operador Hr é dito eĺıptico com respeito a uma função u no ponto

x ∈ Ω se a matriz
[

∂Hr

∂uij
(u)
]
(x) existe e é positiva definida; ele é uniformemente eĺıptico

com respeito a u se Λ
λ

é limitado em Ω, onde λ(x) e Λ(x) são os autovalores mı́nimos e

máximos da matriz
[

∂Hr

∂uij
(u)
]
(x). Dizemos que uma solução de Hr[u] = 0 é eĺıptica se o

operador Hr é eĺıptico com respeito a ela.

Exemplo 3.1 Uma solução de H1[u] = 0 é sempre eĺıptica. De fato,

H1[u] =
n∑

i

(1 +
n∑

j=1, j 6=i

u2
j)uii − 2

n∑

i,j=1,i<j

uiujuij

⇒ ∂H1

∂uij

= −2uiuj , se i < j,
∂H1

∂uij

= 0 se i > j e
∂H1

∂uii

= 1 +
n∑

j=1, j 6=i

u2
j .

Portanto, se A =
[

∂Hn

∂uij

]
= [aij ] então, para todo v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn, temos que

〈Av, v〉 =
n∑

i,j=1

viaijvj

n∑

i=1

(
1 +

n∑

j=1, j 6=i

u2
j

)
v2

i − 2
n∑

i=1

n∑

j=1, i<j

uiujvivj

=

n∑

i=1

v2
i +

n∑

i=1

n∑

j=1, i<j

(uivj − ujvi)
2 ≥

n∑

i=1

v2
i .



Logo, a matriz A é definida positiva, e portanto uma solução de H1[u] = 0 é sempre

eĺıptica.

No entanto, uma solução de Hn[u] = 0 nunca é eĺıptica. Pois,

Hn[u] = det[uij] = ui1∆i1 + · · ·+ uin∆in ⇒ ∂Hn

∂uij

= ∆ij .

Segue de [uij]×
[

∂Hn

∂uij

]
= det[uij]In×n = 0 que uma solução u faz com que a matriz

[
∂Hn

∂uij

]

seja singular, dáı nunca definida.

Definiremos agora, a r−ésima Transformação de Newton, que foi introduzida por

Reilly em [12]. Essas transformações serão fundamentais para a demonstração do Prinćıpio

da Tangência, pois são elas e as funções simétricas que nos possibilitam o uso do Prinćıpio

do Máximo.

Definição 3.2 A r−ésima Transformação de Newton (ou tensor) da matrix A, r =

0, 1, . . . , n, é a transformação linear Tr(A) = hr(A)I − hr−1(A)A + · · · + (−1)rAr, onde

hr(A) =
∑

|J |=r

det AJ , r = 1, . . . , n e h0(A) = 1.

A transformação de Newton pode ser definida indutivamente por T0(A) = I, Tr+1(A) =

hr+1(A)I − ATr(A). A seguir, apresentamos a proposição, extráıda de [10], que será

aplicada para demonstrar que um certo operador diferencial parcial é eĺıptico, para então

aplicar o Prinćıpio do Máximo.

Proposição 3.1 Para cada r = 1, . . . , n, temos que

(i) Se D = diag(k1, . . . , kn) é diagonal, então hr(D) = σr(k1, . . . , kn) e

Tr−1(D) = diag

(
∂σr

∂k1
, . . . ,

∂σr

∂kn

)
= diag(σr−1(k̂1), . . . , σr−1(k̂n)).

(ii)
[

∂hr

∂aij

]
(A) = Tr−1(A).



Demonstração (i) É imediato da definição de σr que hr(D) = σr(k), onde k =

(k1, . . . , kn).

Mostremos por indução que Tr−1(D) = diag(σr−1(k̂1), . . . , σr−1(k̂n)).

Para r = 1 temos que T0(D) = I e σ0(k̂i) = 1, ∀i = 1, . . . , n.

Suponha que a afirmação seja verdadeira para r < n e provemos para r + 1. Por

definição, temos que Tr(D) = σr(k)I−DTr−1(D) e a hipótese de indução diz que Tr−1(D)

é diagonal com o i−ésimo elemento da diagonal igual a σr−1(k̂i). Dáı, DTr−1(D) é di-

agonal com o i−ésimo elemento da diagonal igual a kiσr−1(k̂i). Portanto, Tr(D) é uma

matriz diagonal com o i−ésima elemento da diagonal igual a σr(k)−kiσr−1(k̂i) que é igual

a σr(k̂i) pela igualdade (.). Logo Tr(D) = diag(σr−1(k̂1), . . . , σr−1(k̂n)).

(ii) Seja P uma matriz ortogonal tal que P tAP = diag(k1, . . . , kn). Como hr(A) = σr(k)

e ks =
∑

i,j

pisaijpjs, então usando a regra da cadeia temos que

∂hr

∂aij

(A) =
∑

s

∂σr

∂ks

(k)pispjs (.)

e note que (.) corresponde exatamente às entradas da matriz
[

∂hr

∂aij

]
(A)Pdiag

(
∂σr

∂k1

, . . . ,
∂σr

∂kn

)
P t,

o que implica que

P−1

([
∂hr

∂aij

]
(A)

)
P = diag

(
∂σr

∂k1
, . . . ,

∂σr

∂kn

)
= Tr−1(P

−1AP ) (.)

pelo ı́tem (i).

Provemos por indução que Tr(P
−1AP ) = P−1Tr(A)P, ∀r = 1, . . . , n.

Para r = 1 temos que

T1(P
tAP ) = h1(P

tAP )I − P tAPT0(P
tAP )

= h1(A)I − P tAP = P t(h1(A)I − A)P = P tT1(A)P.



Suponha que seja verdade para r < n e provemos para r + 1.

Tr+1(P
tAP ) = hr+1(P

tAP )I − P tAPTr(P
tAP )

= hr+1(A)I − P tATr(A)P = P t(hr+1(A)I − ATr(A))P = P tTr+1(A)P

Logo por (.) segue o resultado.

Corolário 3.1 Seja M uma hipersuperf́ıcie em Rn+1 com Hr = 0, para algum r < n, e

seja p um ponto de M tal que seu vetor curvatura principal k = (k1, . . . , kn) seja uma raiz

eĺıptica de σr = 0. Então existe uma vizinhança U de p tal que U = {(x, u(x)), x ∈ Ω} e

o operador Hr é uniformemente eĺıptico com respeito a solução u em Ω.

Demonstração Sem perda de generalidade, seja p a origem em Rn+1, com normal N(p) =

(0, . . . , 0, 1) e suponha que uma vizinhança de p esteja parametrizada como um gráfico.

Como Hr[u] = W r+2hr(B), com W 2 = 1 + u2
1 + · · · + u2

n e B = [−dN ] = 1
W

[uij] − [uicj],

então
∂Hr

∂uij

[u] = W r+2∂hr(B)

∂uij

W r+2
∑

s,t

∂hr

∂bst

(B)
∂bst

∂uij

.

Mas, na origem ∂hst

∂uij
é igual a 1, se s = i e t = j, ou zero, caso contrário. Portanto,

pela proposição 3.1,
[
∂Hr

∂uij

]
(0) =

[
∂hr

∂hij

]
([uij(0)]) = Tr−1([uij(0)]). (.)

Portanto, todos os autovalores, σr−1(k̂i), da matriz (.) são positivos, pela proposição

3.1 e o fato que k é uma raiz eĺıptica de σr = 0. Em outras palavras, Hr é eĺıptico com

respeito à solução u na origem. Por continuidade das curvaturas principais em torno de

p, podemos contrair Ω, se necessário, para termos σr−1(k̂i) > 0 e uniformemente limitado.

Observe que se k é uma raiz antieĺıptica e r é par, então podemos inverter a orientação

de M em p para mudar o sinal do vetor curvatura, tal que −k seja eĺıptico e o corolário

possa ser aplicado.



3.3 O Prinćıpio do Máximo de E. Hopf

Considere o operador diferencial linear de segunda ordem

n∑

i,j=1

αij(x1, . . . , xn)
∂2

∂xi∂xj

.

Como ∂2

∂xi∂xj
= ∂2

∂xj∂xi
, podemos definir

aij =
1

2
(αij + αji)

e escrever o operador acima como

L ≡
n∑

i,j=1

aij(x1, . . . , xn)
∂2

∂xi∂xj

, aij = aji i, j = 1, . . . , n, (.)

ou seja, sem perda de generalidade podemos supor que os coeficientes do operador de

segunda ordem L são simétricos.

Definição 3.3 O operador (.) é chamado eĺıptico no ponto x = (x1, . . . , xn) se e so-

mente se existe um número positivo µ(x) tal que

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ µ(x)
n∑

i=1

ξ2
i (.)

para toda n−upla de números reais (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn. O operador L é dito eĺıptico no

domı́nio D se ele é eĺıptico em todo ponto de D. Ele é uniformemente eĺıptico em D se

(.) vale para todo ponto de D e se existe uma constate µ0 tal que µ(x) ≥ µ0 > 0 para

todo x ∈ D.

A condição (.) é equivalente a dizer que a matriz simétrica

A(x) = (aij(x))

é definida positiva em cada ponto x.



Definição 3.4 O operador

(L + h) ≡
n∑

i,j=1

aij(x1, . . . , xn)
∂2

∂xi∂xj

+
n∑

i=1

bi

∂

∂xi

+ h

é dito eĺıptico em x se e somente se

L ≡
n∑

i,j=1

aij(x1, . . . , xn)
∂2

∂xi∂xj

é eĺıptico em x. Ele é uniformemente eĺıptico se L é uniformemente eĺıptico. O operador

L é chamado a parte principal de L + h.

A seguir enunciamos o Prinćıpio do Máximo de E. Hopf para operadores eĺıpticos que

é uma generalização do fato que se uma função u satisfaz a desigualdade estrita ∆u > 0

em cada ponto de um domı́nio D, onde ∆ é o Laplaciano definido como

∆ ≡ ∂2

∂x2
1

+ · · · + ∂2

∂x2
n

,

então u não pode atingir um valor máximo em um ponto interior de D.

Teorema 3.1 (Hopf) Seja u(x1, . . . , xn) satisfazendo a desigualdade diferencial

L[u] ≡
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj

+

n∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi

≥ 0

em um domı́nio D onde L é uniformemente eĺıptico. Suponha que os coeficientes aij e

bi são uniformemente limitados. Se u atinge um máximo M em um ponto de D, então

u ≡ M em D.

Observação 3.1

(i) É suficiente assumir que
n∑

i=1

aij(x)

µ(x)
e

n∑

i=j

|bi(x)|
µ(x)

são limitadas em toda bola contida no interior de D.



(ii) O domı́nio D não precisa ser limitado.

(iii) O prinćıpio do mı́nimo para funções satisfazendo L[u] ≤ 0 é obtido pela aplicação do

prinćıpio do máximo à função −u. Portanto, uma solução não constante da equação

diferencial eĺıptica L[u] = 0 não atinge máximo nem mı́nimo no interior de D.

Teorema 3.2 Seja u satisfazendo a desigualdade

(L + h)[u] ≥ 0

com h ≤ 0, com L uniformemente eĺıptico em D, e com os coeficientes de L e h limitados.

Se u atinge um máximo não negativo M no interior de D então u ≡ M .

Observação 3.2 A restrição h ≤ 0 é essencial. Se h > 0 então a função u = e−r2

tem

um máximo absoluto em r = 0 e é uma solução da equação ∆u + (2n − 4r2)u = 0 em n

dimensões.

Suponha agora que u é uma função cont́ınua e limitada em D ∪ ∂D e que existe um

ponto p ∈ ∂D no qual u atinge seu valor máximo e uma bola B ⊂ D tal que ∂U ∩∂B = p,

condição “bola na fronteira”. Seja n o vetor normal a B unitário “para fora”no ponto p.

Dizemos que o vetor ν aponta “para fora”de D no ponto p se

〈ν,n〉 > 0.

Definição 3.5 Definimos a derivada direcional de u no ponto de fronteira P na direção

ν como
∂u

∂ν
= lim

x→P
〈ν,∇u〉 lim

x→P

(
ν1

∂u

∂x1

+ . . . , +νn

∂u

∂xn

)

se o limite existe. A derivada direcional é dita ser “para fora”se ν aponta para fora de D.

Teorema 3.3 Seja u satisfazendo a desigualdade

L[u] ≡
n∑

i,j=1

aij

∂2u

∂xixj

+

n∑

i=1

bi

∂u

∂xi

≥ 0

no domı́nio D no qual L é uniformemente eĺıptico. Suponha que u ≤ M em D e que

u = M no ponto de fronteira p. Assuma que p está na fronteira da bola K1 em D. Se u

é cont́ınua em D ∪ {p} e uma derivada direcional para fora ∂u
∂ν

existe em p, então

∂u

∂ν
> 0 em p



a menos que u ≡ M .

Teorema 3.4 Seja u satisfazendo a desigualdade

(L + h)[u] ≥ 0,

onde L é o operador do Teorema 3.3, e h(x) ≤ 0 em D. suponha que u ≤ M em D, que

u = M no ponto de fronteira p, e que M ≥ 0. Assuma que p está na fronteira de uma

bola em D. Se u é cont́ınua em D ∪ {p}, então qualquer derivada direcional para fora de

u em p é positiva a menos que u = M em D.

3.4 O Principio da Tangência

Definiremos agora uma classe de hipersuperf́ıcies com uma caracteŕıstica em especial,

as hipersuperf́ıcies eĺıpticas e antieĺıpticas, hipersuperf́ıcies com a propriedade de não

poderem permanecer do mesmo lado de seu plano tangente. No entanto, para termos

condições de mostrar esse resultado, é necessário apresentar o Prinćıpio da Tangência,

que diz que se duas hipersuperf́ıcies são tangentes e satisfazem a certas hipóteses, então

uma não pode estar acima da outra no sentido da normal no ponto de tangência, a

menos que coincidam. Esse prinćıpio será a ferramenta principal, no caṕıtulo 5, para a

demonstração de um prinćıpio de reflexão.

Definição 3.6 Uma hipersuperf́ıcie orientada em Rn+1 com Hr = 0, 1 < r < n é

(i) eĺıptica se o vetor curvatura principal é uma raiz eĺıptica de σr = 0.

(ii) antieĺıptica se o vetor curvatura principal é uma raiz antieĺıptica de σr = 0.

Observe que, pelo teorema 2.3, dizer que uma hipersuperf́ıcie é eĺıptica ou antieĺıptica

é equivalente a dizer que Hr+1 6= 0 ou, até mesmo, que a aplicação normal de Gauss

tem posto pelo menos r. Uma propriedade importante de uma hipersuperf́ıcie eĺıptica

(antieĺıptica) é que o operador Tr−1(B) é definido positivo (negativo), pela proposição

3.1.



Teorema 3.5 (Prinćıpio de Tangência para hipersuperf́ıcies com Hr = 0) Sejam

M e M ′ hipersuperf́ıcies orientadas de Rn+1, com ou sem fronteira, satisfazendo Hr(M) =

Hr(M
′) = 0, para algum 1 < r < n. Assuma que elas são tangentes em p, bem como suas

fronteiras, caso p ∈ ∂M ∩∂M ′, com vetor normal para fora apontando na mesma direção,

e vetores curvaturas principais k e k′ no ponto de tangência pertencentes a mesma folha

Zi. Se M ′ permanece no mesmo lado de M próximo do ponto de tangência e Hr+1(M) 6= 0

ou Hr+1(M
′) 6= 0, então M = M ′ próximo de p.

Demonstração Sem perda de generalidade, podemos supor que as hipersuperf́ıcies são

tangentes na origem de Rn+1 e M = graf u, M ′ = graf u′, com vetor normal Np =

(0, . . . , 0, 1). Dáı, u(0) = u′(0) = 0 e ∇u(0) = ∇u′(0) = 0, pois uma base para o espaço

tangente a M em p = (0, . . . , 0) é {(ei, ui(0)), i = 1, . . . , n}, porém no zero temos que

〈(ei, ui(0)), Np〉 = 0 o que implica que ui(0) = 0, da mesma forma temos que u′
i(0) = 0.

Como W 3[B] = W 2[uij] − [uicj], com W 2 = 1 + u2
1 + · · · + u2

n, então os autovalores da

matriz Hessiana de u e u′ na origem são as curvaturas principais de M e M ′ em p.

Queremos mostrar que se u ≥ u′ ou u ≤ u′ então u = u′. Suponhamos que u ≥ u′ em

uma vizinhança U de Rn ou em uma vizinhança V ⊂ Rn que é interseção dos domı́nios

das funções u e u′, caso o ponto de tangência pertença à fronteira. Note que, pelo fato das

fronteiras serem tangentes com vetor normal para fora apontando na mesma direçao, V

satisfaz a condição “bola na fronteira”na origem. Segue que A = [uij(0)] ≥ [u′
ij(0)] = C,

pois u − u′ ≥ 0 tem um mı́nimo na origem, implicando que a matriz Hessiana de u − u′

é semi-definida positiva. Como M ou M ′ satisfaz Hr+1 6= 0 então, pela definição de

hipersuperf́ıcie eĺıptica ou antieĺıptica e pelo teorema 2.3, k ou k′ é uma ráız eĺıptica ou

antieĺıptica de σr = 0, o que implica, pela proposição 2.2, que k = k′, já que ambos os

vetores curvaturas estão na mesma folha. A caracterização para os autovalores ordenados

k1 ≤ · · · ≤ kn de uma matriz simétrica A (ver [5])

kj = max
V

min
x∈V

{〈Ax, x〉 | ‖x‖ = 1}, dim V = n − j + 1,

nos diz que, A = C = [B], onde B = −dN . De fato, se tomamos uma base ortonormal de

autovalores {v1, . . . , vn} de A tal que Avi = kivi, i = 1, . . . , n, e usando o fato que A ≥ C,

temos que

〈Av1, v1〉 = k1 ≥ 〈Cv1, v1〉 ≥ k1,



o que implica que 〈Cv1, v1〉 = k1. Tome o espaço gerado por {v2, . . . , vn} e proceda da

mesma forma para mostrar que 〈Av2, v2〉 = 〈Cv2, v2〉, e então por indução mostramos que

A e C têm a mesma base ortonormal de autovalores.

Temos que u e u′ satisfazem a equação Hr[u] = 0, então, fazendo ut = (1 − t)u + tu′

segue que

0 = Hr[u
′] −Hr[u] =

∫ 1

0

d

dt
(Hr[ut])dt

∫ 1

0

(
∑

i,j

∂Hr

∂uij

(ut)wij +
∑

k

∂Hr

∂uk

(ut)wk

)
dt,

que pode ser escrito como

0 = L[w] =
∑

i,j

cijwij +
∑

k

bkwk,

onde w = u′ − u e os coeficientes cij(x) =
∫ 1

0
∂Hr

∂uij
(ut(x))dt e bk(x) =

∫ 1

0
∂Hr

∂uk
(ut(x))dt, do

operador linear L, são claramente cont́ınuos.

Para todo t ∈ [0, 1] tem-se que ut(0) = 0 e, pela definição de Hr[u] e por (.),

∂Hr

∂uk

(ut(0)) = 0,

para todo k e
[
∂Hr

∂uij

]
(ut(0)) = Tr−1((1 − t)uij(0) + tu′

ij(0)) = Tr−1([uij(0)]),

pois uij(0) = u′
ij(0)assim, pela igualdade de matrizes, temos que cada integrando de cij(0)

é constante, portanto [cij(0)] = Tr−1([uij(0)]). Pela proposição 3.1, a matriz Tr−1([uij(0)])

tem autovalores σr−1(k̂i), i = 1, . . . , n, que são positivos ou negativos, dependendo se

k é uma raiz eĺıptica ou antieĺıptica de σr = 0, respectivamente. Portanto, o operador

diferencial parcial linear de segunda ordem L ou −L é eĺıptico na origem, e como os

coeficientes são cont́ınuos, então podemos assumir que ele é uniformemente eĺıptico. Como

w ≤ 0 satisfaz L[w] = 0 e atinge seu máximo, que é zero, na origem, então o Prinćıpio do

Máximo, Teorema 3.1 ou 3.3, dependendo se o ponto de tangência é na fronteira ou não,

pois a derivada de u é nula em qualquer direção, implica que w = 0, em uma vizinhança

U da origem.

Logo as hipersuperf́ıcies coincidem numa vizinhança da origem.



Corolário 3.2 Se M satisfaz Hr = 0 e Hr+1 6= 0 então, localmente, M não pode per-

manecer do mesmo lado do plano tangente. De fato, pois se M ′ é o plano tangente à M ,

em um ponto p, tal que M esteja apenas de um lado em alguma vizinhança de p, então

podemos aplicar o teorema 3.5 para concluir que localmente M está contida no plano M ′,

logo Hr+1 = 0, contradição.

Teorema 3.6 Sejam M e M ′ hipersuperf́ıcies orientadas de Rn+1, com ou sem fronteira,

e seja 1 < r < n. Assuma que M satisfaz Hr = 0 e que M ′ satisfaça Hr ≥ 0. Assuma

que elas são tangentes em p, bem como suas fronteiras com normais para fora apontando

na mesma direção, caso p ∈ ∂M ∩ ∂M ′, e que o vetor curvatura principal de M ′, k′, no

ponto de tangência pertença à Z1 ∪C = C, além disso, que M ou M ′ satisfaça Hr+1 6= 0.

Se M permanece acima de M ′ então M e M ′ coincidem numa vizinhança de p.

Demonstração Podemos assumir, sem perda de generalidade, que as normais a M e

a M ′ coincidem no ponto de tangência, pois as hipóteses do teorema continuam sendo

satisfeitas se trocamos a orientação de M . Da mesma forma que na demonstração do

teorema anterior, consideramos que M e M ′ localmente são representadas pelos gráficos

das funções u e u′, respectivamente, com plano tangente em comum na origem e com

normal para cima. Supondo que u ≥ u′, para alguma vizinhança U da origem em Rn ou

em uma vizinhança V ⊂ Rn que é intersecção dos domı́nios das funções u e u′, vamos

mostrar que u = u′.

Da caracterização dos autovalores ordenados k1 ≤ · · · ≤ kn de uma matriz simétrica

A, temos que k−k′ ∈ Γ ⊂ Z1∪C. Tome cn ∈ C convergindo a k−k′ e use a continuidade

de λj na desigualdade λj(k
′ + cn) > λj(k

′), j = 1, . . . , r, do teorema 2.1, para obter que

λj(k) = lim λj(k
′ + cn) ≥ λj(k

′). Como k′ ∈ C temos que λ1(k
′) ≥ 0, o que implica que

λj(k) ≥ λj(k
′) ≥ 0. Dáı,

0 = σr(k) = σr(a)
∏

j

λj(k) ≥ σr(a)
∏

j

λj(k
′) = σr(k

′) ≥ 0. ⇒ σr(k
′) = 0,

já que Hr(M) = 0 e H ′
r ≥ 0 para M ′. Como k′ ∈ Z1 ∪ C e σr(k

′) = 0, temos que, pela

proposição 2.4, k′ ∈ Z1 e também k ∈ Z1, pois 0 = λ1(k
′) ≤ λ1(k) ≤ λi(k), ∀i = 1, . . . , r,

e λi(k) = 0 para algum i. Logo, como os vetores curvaturas no ponto de tangência

estão na mesma folha, a demonstração segue como a demonstração do teorema 3.5, com

a diferença que L[w] ≥ 0.



Esses dois últimos resultados serão usados no caṕıtulo final, sendo que a hipersuperf́ıcie

M ′ será igual a reflexão em torno de um hiperplano da hipersuperf́ıcie M .

A hipótese de k e k′ pertencerem a mesma folha é fundamental. De fato, pois se temos

u(x, y, z) = 4 log cos
x

4
− 16

5
log cos

5y

16
− 4

5
log cos

5z

4

e

u′(x, y, z) =

√
1 − (x2 + y2) +

z2

2
+

z4

16
− 1

e consideramos

M = {(x, y, z, u(x, y, z)) ∈ R
4} e M ′ = {(x, y, z, u′(x, y, z)) ∈ R

4}

temos que
ux = − tan x

4
u′

x = −xq
1−(x2+y2)+ z2

2
+ z4

16

uy = tan 5y

16
e u′

y = −yq
1−(x2+y2)+ z2

2
+ z4

16

uz = tan 5z
4

u′
z =

z
2
+ z3

8q
1−(x2+y2)+ z2

2
+ z4

16

o que implica que M e M ′ são tangentes na origem, pois uma base do espaço tangente

a cada uma das hipersuperf́ıcies na origem é {(e1, 0), (e2, 0), (e3, 0)}, ou seja, elas têm o

mesmo espaço tangente. Além disso, usando a proposição 1.1, chegamos que
(

n

2

)
W 4H2 = (1 + u2

x)

∣∣∣∣
uyy uzy

uyz uzz

∣∣∣∣+ (1 + u2
y)

∣∣∣∣
uxx uzx

uxz uzz

∣∣∣∣+ (1 + u2
z)

∣∣∣∣
uxx uyx

uxy uyy

∣∣∣∣

−2uxuy

∣∣∣∣
uxy uxz

uzy uzz

∣∣∣∣− 2uxuz

∣∣∣∣
uxz uxy

uyz uyy

∣∣∣∣− 2uyuz

∣∣∣∣
uyz uyx

uxz uxx

∣∣∣∣
mostrando que H2(M) = H2(M

′) = 0. Como ux(0) = uy(0) = uz(0) = 0 assim como

u′
x(0) = u′

y(0) = u′
z(0) = 0, então na origem as curvaturas principais de M e M ′ são os

autovalores das matrizes Hessiana de u e u′, respectivamente. Na origem temos que

[uij(0)] =




−1
4

0 0
0 5

16
0

0 0 5
4


 e [u′

ij(0)] =




−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

2




Portanto se k e k′ são os vetores curvaturas principais ordenados de M e M ′, respec-

tivamente, então k = (−1
4
, 5

16
, 5

4
) > k′ = (−1,−1, 1

2
).



Afirmamos que k e k′ estão em folhas distintas de σ2 = 0. De fato, pois

σ2(sa + k) = 3s

(
s +

7

8

)
e σ2(sa + k′) = 3s(s − 1)

dáı, como λ1 ≤ λ2 então

λ1(k
′) = 0 ≤ 7

8
= λ2(k) e λ1(k

′) = −1 ≤ 0 = λ2(k).

O que implica que k′ ∈ Z1 e k ∈ Z2. Logo M e M ′ satisfazem todas as hipóteses do

teorema 3.5, exceto que k e k′ estão na mesma folha. No entanto temos que u > u′ numa

vizinhança da origem, já que a expansão de u e u′ numa vizinhança da origem são

u(x, y, z) = −1

4
x2 +

5

16
y2 +

5

4
z2 + o(‖(x, y, z)‖2)

e

u′(x, y, z) = −x2 − y2 +
1

2
z2 + o(‖(x, y, z)‖2).



CAṔITULO 4

HIPERSUPERF́ICIES DE REVOLUÇÃO COM

CURVATURA ESCALAR CONSTANTE

4.1 Introdução

O conteúdo desse caṕıtulo foi extráıdo de [9], onde Leite classificou todas as hiper-

superf́ıcies rotacionais de Rn completas com curvatura escalar constante. Ao final do

caṕıtulo, encontramos a expansão no infinito de um gráfico rotacional com curvatura

escalar nula, que servirá de base para a definição de um fim regular no infinito.

4.2 Equação para a Curvatura Escalar Constante

Seja M uma hipersuperf́ıcie conexa de revolução de Rn, isto é, uma hipersuperf́ıcie

invariante pelo grupo ortogonal O(n − 1) considerado como um subgrupo de isometrias

de Rn. A órbita de um ponto em Rn sobre a ação de O(n − 1) é uma esfera (n −
2)−dimensional de raio igual à distância r do ponto ao eixo de revolução. Escolhemos

(Θ, s) para coordenadas da hipersuperf́ıcie, onde s é o comprimento de arco da curva

perfil α, que é a intersecção da hipersuperf́ıcie com o semi plano {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 =

· · · = xn−1 = 0 e xn ≥ 0}, e Θ = (θ1, . . . , θn−2) parametriza a esfera euclidiana unitária

(n − 2)−dimensional. O eixo de rotação é o eixo xn e a curva perfil α encontra-se na

região de Rn tal que x2 = · · · = xn−1 = 0 e x1 ≥ 0.

Neste caso, x : U ⊂ Rn → M , onde as coordenadas da hipersuperf́ıcie é (Θ, s), é uma

parametrização, não necessariamente injetiva, que deixa de ser regular nos pontos onde a

curva perfil tem auto-intersecção e nos pontos que ela toca no eixo de rotação. Portanto,

uma base para o espaço tangente à M em um dado ponto é dado por { ∂
∂θ1

, . . . , ∂
∂θn−2

, ∂
∂s
},

com ∂
∂θi

ortogonal à ∂
∂s

para todo i = 1, . . . , n − 2, o que implica que a primeira forma
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fundamental é dada por

I = r2(s)
∑

i,j

gij(Θ)dθi ⊗ dθj + ds ⊗ ds, (.)

onde gij é a métrica da curvatura sectional constante 1 em uma esfera (n−2)−dimensional.

Observação 4.1 Se X(x1, . . . , xn−1) é um sistema de coordenadas em torno de p ∈ M

então
〈

R

(
∂

∂xi

,
∂

∂xj

)
∂

∂xk

,
∂

∂xs

〉
=

〈
∇ ∂

∂xj

∇ ∂
∂xi

∂

∂xk

−∇ ∂
∂xi

∇ ∂
∂xj

∂

∂xk

,
∂

∂xs

〉

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Definição 4.1 Considere M uma hipersuperf́ıcie de Rn. Seja x = zn−1 um vetor em TpM ,

tomemos uma base ortogonal {z1, . . . , zn−2} do hiperplano de TpM ortogonal a zn−1. A

curvatura de Ricci na direção x em p é definida como

Ricp(x) =
1

n − 2

n−2∑

i=1

〈R(x, zi)x, zi〉.

Definição 4.2 Considere M uma hipersuperf́ıcie de Rn. Tomemos uma base ortogonal

{z1, . . . , zn−1} do espaço tangente TpM . A curvatura escalar em p é definida como

S(p) =
1

n − 1

n−1∑

j=1

Ricp(zj)

‖zi, zj‖2

1

(n − 1)(n − 2)

n−1∑

i,j=1, i6=j

〈R(zi, zj)zi, zj〉
‖zi, zj‖2

,

onde ‖zi, zj‖2 = ‖zi‖2‖zj‖2 − 〈zi, zj〉2.

As definições 4.1 e 4.2, como podemos encontrar em [3], não dependem da escolha das

correspondentes bases ortogonais.

Proposição 4.1 Seja M ⊂ Rn uma hipersuperf́ıcie de revolução com curva perfil α dada

por α(s) = (r(s), 0, . . . , 0, xn(s)). A curvatura escalar S de M é constante ao longo da

órbita de um ponto da curva perfil e é dada por

S =
(n − 3)(1 − ṙ2)

(n − 1)r2
− 2r̈

(n − 1)r
,

onde o ponto indica a derivada em relação ao comprimento de arco s.



Demonstração Considere X(Θ, s) um sistema de coordenadas para M . Seja p ∈ M .

Para esse sistema de coordenadas temos que a base
{

∂
∂θ1

, . . . , ∂
∂θn−2

, ∂
∂s

}
de TpM é ortog-

onal. Pela definição 4.2, para calcular a curvatura escalar S, precisamos calcular
〈

R

(
∂

∂θi

,
∂

∂s

)
∂

∂θi

,
∂

∂s

〉
e

〈
R

(
∂

∂θi

,
∂

∂θj

)
∂

∂θi

,
∂

∂θj

〉
, 1 ≤ i < j ≤ n − 2.

Pela observação 4.1 e o fato que ∇Xi
Xj =

∑

k

Γk
ijXk, onde Γk

ij são os śımbolos de

Christoffel e {X1, . . . , Xn−1} é uma base de TpM , encontramos que

〈
R

(
∂

∂θi

,
∂

∂θj

)
∂

∂θi

,
∂

∂θj

〉
=
∑

k

∂Γ̃k
ii

∂θj

g̃kj +
∑

k,l

Γ̃k
iiΓ̃

l
jkg̃lj −

∑

k

∂Γ̃k
ji

∂θi

g̃kj −
∑

k,l

Γ̃k
jiΓ̃

l
ikg̃lj

onde, para simplificar a notação, consideraremos θn−1 = s. De (.), temos que

g̃ij = r2gij, i, j < n − 1 ⇒ ∂egij

∂θl
=

{
r2 ∂gij

∂θl
, l < n − 1

2rṙgij, l = n − 1
g̃n−1,n−1 = 1 e g̃n−1,j = g̃i,n−1 = 0, ∀i, j = 1, . . . , n − 2.

(.)

A notação com o ∼ (til) representa os śımbolos de Christoffel e a métrica da Hipersu-

perf́ıcie M e sem o ∼ corresponde à esfera.

Note que a matriz [g̃ij], inversa da matriz [g̃ij], é do mesmo tipo que a matriz [g̃ij], ou

seja, ela tem todos os elementos da última coluna e da última linha nulos com exceção da

última entrada da linha e da coluna que é igual a 1. Além disso, g̃ij = gij

r2 , ∀i, j < n − 1.

Portanto para encontrar os śımbolos de Christoffel, usamos a fórmula

Γ̃m
ij =

1

2

∑

k

(
∂g̃jk

∂θi

+
∂g̃ki

∂θj

− ∂g̃ij

∂θk

)
g̃km

e (.), chegando a

Γ̃m
ij = Γm

ij , i, j, m < n − 1

Γ̃m
in−1 = ṙ

r
δim, i, m < n − 1;

Γ̃n−1
ij = −rṙgij, i, j < n − 1;

Γ̃m
ij = 0, para os outros casos,



onde Γm
ij são os śımbolos de Christoffel da esfera (n − 2)−dimensional de Rn.

Logo, temos que, se i, j < n − 1 e i 6= j então

〈
R

(
∂

∂θi

,
∂

∂θj

)
∂

∂θi

,
∂

∂θj

〉
= r2

n−2∑

k

∂Γk
ii

∂θj

gkj + r2
n−2∑

k,l

Γk
iiΓ

l
jkglj − r2ṙ2gii

n−2∑

l

δjlglj

−r2
n−2∑

k

∂Γk
ji

∂θi

gkj − r2
n−2∑

k,l

Γk
jiΓ

l
ikglj + r2ṙ2

n−2∑

l

gjiδilglj

= r2

(
n−2∑

k

∂Γk
ii

∂θj

gkj +
n−2∑

k,l

Γk
iiΓ

l
jkglj −

n−2∑

k

∂Γk
ji

∂θi

gkj −
n−2∑

k,l

Γk
jiΓ

l
ikglj

)

−r2ṙ2

(
gii

n−2∑

l

δjlglj −
n−2∑

l

gjiδilglj

)
= r2(1 − ṙ)(giigjj − g2

ij)

pois Sn−2 tem curvatura seccional constante igual a 1, e

g̃iig̃jj − g̃2
ij = r4(giigjj − g2

ij)

portanto, 〈
R
(

∂
∂θi

, ∂
∂θj

)
∂

∂θi
, ∂

∂θj

〉

g̃iig̃jj − g̃2
ij

1 − ṙ2

r2
.

Se j < n − 1 e i = n − 1 então

〈
R

(
∂

∂θi

,
∂

∂s

)
∂

∂θi

,
∂

∂s

〉
= −r2

n−2∑

k

∂

∂s

(
ṙ

r
δjk

)
gkj − ṙ2

n−2∑

k,l

δjkδklglj = −rr̈gjj

e

g̃iig̃jj − g̃2
ij = r2gjj

portanto, 〈
R
(

∂
∂θi

, ∂
∂s

)
∂

∂θi
, ∂

∂s

〉

g̃iig̃jj − g̃2
ij

= − r̈

r
.

Dáı, da definição 4.2 temos que

S =
(n − 3)(1 − ṙ2)

(n − 1)r2
− 2r̈

(n − 1)r
.



Uma outra demonstração da proposição 4.1 é calcular o vetor curvatura principal k e

usar (.) para r = 2. De fato, pois se α é a curva perfil, então

α(s) = r(s)e1 + xn(s)en ⇒ α̇(s) = ṙ(s)e1 + ẋn(s)en

e a normal à hipersuperf́ıcie ao longo da curva é dada por

N ◦ α(s) = −ẋn(s)e1 + ṙ(s)en ⇒ dN(α̇) = −ẍne1 + r̈en =
r̈

ẋn

α̇,

pois ṙ2 + ẋ2
n = 1 ⇒ ṙr̈ = −ẋnẍn. Dáı, se ẋn 6= 0,

kn−1 =
r̈

ẋn

=
r̈√

1 − ṙ2
.

Para calcular as outras curvaturas principais considere β(s) = (r cos s)e1 +(r sin s)v +

xnen, com v = (0, v1, . . . , vn−2, 0), ‖v‖ = 1 e 〈v, e1〉 = 0. Portanto, β̇(s) = −(r sin s)e1 +

(r cos s)v com β̇(0) = v. A normal à hipersuperf́ıcie ao longo da curva β é

N ◦ β(s) = −(ẋn cos s)e1 − (ẋn sin s)v + ṙen

e então

dN(β̇) = (ẋn sin s)e1 − (ẋn cos s)v = − ẋn

r
β̇

Logo,

k1 = · · · = kn−2 = − ẋn

r
= −

√
1 − ṙ2

r
.

e usando (.) para r = 2 temos o resultado desejado.

Note que, se ẋn(s0) = 0 então S = 0 ao longo da órbita, e a fórmula continua válida.

Da proposição temos que uma hipersuperf́ıcie de revolução é gerada por uma curva

regular parametrizada por comprimento de arco α(s) = r(s)e1 +xn(s)en, que corresponde

a uma solução r(s) do sistema de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem dado

pelas equações

2rr̈ − (n − 3)(1 − ṙ2) + (n − 1)Sr2 = 0 (.)



ṙ2 + ẋ2
n = 1 (.)

De agora em diante assumiremos que n ≥ 4. O caso n = 3 é de natureza diferente,

pois o termo (n − 3)(1 − ṙ2) da equação (.) anula-se, reduzindo-se à r̈ = −Sr, cujas

soluções são r = A cosh(
√
−Ss + B) se S < 0, r = as + b se S = 0, com a e b constantes,

e r = A cos(
√

Ss + φ) se S > 0, com φ constante. Dáı as superf́ıcies de revolução com

curvatura gaussiana constante, que coincide com a curvatura escalar, são encontradas

resolvendo a integral, ver [2],

x3 =

∫ s

0

√
1 − ṙ2ds.

Se uma hipersuperf́ıcie de revolução M intersectar seu eixo de revolução então o plano

tangente à hipersuperf́ıcie nesse ponto é horizontal, considerando que o eixo de revolução

é vertical. De fato, pois se α(s) é a curva perfil tal que o ponto α(s0) pertence ao

eixo de rotação, então qualquer vetor v do espaço tangente à M em α(s0), é da forma

v = cT α̇(s0), onde c é uma constante e T ∈ O(n − 1), ou seja, α̇(s0) é horizontal, caso

contrário obteŕıamos um “cone tangente”. Portanto, qualquer vetor do espaço tangente

Tα(s0)M , pertence ao hiperplano horizontal xn = constante, logo eles coincidem.

Portanto, em qualquer hipersuperf́ıcie de revolução temos que ṙ2(s) → 1 quando

r(s) → 0, onde r é a distância da curva perfil ao eixo de rotação.

Proposição 4.2 A equação (.) é equivalente à equação de primeira ordem

rn−3(1 − ṙ2) − Srn−1 = K (.)

onde K é uma constante. Além disso, para uma solução constante igual a r0 tem-se que

S > 0, r2
0 =

n − 3

(n − 1)S
e K0 =

2

n − 1

(
n − 3

(n − 1)S

)n−3

2

.

Demonstração Derivando a equação (.) temos que

(n − 3)ṙrn−4(1 − ṙ2) − 2rn−3ṙr̈ − (n − 1)Srn−2ṙ = 0

⇒ −ṙrn−4(2rr̈ − (n − 3)(1 − ṙ2) + (n − 1)Sr2) = 0.



Portanto, se (.) vale então (.) também vale. Agora, se (.) é verdade, temos que

−ṙrn−4 = 0 ou 2rr̈ − (n − 3)(1 − ṙ2) + (n − 1)Sr2 = 0.

Se 2rr̈ − (n − 3)(1 − ṙ2) + (n − 1)Sr = 0, não temos nada a provar. Se −ṙrn−4 = 0

temos os seguintes casos:

Caso 1: Se existe algum s0 tal que r(s0) = 0 segue imediatamente que em s0 temos

que 2rr̈ − (n − 3)(1 − ṙ2) + (n − 1)Sr2 = 0, pois ṙ(s0) = 1.

Caso 2: Se existe algum ponto s0 tal que ṙ(s0) = 0 e s0 possui uma seqüência sn tal

que ṙ(sn) 6= 0. Para cada sn a equação (.) é válida e por continuidade temos que a

equação é válida para s0.

Caso 3: Se ṙ = 0 em algum intervalo fechado [a, b] tal que a e b possuam uma seqüência,

sn e tn, respectivamente, tal que ṙ 6= 0 em cada ponto das seqüências, então a equação

(.) é verificada para cada ponto das seqüências. Por continuidade a equação (.) é

verificada nos extremos do intervalo. Note que, se ṙ = 0 em algum intervalo temos que

r = constante nesse intervalo, o que implica que

2rr̈ − (n − 3)(1 − ṙ2) + (n − 1)Sr2 = (n − 3) + (n − 1)Sr2 = constante,

porém nos extremos do intervalo [a, b] essa constante é igual a zero.

Logo a equação (.) é válida para todo o intervalo [a, b].

Agora, se r(s) = r0 então de (.) temos que

r2
0 =

n − 3

(n − 1)S
com S > 0

e de (.) obtemos que

K0 =
2

n − 1

(
n − 3

(n − 1)S

)n−3

2

.



4.3 O Teorema de Classificação

Note que pela teoria de EDO se nos restringirmos a r > 0 então toda solução de (.)

está definida em algum intervalo maximal (a, b) de existência o qual é um intervalo aberto.

Se fazemos u = r e v = ṙ, então a equação (.) diz que se r é uma solução de (.),

então o conjunto {(r(s), ṙ(s)) ∈ R2 | s ∈ (a, b)} denotada por (r, ṙ), é um subconjunto

das curvas de ńıvel da função H definida por

H(u, v) = un−3(1 − v2 − Su2), (.)

com u > 0.

Lema 4.1 As curvas de ńıvel de H dada em (.) estão representadas nas figuras 4.1, 4.2

e 4.3.

Demonstração Estamos interessados apenas nas curvas de ńıvel que contidas na região

{(u, v) ∈ R2 | u > 0}. Dáı, se H = K, então cada curva é uma união suave de dois

gráficos

(±v)2 = 1 − Su2 − K

un−3
, (.)

exceto para o ńıvel K0 dado pela proposição 4.2, que nos dá S > 0, u2 = n−3
(n−1)S

e v = 0.

De fato, se K = 0, então a curva é uma elipse. Se K 6= 0, então de (.) obtém-se

2v̇v =

(
−2Su +

(n − 3)K

un−2

)
u̇.

Logo, se v = 0, então u̇ = 0 ou −2Su + (n−3)K
un−2 = 0. Dáı, se u̇ = 0 então a curva é

vertical, pois a reta tangente à curva nesse ponto é vertical. Se −2Su + (n−3)K
un−2 = 0, então

un−1 = (n−3)K
2S

o que implica que K e S têm o mesmo sinal. Como 1 − Su2 − K
un−3 = 0 e

un−1 = (n−3)K
2S

, então segue que

0 = 1 − S

(
(n − 3)K

2S

) 2
n−1

−
(

(n − 3)K

2S

) 3−n
n−1

1 −
(

(n − 3)K

2S

) 2
n−1
(

n − 1

n − 3

)
S

⇒ 1 =

(
n − 1

n − 3

)(
n − 3

2

) 2
n−1
(

K

S

) 2
n−1

S ⇒ K =

(
n − 3

n − 1

)n−1

2 2

n − 3
S

3−n
2 .



Logo S > 0 e K > 0. Assim, fazendo

f(u) = v2 = 1 − Su2 − K

un−3
= 1 − Su2 −

(
n − 3

n − 1

)n−1

2 2

n − 3

S
3−n

2

un−3
,

obtemos que f(u) → −∞, se u → 0 ou u → ∞ e f possui um único ponto cŕıtico, pois

se f ′(u) = 0 então u2 = n−3
(n−1)S

= u2
0 e nesse ponto cŕıtico temos f(u0) = 0 e, portanto,

f(u) < 0, exceto quando u = u0. Como f(u) = v2, a curva se reduz a um ponto (u0, 0).

Além disso, v possui no máximo dois zeros, pois

d

du

(
1 − Su2 − K

un−3

)
− 2Su + (n − 3)

K

un−2

tem no máximo 1 zero quando K e S e têm o mesmo sinal.

Note que a derivada de v em relação à u é dada, a menos do sinal, por

v′ =
−2Sun−1 + (n − 3)K

2u
n−1

2

√
un−3 − Sun−1 − K

,

o que implica que v possui dois pontos cŕıticos somente quando S e K são diferentes de

zero e têm o mesmo sinal, v possui infinitos pontos cŕıticos se S = K = 0, pois v ≡ 1, e

nenhuma caso contrário.

Consideremos então os seguintes casos:

Caso S = 0 (figura 4.1): Nesse caso H não tem ponto cŕıtico, pois H(u, v) = un−3(1−v2)

implica que ∇H = un−4((n − 3)(1 − v2),−2uv) nunca pode ser nulo já que estamos

considerando u > 0, portanto os valores posśıveis para K são todos os reais.

Se K = 0 então v = ±1, ou seja, a curva de ńıvel correspondente a K = 0 é um par

de semi retas paralelas.

Se K > 0 então de (.) temos un−3 ≥ K e a curva de ńıvel é uma curva na região

limitada pelas retas v = ±1, tendo as mesmas como asśıntotas e quando un−3 = K temos

v = 0.

Se K < 0 então v → ±∞ quando u → 0 e v → ±1 quando u → ∞, sem nunca

interceptar as retas v = ±1.



K>0

K<0

1

1u

1

1v
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K>0
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K=0

K=0

1

Figura 4.1. Curvas de ńıvel para S = 0.

Caso S > 0 (figura 4.2): Neste caso temos que

∇H = un−4((n − 3)(1 − v2) − (n − 1)Su2,−2uv),

implicando que H tem um ponto cŕıtico em (u0, v0), onde v0 = 0 e u2
0 = n−3

(n−1)S
. A matriz

Hessiana de H calculada em (u0, v0) é

(
−2(n − 3)un−5

0 0
0 −2un−3

0

)

que é negativa definida, portanto o ponto (u0, v0) é um ponto de máximo, cujo respectivo

valor máximo é exatamente K0, pois H ≤ 0, se |v| ≥ 1 ou u2 ≥ 1
S
, então o máximo

local será máximo global do compacto
{

(u, v) ∈ R2 | 0 ≤ u ≤ 1√
S
, |v| ≤ 1

}
. Dáı, K ∈

(−∞, K0).

Se K = 0, então v2 + Su2 = 1 é a equação de uma elipse e a curva de ńıvel será a

semi-elipse que se encontra na região com u > 0.



K>0

K<0

1

1u

1v

-1

K=0

K=K 0

1
S

Figura 4.2. Curvas de ńıveis para S > 0.

Se 0 < K < K0 = 2
n−1

(
n−3

(n−1)S

)n−3

2

então, se u = u0 temos que

1 − Su2 − K

un−3
= 1 − n − 3

n − 1
− K

(
n − 3

(n − 1)S

) 3−n
2

> 1 − n − 3

n − 1
− 2

n − 1
= 0

e como 1− Su2 − K
un−3 tende a −∞ quando u tende a 0 ou +∞ segue, por continuidade,

que a curva de ńıvel é uma curva compacta.

Se K < 0 temos que 1 − Su2 − K
un−3 → −∞ quando u → +∞ e diverge para +∞

quando u → 0, portanto para que v esteja definida u deve assumir valores em um intervalo

do tipo (0, t], tal que v(t) = 0.

Caso S < 0 (figura 4.3): Tomando u fixo e fazendo v → −∞, vemos que H(u, v) → −∞
e tomando v fixo e fazendo u → +∞, vemos que H(u, v) → +∞. Portanto, K pode

assumir todos os valores reais e então H não possui ponto de máximo nem de mı́nimo.

Se K = 0 temos v2 + Su2 = 1, que é a equação de uma hipérbole e então a curva de

ńıvel é a parte da hipérbole que se encontra na região com u > 0.

Se K > 0 a curva de ńıvel encontra-se na região limitada pelos ramos da hipérbole

assintotando a hipérbole, pois v2 = 1 − Su2 − K
un−3 < 1 − Su2, enquanto que para K <



0, v2 > 1 − Su2 a curva de ńıvel encontra-se na região acima ou abaixo da hipérbole

assintotando a hipérbole, como mostra a figura 4.3.

1

K>0

K<0

1

1u

1v

-1

K=0

K<0

K=0

Figura 4.3. Curvas de ńıveis para S < 0.

Lema 4.2 Cada componente conexa das curvas de ńıveis de H , dadas nas figuras 4.1,

4.2 e 4.3, correspondem à uma solução (r, ṙ) da EDO (.).

Demonstração Usaremos a notação e a teoria contida em [14]. Fazendo u = r e v = ṙ,

então a EDO de primeira ordem equivalente à EDO de segunda ordem (.) é

ẋ = f(x), (.)

onde x = (u, v) e f(x) =
(
v, n−3

2
1−v2

u
− n−1

2
Su
)
, com u > 0 e v ∈ R. Já temos que a

órbita de cada solução da EDO (.) está contida em uma curva de ńıvel da função H .

Resta mostrar que a trajetória é toda a curva.

Note que, uma órbita de qualquer solução da EDO (.) é uma órbita fechada como

subconjunto de {(u, v) ∈ R2 | u > 0} e também como subconjunto das curvas de ńıveis

de H . De fato, pois caso existisse alguma órbita que não fosse fechada, então o ponto



de acumulação da órbita que não pertence à órbita seria um ponto singular da EDO,

pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, pois neste caso a solução estaria definida para todo

tempo. Porém, a EDO possui um único ponto singular, que corresponde ao ponto cŕıtico

de H quando S > 0 e K > 0, e esse ponto cŕıtico de H não é ponto de acumulação de

nenhuma curva de ńıvel.

Além disso, toda órbita da EDO (.) é aberta. De fato, tome uma condição inicial,

x(t0) = x0, com x0 diferente de um ponto singular, e mostremos que existe um conjunto

aberto na curva de ńıvel, contendo x0 e pertencente à órbita da solução que passa por

x0 no tempo t0. Temos que ẋ(t0) = f(x0) 6= 0, pois x0 é um ponto regular. Da mesma

forma, a curva de ńıvel é regular em x0, pois ∇H 6= 0. Se α é a órbita e β é a curva de

ńıvel, então podemos aplicar o teorema da função inversa localmente para concluir que

β(α−1(t)) é um difeomorfismo local e portanto α é aberta em β em t0.

Logo, como à órbita de cada solução é aberta e fechada nas curvas de ńıveis, segue que

cada componente conexa das curvas de ńıveis de H corresponde à uma órbita de alguma

solução da EDO (.).

Teorema 4.1 (Classificação das Hipersuperf́ıcies de Revolução de Rn)

(i) A menos de translações verticais, existe uma única famı́lia paramétrica de hipersu-

perf́ıcies de revolução completas de curvatura escalar constante S = 0, convergindo

no infinito à um hiperplano Rn−1. Em R4 a curva perfil é uma parábola, em R5 a

curva perfil é uma catenária e em Rn, n ≥ 6, a curva perfil assintota duas retas

horizontais. Em todos os casos as hipersuperf́ıcies estão mergulhadas.

(ii) Para qualquer S > 0, existe uma única famı́lia paramétrica de hipersuperf́ıcies mer-

gulhadas completas de curvatura escalar constante S, todas periódicas e cilindrica-

mente limitadas. Quando o parâmetro aproxima-se de K0, dado na proposição 4.2,

as hipersuperf́ıcies geradas ficam cada vez mais próximas do cilindro xn × Sn−2(r),

e quando o parâmetro aproxima-se de zero as hipersuperf́ıcies geradas ficam cada

vez mais próximas de um conjunto de esferas duas a duas tangentes, com o centro

no eixo de rotação e raio 1√
S
.

(iii) Não existe hipersuperf́ıcie de revolução completa com curvatura escalar constante



S < 0.

Demonstração Pela equação (.) temos que ṙ2 ≤ 1, portanto estamos interessados

apenas nas curvas de ńıveis da equação (.) que encontra-se na região {(u, v) ∈ R2 | u >

0 e v2 ≤ 1}.

Como u = r e v = ṙ então a intersecção das curvas de ńıvel com o eixo horizontal,

v = 0, corresponde precisamente aos pontos onde a distância r da curva perfil ao eixo

de rotação xn é cŕıtica, porém pelas curvas de ńıveis, vemos que os pontos cŕıticos são

apenas de mı́nimo ou de máximo.

Tomando, sem perda de generalidade, xn(0) = 0, consideremos os seguintes casos:

Caso S = 0: A figura 4.1 nos diz que os valores de K que nos interessam é qualquer valor

no intervalo [0,∞).

Para K = 0 temos que ṙ = 1 e a menos de translação, r(s) = s para s ≥ 0 e, além

disso, usando a equação (.), encontramos que xn(s) = 0, que corresponde ao hiperplano

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn = 0}.

Para um valor de K > 0 fixo, r atinge um ponto de mı́nimo r1 > 0 quando v = 0, que

é igual a rn−3
1 = K. Diretamente das equações (.) e (.) segue que

ẋ2
n = 1 − ṙ2 =

K

rn−3
⇒ ẋ2

nrn−3 = K = rn−3
1

e então rn−3 assume valores no intervalo [K,∞). Se r 6= r1, podemos dividir ẋ2
n por ṙ2

para obter

ẋ2
n

ṙ2
=

(
dxn

dr

)2

=
K

ṙ2rn−3

rn−3
1

(1 − ẋ2
n)rn−3

=
rn−3
1

rn−3 − ẋ2
nrn−3

rn−3
1

rn−3 − rn−3
1

,

o que implica que a curva perfil α é formada por dois gráficos simétricos, pois

±xn =

√
rn−3
1

∫ r

r1

dr√
rn−3 − rn−3

1

. (.)

Note que pelo teorema do valor médio que rn−3 − rn−3
1 = (n − 3)r̃n−2(r − r1) com



r̃ ∈ [r1, r]. Dáı, rn−3 − rn−3
1 ≥ (n − 3)rn−2

1 (r − r1), e então

|xn| ≤
√

rn−3
1

∫ r

r1

dr

(n − 3)
1
2 r

n−2

2

1

√
r − r1

2
√

r − r1√
r1

√
n − 3

→ 0, quando r → r1.

Por outro lado, para cada r > r1, r fixo, chame r1 = r
α

e faça r1 → 0, que é o mesmo

que fazer α → ∞. Se α > 2 então rn−3 − rn−3
1 ≥ rn−3 − rn−3

2n−3 r
n−3
(

2n−3−1
2n−3

)
e então

|xn| ≤ r
n−3

2

1

(
2n−3

2n−3 − 1

) 1
2
∫ r

r1

r
3−n

2 dr

= r
n−3

2

1

(
2n−3

2n−3 − 1

) 1

2

(
r

5−n
2 − r

5−n
2

1
5−n

2

)
→ 0, quando r1 → 0.

Portanto, quando a distância da hipersuperf́ıcie ao eixo de rotação tende a zero a

hipersuperf́ıcie converge ao hiperplano xn = 0.

Se n = 4 então

±x4 =
√

r1

∫ r

r1

dr√
r − r1

= 2
√

r1

√
r − r1 ⇒ r =

x2
4

4r1

+ r1,

ou seja, a curva perfil é uma parábola.

Se n = 5, temos

±x5 = r1

∫ r

r1

dr√
r2 − r2

1

= r1 log

√
r2 − r2

1 + r

r1

⇒ log

√
r2 − r2

1 + r

r1

= ±x5

r1

⇒
√

r2 − r2
1 + r

r1
= e

±x5
r1 ⇒

√
r2 − r2

1 = r1e
±x5

r1 − r ⇒ r2 − r2
1 = r2

1e
± 2x5

r1 + r2 − 2r1re
±x5

r1

⇒ 2re
±x5

r1 = r1e
± 2x5

r1 + r1 ⇒
r

r1

e
± 2x5

r1 + 1

2e
±x5

r1

⇒ r

r1

e
±x5

r1 + e
∓x5

r1

2

⇒ r = r1 cosh
x5

r1
,

e portanto a curva perfil é uma catenária.



Para n ≥ 6 temos

r ≥ n−3
√

2r1 ⇒ rn−3
1 ≤ rn−3

2
⇒ rn−3

2
≤ rn−3 − rn−3

1 ⇒
√

rn−3

2
≤
√

rn−3 − rn−3
1

⇒ 1√
rn−3 − rn−3

1

≤ 1√
rn−3

2

⇒
∫ r

2r1

dr√
rn−3 − rn−3

1

≤
∫ ∞

2r1

√
2dr√
rn−3

=
2

8−n
2

n − 5

1

r
n−5

2

1

o que implica que a curva perfil assintota as duas retas horizontais xn = ± constante, pois

±xn =
√

rn−3
1

∫ r

r1

dr√
rn−3 − rn−3

1

≤
√

rn−3
1

∫ 2r1

r1

dr√
rn−3 − rn−3

1

+
2

8−n
2

n − 5
r1

portanto xn é limitada e como ẋ2
n + ṙ2 = 1, ṙ 6= 1 e ẋn 6= 0, ou seja, xn > 0 ou xn < 0,

então xn converge para uma constante.

Uma hipersuperf́ıcie é completa se e somente se ela é fechada como subconjunto de Rn.

Dáı, como a hipersuperf́ıcie considerada é de revolução, isso ocorre se e somente se a curva

perfil é fechada, o que no caso é verdade pois é um gráfico. Assim como a propriedade

da hipersuperf́ıcie estar mergulhada é clara, pois os dois gráficos colam suavemente em

(r1, 0), com reta tangente paralela ao eixo de rotação xn, pois dxn

dr
=

√
rn−3
1√

rn−3−rn−3
1

diverge

para o infinito quando r converge para r1, e a curva perfil não tem auto intersecção, pois

xn é monótona. Isto completa a prova do item (i).

Caso S < 0: A figura 4.3 diz que para K > 0 existe solução local, no entanto nenhuma

dessas hipersuperf́ıcies são completas pois nesse caso ṙ torna-se maior que 1. E para

K = 0 e K < 0 não existem solução nem mesmo local. Assim provamos (iii).

Caso S > 0: Da figura 4.2 vemos que os valores posśıveis para K é qualquer valor no

intervalo [0, K0] e que todas as curvas de ńıveis são compactas com exceção se K = 0, e

portanto toda solução da EDO (.) está definida em toda reta real, além disso, temos

que se K < 0 então as hipersuperficies não são completas, pois nesse caso ṙ torna-se maior

que 1.

Se K = K0 temos a solução r(s) = r0 e xn(s) = s, correspondendo ao cilindro

xn × Sn−2(r0).



Para K = 0, resolvendo a EDO (.) e (.) com r(0) = 0 e xn(0) = 0, temos a solução

r(s) =
1√
S

sin(
√

Ss), xn(s) =
1√
S

(1 − cos(
√

Ss))

que é simplesmente uma esfera com centro em (0, , . . . , 0, 1√
S
) e raio 1√

S
.

Para K ∈ (0, K0), segue da teoria de EDO, ver [14], que a solução correspondente

à cada curva de ńıvel, está definida para todo tempo. Além disso, que cada solução é

uma solução periódica, pois as curvas de ńıveis são fechadas. Portanto, cada solução

varia monotonicamente de um valor mı́nimo r1 > 0 a um máximo r2 < 1√
S
, enquanto o

quadrado de sua derivada ṙ2(s) sempre é menor que 1. Logo, ẋn
2 = 1− ṙ2 é sempre maior

que zero, o que implica que xn é monótona e a curva perfil está mergulhada.

Note que os valores posśıveis para o parâmetro K é qualquer valor no intervalo [0, K0].

Quando K = 0 temos uma esfera de raio 1√
S
, quando K = K0 temos o cilindro xn ×

Sn−2(r0). Portanto, de acordo com o parâmetro, quando ele se aproxima de zero, por

continuidade, as hipersuperf́ıcies geradas tendem a se aproximar cada vez mais a um

conjunto de esferas tangentes duas a duas, cada uma delas com o centro pertencente ao

eixo de rotação e raio 1√
S
. E quando o parâmetro aproxima-se de K0, as hipersuperf́ıcies

geradas tendem a se aproximar cada vez mais de um cilindro.

Proposição 4.3 Sejam u(x) definida como em (.), ou seja,

± u(x)√
ρn−2

=

∫ ‖x‖

ρ

dt√
tn−2 − ρn−2

, n ≥ 3 (.)

e x0 ∈ Rn. Para ‖x‖ no exterior de uma bola suficientemente grande tem-se a seguinte

expansão para u(x − x0):

u(x − x0) = A + 2
√

ρ
√

‖x‖ − ρ
√

ρ√
‖x‖

− √
ρ
〈x0, x〉√
‖x‖3

+
√

‖x‖O(‖x‖−2), n = 3;

u(x − x0) = A + ρ ln ‖x‖ − ρ
〈x0, x〉
‖x‖2

+ O(‖x‖−2), n = 4;

u(x − x0) = A − 2ρ
n−2

2

n − 4

1

‖x‖n−4

2

− ρ
n−2

2

〈x0, x〉
‖x‖n

2

+ O(‖x‖−n
2 ), n ≥ 5.

A demonstração dessa proposição é um cálculo direto e pode ser encontrada em [6].

Definiremos um fim regular de uma hipersuperf́ıcie com curvatura escalar nula de tal forma



que ele terá o mesmo comportamento assintótico no infinito que uma hipersuperf́ıcie de

revolução, portanto a expansão para u(x) servirá como motivação para definir o que é um

fim regular de uma hipersuperf́ıcie com curvatura escalar nula.



CAṔITULO 5

HIPERSUPERF́ICIES COM CURVATURA ESCALAR

NULA COM DOIS FINS

5.1 Introdução

Este caṕıtulo dedica-se exclusivamente à provar o teorema de Hounie-Leite, que pode

ser encontrado em [6], um teorema análogo ao teorema de Schoen mostrado em 1983

[13]. Mas para isso, antes precisamos apresentar alguns resultados preliminares, como por

exemplo, um teorema de reflexão que é conseqüência do método de Alexandrov e que foi

provado por Hounie-Leite em [7].

Inicialmente, na seção 5.2, consideramos uma hipersuperf́ıcie M mergulhada em Rn+1,

compacta com Hr = 0 e com posto da aplicação de Gauss pelo menos r, na qual estabe-

leceremos um prinćıpio de reflexão, conseqüência do método de Alexandrov. Na seção 3,

definimos quando uma hipersuperf́ıcie é regular no infinito e estabelecemos uma fórmula

para o fluxo de um (n−1)−ciclo orientado α em um fim regular no infinito de uma hipersu-

perf́ıcie com curvatura escalar nula. Essa fórmula será então usada na seção 4 para mostrar

que se uma hipersuperf́ıcie com curvatura escalar nula, regular no infinito é completa e

orientada com dois fins então os fins são paralelos com taxa de crescimento opostas. Esse

resultado será então fundamental para a demonstração do resultado final, onde também

é aplicado um prinćıpio de reflexão estabelecido na seção 2. A demonstração do resul-

tado final, consiste basicamente em mostrar que a hipersuperf́ıcie é simétrica, tanto em

relação ao hiperplano horizontal quanto à qualquer hiperplano vertical contendo o eixo

de rotação, que é encontrado a priori.
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5.2 Um Prinćıpio de Reflexão

O prinćıpio de reflexão a seguir baseia-se fundamentalmente no Prinćıpio da Tangência,

que é a principal ferramenta para a sua demonstração, e no método de reflexão de Alexan-

drov. Ele será usado na seção final, onde iremos aplicá-lo na demonstração do teorema

de Hounie-Leite. Apresentamos aqui a notação usada daqui por diante e logo a seguir

enunciamos e demonstramos esse prinćıpio de reflexão.

Seja p : Rn+1 → Rn a aplicação projeção dada por p(x, xn+1) = x, e para t ∈ R seja

Πt o hiperplano {(x, xn+1) ∈ Rn+1 | xn+1 = t}. Se Σ ⊂ Rn+1 é qualquer conjunto e t ∈ R,

denotaremos por Σt+ e Σt− os seguintes conjuntos

Σt+ = {(x, xn+1) ∈ Σ | xn+1 ≥ t},

Σt− = {(x, xn+1) ∈ Σ | xn+1 ≤ t},

ou seja, a porção de Σ que está acima e abaixo de Πt, respectivamente. E denotemos por

Σ∗
t+ o seguinte conjunto

Σ∗
t+ = {(x, 2t − xn+1) ∈ R

n+1 | (x, xn+1) ∈ Σt+},

ou seja, é o refletido de Σt+ com respeito a Πt.

Diremos que Σ é um gráfico se a aplicação projeção restrita a Σ for injetiva. Se Σ é uma

variedade de Rn+1, com ou sem fronteira, então Σ terá declividade localmente limitada se o

plano tangente TpS não contém o vetor unitário vertical v = (0, 1). Um gráfico compacto

com declividade localmente limitada é realmente um gráfico sobre algum aberto de Rm,

m < n + 1. De fato, pelo teorema da função inversa a imagem de p é uma variedade

m−dimensional de Rn e a inversa de p é diferenciável. Se A, B ⊂ Rn+1 são quaisquer

conjuntos, então denotaremos por A ≥ B se para todo x ∈ Rn+1 tal que p−1(x)∩A 6= ∅ e

p−1(x) ∩ B 6= ∅ tivermos que todo ponto de p−1(x) ∩ A está acima de todos os pontos de

p−1(x) ∩ B, ou seja, se (x, xn+1) ∈ p−1(x) ∩ A e (x, yn+1) ∈ p−1 ∩ B, então xn+1 ≥ yn+1.

Sejam B = Bn−1 ⊂ Rn+1 um conjunto compacto mergulhado C2 de dimensão n − 1,

Mn uma hipersuperf́ıcie compacta mergulhada suave em Rn+1 com ∂M = B e Ω ⊂ Rn

um conjunto conexo limitado em Rn cuja fronteira ∂Ω é conexa e tem vetor curvatura em



C, onde C denota o cone com respeito a σr. Enunciaremos e demonstraremos a seguir

um prinćıpio de reflexão.

Teorema 5.1 Sejam B e Ω como acima, tais que B ⊂ ∂Ω × R, B+
0 é um gráfico com

declividade localmente limitada e B∗
0+ ≥ B0−. Se M é qualquer hipersuperf́ıcie compacta

mergulhada com ∂M = B e M possui todos os seus pontos interiores contidos em Ω × R

e satisfaz σr = 0 com posto da aplicação de Gauss pelo menos r em todo ponto, então

(i) M0+ é um gráfico com declividade localmente limitada;

(ii) M∗
0+ ≥ M0− .

Demonstração Seja t̄ = max{xn+1 ∈ R | (x, xn+1) ∈ B}. Se t̄ ≤ 0 então M0+ não tem

pontos interiores, e nesse caso M0+ = B0+ , ou M0+ tem um ponto interior p de altura

máxima, o que implica que M permanece abaixo de seu espaço tangente TpM que é um

hiperplano horizontal, pelo corolário 3.2 temos que M localmente coincide com TpM .

Considere o conjunto C = {x ∈ M | x possui uma vizinhança em M contida em TpM}.
Claramente C é aberto em M , para mostrar que C é fechado considere uma seqüência

xn ∈ C convergindo para x e mostremos que x ∈ C. Por continuidade, M e TpM são

tangentes em x e como M está abaixo de TpM , novamente pelo corolário 3.2, existe uma

vizinhança de x em M contida em TpM , o que implica que C é fechado em M . Portanto,

a componente conexa de M que contém p coincide com TpM , porém estamos supondo

que t̄ ≤ 0, o que implica que TpM = Π0. Logo M0+ é uma região em Π0 e de qualquer

modo o teorema é válido.

Se t̄ > 0, considere o subconjunto T ⊂ [0, t̄], tal que se t ∈ T então:

(i) Mt+ é um gráfico com declividade localmente limitada;

(ii) M∗
t+ ≥ Mt− .

Pelo mesmo argumento usado no caso em que t̄ ≤ 0, tem-se que t̄ ∈ T . Se mostrarmos

que T é fechado e aberto em [0, t̄], teremos que 0 ∈ T e dáı o teorema estará provado.

Para mostrar que T é aberto em [0, t̄], tome t ∈ T e mostremos inicialmente que en+1

não é tangente à M em um ponto p ∈ Πt. Se p ∈ B∩Πt com en+1 ∈ TpM , então devemos



ter TpM = Tp(∂Ω × R) já que en+1 6∈ TpB. Tomando M ′ como sendo a parte de ∂Ω × R

que está abaixo ou acima de B, pois as normais às fronteiras precisam apontar na mesma

direção e sentido, unido com B, temos que M satisfaz Hr = 0 e Hr+1 6= 0, pois o posto da

aplicação de Gauss é no mı́nimo r, a função simétrica σr em M ′ é maior ou igual a zero, já

que o vetor curvatura de ∂Ω×R está contido em C e então, aplicando o teorema 3.6, temos

que uma vizinhança de p em M está contida em ∂Ω×R, , contradizendo o fato que todos

os pontos interiores de M estão no interior de Ω×R. Seja p um ponto interior de M com

p ∈ Πt. Tem-se que M∗
t+

e Mt− encontram-se no ponto de fronteira p, com M∗
t+

acima

de Mt− , pois t ∈ T . Se en+1 ∈ TpM , então M∗
t+

e Mt− encontram-se tangencialmente

em p com vetor curvatura na mesma folha, pois a curvatura principal é invariante por

isometria, ou seja, se ρ é uma isometria então os vetores curvaturas principais em p e em

ρ(p) coincidem.

Mostremos que se M∗
t+ está acima de Mt− na direção de en+1, então M∗

t+ também

está acima de Mt− na direção da normal para cima em um ponto de tangência. Basta

mostrar esse resultado no plano para duas funções crescentes ou decrescentes, pois é

só considerar M∗
t+ e Mt− intersectadas com um plano vertical passando pelo ponto de

tangência. Portanto, sejam f e g duas funções crescentes tais que g(x) ≥ f(x) e seus

gráficos sejam tangentes no ponto x0. Podemos considerar que f ′(x0) = a > 0, pois para

o caso a = 0 a normal coincide com o vetor unitário vertical. Nesse caso, iremos escrever

f e g em um novo sistema de coordenadas com base igual a {(cos θ, sin θ), (− sin θ, cos θ)},
onde o vetor (− sin θ, cos θ) é a normal aos gráficos no ponto de tangência, com 0 < θ < π

2
.

Logo, se (w, G(w)) e (w, F (w)) são dois pontos no novo sistema de coordenadas nos

gráficos de g e f , respectivamente, queremos mostrar que G(w)−F (w) > 0. De fato, pois

esses pontos na base canônica são iguais a

(w, G(w)) = w(cos θ, sin θ) + G(w)(− sin θ, cos θ) = (x, g(x)),

e

(w, F (w)) = w(cos θ, sin θ) + F (w)(− sin θ, cos θ) = (y, f(y)),

o que implica que
{

w cos θ − G(w) sin θ = x

w sin θ + G(w) cos θ = g(x)
⇒

{
x cos θ + g(x) sin θ = w

−x sin θ + g(x) cos θ = G(w)
{

w cos θ − F (w) sin θ = y

w sin θ + F (w) cos θ = f(y)
⇒

{
y cos θ + f(y) sin θ = w

−y sin θ + f(y) cos θ = F (w)



⇒ G(w)−F (w) = (y−x) sin θ +(g(x)−f(y)) cos θ = (y−x) sin θ +(G(w)−F (w)) cos2 θ

⇒ sin θ =
y − x

G(w) − F (w)
> 0,

pois g(x) − f(y) = (G(w) − F (w)) cos θ. Se x > y então G(w) − F (w) < 0 e como g é

crescente e está acima de f , temos que g(x) > g(y) > f(y) e dáı G(w) − F (w) > 0, pois

cos θ > 0, contradição. Logo y > x e G(w) > F (w).

O teorema 3.5 implica que M∗
t+

e Mt− coincidem em uma vizinhança de p, assim como

toda a componente conexa de p, usando o mesmo argumento de conexidade acima. Dessa

forma, a fronteira seria simétrica com respeito a Πt, com t > 0, contradizendo B∗
0+ ≥ B0−,

pois se (x, xn+1) e (x, yn+1) são dois pontos da fronteira da componente conexa que contém

p com xn+1 > yn+1, então 2t − xn+1 = yn+1, o que implica que −xn+1 < yn+1. Portanto,

en+1 6∈ TpM .

Como M tem declividade localmente limitada em todos os pontos de Πt, existe ǫ > 0

tal que ∀ǫ′ ∈ (0, ǫ] o conjunto M ∩ Sǫ′ é um gráfico com declividade localmente limitada

sobre um subconjunto de Π0, já que o espaço tangente varia continuamente com p, onde

Sǫ′ denota a faixa |xn+1 − t| < ǫ′ e M ∩ Πt é compacta.

Tome s ∈ (t − ǫ
4
, t + ǫ

4
) ∩ (0, t̄] e denotemos por ρs a reflexão em torno do hiperplano

Πs, então ρs(S ǫ
2
) ⊂ Sǫ, dáı ρs(Ms+ ∩ S ǫ

2
) ≥ Ms− , já que a intersecção de ρs(Ms+ ∩ S ǫ

2
)

com Ms− na faixa Sǫ ocorre em M ∩ Πs, pois M ∩ Sǫ é um gráfico. Por outro lado, o

complemento Ms+\S ǫ
2

é um subconjunto compacto de Mt+ , assim ρt(Ms+\S ǫ
2
) ≥ Mt− .

Observe que M∗
t+

∩ Mt− = M ∩ Πt, pois a igualdade vale em Πt e M está mergulhada.

Caso contrário, elas seriam tangentes em um ponto interior P pois M+
t+

está acima de

Mt− e na fronteira a desigualdade é estrita. Por um argumento análogo ao já utilizado

nesta demonstração, M∗
t+ está acima de Mt− próximo a p também na direção do vetor

normal. Os vetores curvatura principal de M∗
t+ e Mt− estão na mesma folha: de fato, o

vetor curvatura principal de M∗
t+

em p é igual ao de Mt+ em p∗ pois a reflexão é uma

isometria de Rn+1. Além disso, os vetores curvaturas principais de quaisquer dois pontos

em M estão na mesma folha, caso contrário por conexidade haveria um ponto em M onde

o vetor curvatura principal pertenceria a duas folhas distintas, o que pela proposição 2.5

temos que Hr+1 = 0 e pelo teorema 2.3 a aplicação normal de Gauss teria posto menor

ou igual a r. Para aplicação do prinćıpio da tangência, resta mostrar que os vetores



normais apontam na mesma direção. Se M é compacta sem fronteira, então Rn+1 − M

tem duas componentes conexas e a normal a M aponta para o interior de uma delas (ver

[15] vol. I). Usando este fato pode-se mostrar que, na aplicação do método de reflexão

de Alexandrov, M e sua parte refletida tem normal na mesma direção, ver por exemplo

[1]. Usando esse fato, se M é com fronteira então estendemos M a uma compacta sem

fronteira e então usamos o caso acima para concluir que, na aplicação do método de

Alexandrov, M e sua parte refletida tem normal na mesma direção. Logo, pelo teorema

3.5 temos que M∗
t+

e Mt− coincidem localmente e então, por um argumento de conexidade,

uma componente conexa coincidiria, contradizendo a desigualdade na fronteira B. Como

Ms+\S ǫ
2

está estritamente acima de Πt, tem-se que ρt(Ms+\S ǫ
2
) está estritamente acima

de Mt− , já que Ms+\S ǫ
2
⊂ Mt+ , o que ocorre também com s próximo de t. Assim fica

provado que M∗
s+ ≥ Ms−, para s suficientemente próximo de t. O fato que Ms+ é um

gráfico com declividade localmente limitada segue do fato que M ∩ Sǫ é um gráfico com

declividade localmente limitada, assim como Mt+ tem declividade localmente limitada.

Logo T é aberto em [0, t̄].

Mostremos que T é fechado. Se (t, t̄] ⊂ T para algum t ∈ [0, t̄) então mostremos que

t ∈ T . Suponha que Mt+ não seja um gráfico, então existem dois pontos em Mt+ , (x, xn+1)

e (x, yn+1) com xn+1 > yn+1, o que diz que yn+1 = t pois s ∈ T para s > t. Como B0+ é

um gráfico e Bt+ ⊂ B0+ segue que x ∈ Ω e (x, t) é um ponto interior de M . A declividade

de M em (x, xn+1) é limitada, pois xn+1 ∈ (t, t̄], e então uma vizinhança deste ponto em

M pode ser representado como um gráfico G sobre uma vizinhança V de (x, t) em Πt,

com G estritamente acima de V . Dado um ponto (y, t) ∈ V , tem-se que p−1{y} intersecta

G em um ńıvel s > t, que é o único ponto de intersecção com M , já que para todo s > t

temos que Ms+ é um gráfico. Como G é disjunto de V , segue que uma vizinhança de

(x, t) em M está abaixo de Πt, e pelo corolário 3.2 esta vizinhança está contida em Πt,

pois neste caso Πt é o plano tangente à M em (x, t).

O conjunto A = {(x, t) ∈ M ∩ (Ω × t) | existe (x, s) ∈ M com s > t} é aberto e

fechado em Ω × t. De fato, que é aberto já temos feito acima e que é fechado tome

uma seqüência (xn, t) ∈ M convergindo para (x, t). Então existe uma outra seqüência,

(xn, sn) ∈ M com sn > t, convergindo para (x, s). Se s > t, pelo fato de M ser compacta,

esse ponto pertence a A, porém se s = t então temos que (xn, t) − (xn, sn) = (t − sn)en

converge para o vetor nulo, porém o resultado do apêndice da página 74 de [1] nos diz



que en pertence ao espaço tangente a M no ponto (x, t) e por continuação en é o vetor

normal nesse ponto, absurdo. Logo, uma componente de M está contida em Πt, e dáı

uma componente de B é igual a ∂Ω × {t} e isto contradiz a hipótese de que B0+ é um

gráfico, pois estamos assumindo que existem pontos de M acima de Ω×{t} o que implica

que existem pontos de B0+ acima desse conjunto. Além disso Mt+ é um gráfico com

declividade localmente limitada. Também temos que M∗
t+ ≥ Mt− do contrário existiriam

dois pontos (x, xn+1) ∈ Mt+ e (x, yn+1) ∈ Mt− com 2t − xn+1 < yn+1, implicando que

para s > t suficientemente próximos de t teŕıamos uma vizinhança de M∗
s+ abaixo de

uma vizinhança de Ms− , contradizendo o fato que s ∈ T . Isto completa a prova que T é

fechado e a prova do teorema.

5.3 A Fórmula do Fluxo

Agora definiremos o fluxo de um (n − 1)−ciclo orientado α, em uma hipersuperf́ıcie

com curvatura escalar nula imersa em Rn+1, na direção de um vetor unitário v ∈ Rn+1.

Mas antes disso, apresentamos uma importante propriedade provada por Reilly [12], que

será usada para encontrar uma fórmula para o fluxo de um ciclo em um fim regular no

infinito de uma hipersuperf́ıcie com curvatura escalar nula. Definimos também um fim

regular no infinito de uma hipersuperf́ıcie com curvatura escalar nula.

Definição 5.1 Para qualquer hipersuperf́ıcie M de Rn+1 e qualquer inteiro 1 ≤ r ≤
n definimos o operador diferencial linear de segunda ordem Lr−1 agindo sobre funções

definidas em M , como

Lr−1(φ) = div(Tr−1∇φ),

onde ∇φ é o gradiente de φ restrito a M e Tr é a r−ésima Transformação de Newton

da definição 3.2 na página 25, que para simplificar a notação estamos considerando com

respeito ao operador de forma.

Este operador é uma ferramenta muito utilizada no estudo de hipersuperf́ıcies com

a r−ésima função de curvatura constante. Enunciamos agora uma das principais pro-

priedades de Lr−1, propriedade essa que foi provada por Reilly [12] e que será usada logo

adiante.



Proposição 5.1 Se M é uma hipersuperf́ıcie em Rn+1 com Hr = 0 e h é qualquer função

altura, então h satisfaz a equação Lr−1(h) = 0 (uma generalização do fato que a função

altura de uma superf́ıcie mı́nima é harmônica).

Definição 5.2 Dado um (n − 1)−ciclo orientado α em uma hipersuperf́ıcie orientada

imersa com curvatura escalar nula, o fluxo de α na direção de um vetor unitário v em

Rn−1, é definido por

F lux(α; v) =

∮

α

〈T1∇h, ν〉dσ,

onde T1 é a Transformação de Newton com relação ao operador de forma, ν é a normal

para fora e h é a função altura com respeito a v, isto é, h(x) = 〈v, x〉.

Uma aplicação direta do teorema da divergência mostra que F lux(α; v) depende so-

mente da classe de homologia de α, pois se D é um domı́nio regular de M , então pela

proposição 5.1 temos ∮

∂D

〈T1∇h, ν〉dσ =

∫

D

L1(h)dµ = 0.

A motivação para definir um fim regular no infinito de uma hipersuperf́ıcie com cur-

vatura escalar nula em Rn+1, vem da expansão da expressão expĺıcita de uma hipersu-

perf́ıcie rotacional com curvatura escalar nula em Rn+1, pois iremos considerar fins de

hipersuperf́ıcies com H2 = 0 tendo o mesmo comportamento assintótico que uma hiper-

superf́ıcie rotacional com curvatura escalar nula.

Definição 5.3 Um fim de uma hipersuperf́ıcie com curvatura escalar nula em Rn+1, n ≥
3, é regular no infinito com taxa de crescimento a 6= 0, se ele é um gráfico de uma função

u(x) definida no exterior de uma bola limitada em algum hiperplano Π de Rn+1, tal que

para x ∈ Π com ‖x‖ grande,

u(x) = a
√

‖x‖ + a1 +
a2√
‖x‖

+
〈c, x〉√
‖x‖3

+
√

‖x‖φ(x), n = 3,

u(x) = a ln ‖x‖ + a1 +
〈c, x〉
‖x‖2

+ φ(x), n = 4,

u(x) =
a

‖x‖n−4

2

+ a1 +
〈c, x〉
‖x‖n

2

+ ‖x‖ 4−n
2 φ(x), n ≥ 5,



para constantes a 6= 0, a1, a2 ∈ R e c ∈ Rn, onde

‖φ(x)‖ ≤ C

‖x‖2
,

‖Djφ(x)‖ ≤ C

‖x‖3
,

‖Dijφ(x)‖ ≤ C

‖x‖4
.

A próxima proposição será fundamental na demonstração do lema 5.1.

Proposição 5.2 Seja CR ⊂ M o ciclo dado por {(x, u(x)) ∈ Rn+1 | ‖x‖ = R} com a

orientação induzida de Sn−1, onde Sn−1 está orientada com a normal para fora, em um

fim regular no infinito com taxa de crescimento a 6= 0 sobre Π de uma hipersuperf́ıcie com

curvatura escalar nula. Então

F lux(CR; v) = 〈v, u〉γnV ol(Sn−1)a2,

onde u é a normal unitária positiva ao hiperplano Π, e γn =
(n − 1)(4 − n)2

4
se n 6= 4 e

γ4 = 3.

Demonstração Da definição de fim regular no infinito com taxa de crescimento a 6= 0

temos que
u(x) = a‖x‖ 4−n

2 + g(x), se n 6= 4,

u(x) = a ln ‖x‖ + g(x), se n = 4,

onde x ∈ Rn e g(x) é igual a

g(x) = a1 +
a2√
‖x‖

+
〈c, x〉√
‖x‖3

+
√
‖x‖φ(x), n = 3,

g(x) = a1 +
〈c, x〉
‖x‖2

+ φ(x), n = 4,

g(x) = a1 +
〈c, x〉
‖x‖n

2

+ ‖x‖ 4−n
2 φ(x), n ≥ 5,



e calculando as derivadas de primeira e de segunda ordem de g(x) chegamos que elas são

da ordem O(R−n
2 ) e O(R−n+2

2 ), respectivamente, quando R = ‖x‖ → ∞. Calculando as

derivadas até segunda ordem de u temos

ui = bnaR−n
2 xi + gi,

uij = bnaR−n
2

(
δij −

n

2

xixj

R2

)
+ gij,

onde bn = 4−n
2

se n 6= 4 e b4 = 1. Como
∣∣∣Rn−2

2 ui

∣∣∣ =
∣∣∣bna

xi

R
+ R

n−2

2 gi

∣∣∣ < C = constante

quando R é suficientemente grande, então ui = O(R−n−2

2 ).

Devemos encontrar a normal exterior à CR na hipersuperf́ıcie. Assumindo que o fim é

um gráfico sobre o hiperplano horizontal em Rn+1, temos que a normal da hipersuperf́ıcie

M é dada por 1
W (x)

(−∇u(x), 1), onde W 2(x) = 1+u2
1+· · ·+u2

n, W → 1 quando R → +∞,

e que qualquer vetor da forma (v, 〈∇u(x), v〉) é ortogonal à (−∇u(x), 1). Porém para que

esse vetor seja normal à CR é necessário que ele seja ortogonal a qualquer vetor tangente à

CR e além disso, temos que se w é ortogonal a x então o vetor (w, 〈∇u(x), w〉) é tangente

à CR. Portanto,

〈(v, 〈∇u(x), v〉), (w, 〈∇u(x), w〉)〉 = 〈v, w〉+ 〈∇u(x), v〉〈∇u(x), w〉 = 0

⇒ 〈v, w + 〈∇u(x), w〉∇u(x)〉 = 0.

Se fazemos v = ax + b∇u(x) então

〈∇u(x), w〉(a〈∇u(x), x〉 + bW 2) = 0.

Se 〈∇u(x), w〉 = 0 então tome v como sendo qualquer vetor na direção de x, porém se

a〈∇u(x), x〉+ bW 2 = 0 então podemos considerar a = W 2 e b = −〈∇u(x), x〉, assim para

qualquer caso, v pode ser tomado como sendo igual a

v = xW 2 − 〈∇u(x), x〉∇u(x).

O que implica que o vetor normal à CR é dado por ν = ~n
‖~n‖ , onde

~n =
( x

R
,
〈
∇u(x),

x

R

〉)
+‖∇u(x)‖2

( x

R
,
〈
∇u(x),

x

R

〉)
−
〈
∇u(x),

x

R

〉 (
∇u(x), ‖∇u(x)‖2

)
,



usando a estima para ui temos que

‖~n‖ ≤ ‖
( x

R
,∇u(x) · x

R

)
‖ + ‖O(R2−n)‖ ≤

√
1 + O(R2−n) + O(R2−n),

porém,
√

1 + O(R2−n) − 1
O(R2−n)√

1 + O(R2−n) + 1
O(R2−n).

Dáı,

‖~n‖ = 1 + O(R2−n) e
1

‖~n‖ = 1 + O(R2−n).

O gradiente ∇h(p) é tomado restrito à hipersuperf́ıcie M , dáı ∇h(p) coincide com a

projeção ortogonal de v em TpM . Como T1 é auto-adjunto e ~n é tangente a M então

〈T1∇h, ~n〉Mp
〈v, T1(~n)〉Rn+1 =

〈
v, T1

( x

R
,
〈
∇u(x),

x

R

〉)〉
Rn+1

+ 〈v, T1(O(R2−n))〉Rn+1,

o que implica que

F lux(CR; v) =

∮

CR

〈
T1∇h,

~n

‖~n‖

〉
dσ =

∮

CR

1

‖~n‖〈v, T1(~n)〉dσ

=

∮

CR

1

‖~n‖
〈
v, T1

( x

R
,∇u(x) · x

R

)〉
dσ +

∮

CR

1

‖~n‖〈v, T1(O(R2−n))〉dσ.

Se CR e Cr, R 6= r, são dois ciclos com a orientação induzida de MR, onde MR é a

parte compacta de M que tem como fronteira os ciclos CR e Cr, então temos que
∮

CR

〈
T1∇h,

~n

‖~n‖

〉
dσ −

∮

Cr

〈
T1∇h,

~n

‖~n‖

〉
dσ =

∮

CR∪(−Cr)

〈
T1∇h,

~n

‖~n‖

〉
dσ

=

∮

∂D

〈
T1∇h,

~n

‖~n‖

〉
dσ =

∮

D

L1(h)dµ = 0,

pois ∮

Cr

〈
T1∇h,

~n

‖~n‖

〉
dσ = −

∮

−Cr

〈
T1∇h,

~n

‖~n‖

〉
dσ

e pela proposição 5.1 temos L1(h) = 0, onde ∂D = CR ∪ (−Cr) e (−Cr) indica o ciclo Cr

com a orientação oposta. Portanto o fluxo é constante para qualquer valor de R e então

podemos tomar R → ∞ que o fluxo continua constante.



Cálculo de T1

(
x
R
,
〈
∇u(x), x

R

〉)
: Se X(x) = (x, u(x)) é uma parametrização de uma

vizinhança de um ponto p ∈ M temos do caṕıtulo 1 que a matriz de B = −dN na

base B = {(ei, ui), i = 1 . . . , n} é dada por [bij ] =
[
δij −

uiuj

W 2

]
×
[uij

W

]
, onde W 2 =

1 + u2
1 · · · + u2

n.

Calculando
〈
∇u(x),

x

R

〉
, encontramos que

〈
∇u(x),

x

R

〉
=

n∑

i=1

ui

xi

R

n∑

i=1

(
bnaR−n

2 xi + gi

) xi

R
=

n∑

i=1

(
bnaR−n

2
x2

i

R
+

xi

R
gi

)

=
bna

R
n−2

2

+

n∑

i=1

xi

R
gibn

a

R
n−2

2

+ O(R−n
2 )

e então ( x

R
,
〈
∇u(x),

x

R

〉)( x

R
, bn

a

R
n−2

2

+ O(R−n
2 )

)
.

O comportamento de gij , quando R → ∞, implica que uij = O(R−n
2 ). Os elementos

da matriz B são dados por

bij =
∑

k

(
δij −

uiuk

W 2

)(ukj

W

)
=

uij

W
−
∑

k

uiukukj

W 3
,

e como W > 1, temos que

∣∣∣uij

W

∣∣∣ ≤ |uij| = O(R−n
2 ) e

∣∣∣uiukukj

W

∣∣∣ ≤ |uiukukj|O(R− 3n−4

2 ).

Portanto, bij − uij = O(R− 3n−4

2 ), ou seja, a matriz do operador de forma satisfaz

a igualdade B = [bij ] = [uij] + O(R− 3n−4

2 ). Lembrando que T1 = nH1I − B e que

nH1 =
n∑

i=1

uii + O(R− 3n−4

2 ), segue que

[(T1)ij ] =
n∑

k=1

ukkδij − uij + O(R− 3n−4

2 )
n∑

k=1

(
bna

R
n
2

(
1 − n

2

x2
k

R2

)
+ gkk

)
δij

−
(

bna

R
n
2

(
δij −

n

2

xixj

R2

)
+ gij

)
+ O(R− 3n−4

2 ) =
n

2

bna

R
n
2

δij + O(R−n+2

2 )



−bna

R
n
2

(
δij −

n

2

xixj

R2

)
+O(R−n+2

2 ) +O(R− 3n−4

2 ) =
bna

R
n
2

(n

2
δij − δij +

n

2

xixj

R2

)
+O(R− 3n−4

2 )

=
cna

R
n
2

[
δij +

n

n − 2

xixj

R2

]
+ O(R− 3n−4

2 ),

onde
∑

k

x2
k = R2 e cn =

(n − 2)(4 − n)

4
se n 6= 4 e c4 = 1.

O vetor T1

(
x
R
,
〈
∇u(x), x

R

〉)
na base B é o produto da matriz de T1, [(T1)ij ], pelo vetor(

x
R
,
〈
∇u(x), x

R

〉)
na base B, isto é,

T1

( x

R
,
〈
∇u(x),

x

R

〉) cna

R
n
2

[
δij +

n

n − 2

xixj

R2

]
×
[xj

R

]
+ O(R− 3n−4

2 ) = (α1, . . . , αn)

onde

αi =
cna

R
n
2

∑

k

(
δik +

n

n − 2

xixk

R2

)
xk

R
+ O(R− 3n−4

2 )

=
cna

R
n
2

(
xi

R
+

n

n − 2

xi

R

)
+ O(R− 3n−4

2 ) =
dna

R
n+2

2

xi + O(R− 3n−4

2 ),

onde dn =
(n − 1)(4 − n)

2
se n 6= 4 e d4 = 3. Se T1

(
x
R
,
〈
∇u(x), x

R

〉)
= (α1, . . . , αn) está

na base B então o vetor T1

(
x
R
,
〈
∇u(x), x

R

〉)
em Rn+1 na base canônica de Rn+1 é

T1

( x

R
,
〈
∇u(x),

x

R

〉)
=

n∑

i=1

αi(ei, ui(x))(α1, . . . , αn, 〈∇u(x), (α1, . . . , αn)〉).

Resultando que a (n + 1)− ésima coordenada de T1

(
x
R
,
〈
∇u(x), x

R

〉)
em Rn+1 é dada

por

〈∇u(x), (α1, . . . , αn)〉 =
∑

i

uiαi =
∑

i

(
bna

R
n
2

xi + O(R−n
2 )

)(
dna

R
n+2

2

xi + O(R− 3n−4

2 )

)

=
γna2

Rn+1

∑

i

x2
i + O(R3−2n) + O(R−n) + O(R2−2n)

=
γna2

Rn−1
+ O(R−n),



onde γn =
(n − 1)(4 − n)2

4
se n 6= 4 e γ4 = 3. Dáı,

〈
v, T1

( x

R
,
〈
∇u(x),

x

R

〉)〉( n∑

i=1

vixi

)
dna

R
n+2

2

+ vn+1
γna2

Rn−1
+ O(R−j),

onde j = min
{
n, 3n−4

2

}
.

Multiplicando a matriz de T1 por um vetor cujas coordenadas são da ordem de O(R2−n)

achamos que T1(O(R2−n)) = O(R− 3n−4

2 ) e então〈v, T1(O(R2−n))〉 = O(R− 3n−4

2 ). Portanto

F lux(CR; v) =

∮

CR

1

‖~n‖

(
n∑

i=1

vixi

)
dna

R
n+2

2

dσ +

∮

CR

1

‖~n‖vn+1
γna

2

Rn−1
dσ

+

∮

CR

1

‖~n‖O(R−j)dσ +

∮

CR

1

‖~n‖O(R− 3n−4

2 )dσ

=
dna

R
n+2

2

∮

CR

1

‖~n‖

(
n∑

i=1

vixi

)
dσ +

γna2

Rn−1

∮

CR

1

‖~n‖vn+1dσ +

∮

CR

1

‖~n‖O(R−j)dσ

O elemento de volume dσ corresponde ao elemento de volume do ciclo CR em Rn+1,

que converge ao elemento de volume dV da esfera Sn−1(R) = {x ∈ Rn | ‖x‖ = R} em

Rn = Π, quando R → ∞. De fato, se o gradiente de u, ∇u(x), for paralelo a x, então

escolha uma base ortonormal {e1, . . . , en−1} de TxS
n−1(R), tal que 〈∇u(x), ei〉 = 0. Como

CR é um ciclo de um fim regular, temos que ϕ(x) = (x, u(x)) é uma função de Sn+1(R)

em CR, portanto dϕx(ei) = (ei, 0) é uma base ortonormal de CR, o que implica que o

conjunto U = {(e1, 0), . . . , (en−1, 0), N, ν} é uma base ortonormal de Rn+1, onde N é a

normal à hipersuperf́ıcie e ν é a normal ao ciclo em relação à hipersuperf́ıcie. Portanto,

neste caso, dσ =
√

det gijdV = dV , pois

det((e1, 0), . . . , (en−1, 0), (−∇u(x), 1), ν) =
√

det gij = 1,

onde gij é o produto interno do i−ésimo elemento da base U com o j−ésimo elemento,

ou seja, gij = 0 se i 6= j e gii = 1.

Se, porém o gradiente de u não é paralelo a x, tome e1 = (∇u(x))T

‖(∇u(x))T ‖ e complete-o para

uma base ortonormal de TxS
n−1(R), {e1, . . . , en−1}, onde (∇u(x))T é a parte tangencial



de ∇u(x) em relação ao ciclo CR. Como acima, temos que dϕx(e1) = (e1, ‖(∇u(x))T‖)
e dϕx(ei) = (ei, 0), i = 2, . . . , n − 1. Dáı, o conjunto {e′1 = (e1, ‖(∇u(x))T‖), e′2 =

(e2, 0), . . . , e′n−1 = (en−1, 0), e′n = N, e′n+1 = ν} é uma base ortogonal de Rn+1. Tomando

a base ortonormal
{

e′1
‖e′1‖

, e′2, . . . , e
′
n+1

}
de Rn+1, temos que dσ =

√
det gijdV = W̃dV ,

onde det gij é como acima, g11 = 1 + ‖(∇u(x))T‖2 = W̃ 2, gii = 1, i = 2, . . . , n + 1

e gij = 0 se i 6= j. Como ‖(∇u(x))T‖ ≤ ‖∇u(x)‖ e ‖∇u(x)‖ = O(R−n−2

2 ), então

‖(∇u(x))T‖ = O(R−n−2

2 ), o que implica que W̃ = 1 + O(R2−n).

Logo, independente se o gradiente de u é paralelo ou não a x, temos que dσ = (1 +

O(R2−n))dV . Portanto,

dna

R
n+2

2

∣∣∣∣∣

∮

CR

1

‖~n‖

(
n∑

i=1

vixi

)
dσ

∣∣∣∣∣ =
dna

R
n+2

2

∣∣∣∣∣

∮

CR

(
n∑

i=1

vixi

)
(
1 + O(R2−n)

)
dV

∣∣∣∣∣

Também temos que

=
dna

R
n+2

2

∣∣∣∣∣

∮

CR

(
n∑

i=1

vixi

)
O(R2−n)dV

∣∣∣∣∣ ≤
dna

R
3n−2

2

∮

CR

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

vixi

∣∣∣∣∣ dV ≤ C

R
n−2

2

onde C é uma constante e pela simetria do integrando, temos que

∮

CR

(
n∑

i=1

vixi

)
dV = 0.

∣∣∣∣
1

Rn−1

∮

CR

1

‖~n‖dσ − 1

Rn−1

∮

CR

dV

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1

Rn−1

∮

CR

O(R2−n)dV

∣∣∣∣ ≤
C

Rn−2

onde C é uma constante.
∣∣∣∣
∮

CR

1

‖~n‖O(R−j)dσ −
∮

CR

O(R−j)dV

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∮

CR

O(R2−n)O(R−j)dσ

∣∣∣∣ ≤
C

Rk
,

onde k = min
{
n − 1, 3n−6

2

}
e como

∣∣∣∣
∮

CR

O(R−j)

∣∣∣∣ ≤
C

R−i

onde i = min{1, n−2
2
}. O que implica que

F lux(CR; v) = lim
R→∞

∮

‖x‖=R

vn+1
γna

2

Rn−1
dV = vn+1γnV ol(Sn−1)a2



E assim, obtemos o resultado desejado.

Note que o fundamental na demonstração foi usar a expansão da expressão de um fim

regular no infinito de uma hipersuperf́ıcie com curvatura escalar nula em Rn+1, além do

fato que o fluxo depende somente da classe de homologia do ciclo CR.

5.4 O Resultado Final

Nesta seção, definiremos o que é uma hipersuperf́ıcie completa com curvatura escalar

nula regular no infinito. Em seguida, demonstraremos um lema que diretamente já faz

parte da demonstração do resultado final.

Definição 5.4 Uma hipersuperf́ıcie completa com curvatura escalar nula M ⊂ Rn+1,

n ≥ 3, é dita regular no infinito se existe um subconjunto compacto K ⊂ M tal que se K ′

é um outro compacto contendo K então M \K ′ é a união de r componentes M1, . . . , Mr,

chamados de fins, tal que cada fim Mi é regular no infinito.

Pela definição 5.4, conclúımos que uma hipersuperf́ıcie completa com curvatura escalar

nula regular no infinito é sempre orientável. De fato, pois a parte compacta K ⊂ M é

orientável, ver [15], assim como cada fim já que eles são gráficos de funções, dáı para ori-

entar M , oriente K e tome uma orientação para cada fim compat́ıvel com essa orientação,

ou seja, de forma que a normal definida seja cont́ınua. Logo, nesta seção consideraremos

sempre hipersuperf́ıcies orientáveis.

Lema 5.1 Seja M uma hipersuperf́ıcie completa imersa com curvatura escalar nula, re-

gular no infinito. Se M tem dois fins, então eles são paralelos com taxas de crescimento

opostas a e −a.

Demonstração Tome R suficientemente grande e seja MR = M∩BR(0) a parte compacta

de M complementar aos fins, onde BR(0) é a bola de raio R e centro na origem, dáı

∂MR = C1
R ∪ C2

R consiste de dois gráficos C1
R = {(x, u(x)) ∈ Rn+1 | x ∈ Π1 e ‖x‖ = R} e

C2
R = {(y, v(y)) ∈ Rn+1 | y ∈ Π2 e ‖y‖ = R}, onde u e v têm taxa de crescimento a 6= 0

e b 6= 0, respectivamente. Tendo fixado uma orientação em Rn+1, orientamos Π1 e Π2 tal



que a orientação induzida em suas esferas ‖x‖ = R e ‖y‖ = R sejam compat́ıveis com a

orientação de C1
R e C2

R, respectivamente, como componentes da fronteira de MR, ou seja,

como MR induz uma orientação aos ciclos C1
R e C2

R, então a orientação das esferas ‖x‖ = R

e ‖y‖ = R, são tais que se ϕ1 e ϕ2 são duas aplicações das esferas de Π1 e Π2 nos ciclos

C1
R e C2

R, respectivamente, definidas por ϕ1(x) = (x, u(x)) e ϕ2(x) = (x, v(x)), então

as aplicações dϕ1(x) e dϕ2(x) levam bases positivas em bases positivas. Aqui estamos

tomando a orientação dos ciclos C1
R e C2

R com a normal para fora.

Observe que os sinais de a e b na expansão de u(x) e v(x) são determinados pela

orientação em Π1 e Π2, pois se h é uma função altura então h(x) = 〈x, v〉, onde v é um

vetor unitário.

Dado um vetor unitário arbitrário v ∈ Rn+1, tem-se que

F lux(C1
R; v) + F lux(C2

R; v) =

∮

∂MR

〈T1∇h, ν〉dσ =

∮

MR

L1(h)dµ = 0, (.)

pela proposição 5.1. Portanto pela proposição 5.2 e pela equação (.) temos que

〈v, u1〉a2 + 〈v, u2〉b2 = 0, (.)

onde ui é o vetor normal unitário orientado positivamente a Πi, i = 1, 2.

Seja T um operador ortogonal em Rn+1 tal que T preserve orientação, aplique Π1

sobrejetivamente em Π2 e Tu1 = u2. Como

〈v, u2〉 = 〈v, Tu1〉 = 〈T tv, u1〉

então (.) reduz-se a

〈a2v + b2T tv, u1〉 = 0.

Dáı, T tΠ1 = Π1, caso contrário existiria um vetor v ∈ Π1 tal que T tv 6∈ Π1 com

〈a2v + b2T tv, u1〉 = 0, o que implica que a2v + b2T tv = v′ para algum v′ ∈ Π1 e portanto

T tv ∈ Π1, contradição. Se v ∈ Π1 então 0 = 〈a2Tv + b2T tTv, u1〉 = 〈a2Tv + b2v, u1〉 =

a2〈Tv, u1〉, e dáı, também temos que TΠ1 = Π1 e então Π1 = Π2 e u2 = u1 ou u2 = −u1.

Em qualquer caso, os fins são paralelos.



Segue que a relação (.) reduz-se a 〈v, u1〉(a2 ± b2) = 0 e fazendo v = u1 temos

a2 ± b2 = 0 o que é posśıvel somente quando a2 = b2, pois estamos supondo que a 6= 0 e

b 6= 0, o que implica que |a| = |b|. De (.) chegamos a u2 = −u1, o que implica que T

restrito a Π1 é um operador ortogonal que inverte orientação.

Agora, para provar que os fins têm taxas de crescimento opostas, ou seja, têm o mesmo

valor absoluto com sinais opostos, suponhamos que as taxas sejam iguais. Dáı, os dois fins

são assintóticos a menos de uma constante, ou seja, a diferença das expansões no infinito

dos fins converge para uma constante, o que implica que existe um ponto de altura máxima

ou de altura mı́nima, e nesse ponto temos que o hiperplano tangente Π encontra-se apenas

de um lado da hipersuperf́ıcie M , logo pelo teorema 3.5, temos que M tem uma vizinhança

do ponto de altura máxima, por exemplo, contida em Π. Seja B o conjunto dos pontos de

M que possuem uma vizinhança em M contida em Π. Claramente esse conjunto é aberto,

para provar que ele é fechado tome uma seqüência xn ∈ B convergindo para um ponto x

e provemos que x ∈ B. De fato, pois por continuidade Π é o hiperplano tangente a M em

x e Π está acima de M e novamente pelo teorema 3.5 temos que x possui uma vizinhança

em M contida em Π. Portanto a componente conexa de M que possui o ponto de altura

máxima coincide com Π, assim como um dos fins, mas como os fins são assintóticos a

menos de uma constante temos que os fins são planos, o que é uma contradição pois a

taxa de crescimento do plano é nula.

Um ponto de uma hipersuperf́ıcie é flat se todas as curvaturas seccionais nesse ponto

são nulas, o que é equivalente a dizer que o posto da aplicação de Gauss é menor do que

2. Agora enunciaremos e demonstraremos o resultado final.

Teorema 5.2 As únicas hipersuperf́ıcies mergulhadas completas com curvatura escalar

nula Mn⊂Rn+1, livre de pontos flat, que são regulares no infinito e têm dois fins, são as

hipersuperf́ıcies de revolução.

Demonstração Note que se M é livre de pontos flat, então H3 6= 0 para todo ponto

p ∈ M , caso contrário existiria um ponto p ∈ M tal que σ2(k) = σ3(k) = 0, onde k é o

vetor curvatura principal de M em p, o que, pelo lema 2.4, implicaria que a aplicação de

Gauss nesse ponto teria posto < 2 e dáı todas as curvaturas seccionais seriam nulas, ou

seja, p seria um ponto flat. Logo pelo teorema 2.3, M é uma hipersuperf́ıcie eĺıptica ou



antieĺıptica.

Pelo lema 5.1 temos que a hipersuperf́ıcie tem dois fins paralelos com taxa de cresci-

mento opostas. Suponhamos que os fins são gráficos sobre o hiperplano horizontal Π0 =

{(x, xn+1) ∈ Rn+1 | xn+1 = 0}. Fazendo uma translação vertical, ou seja, na direção do

eixo xn+1, se necessário, podemos assumir que

u(x) = h(x) + O(R−n−2

2 ); v(x) − h(x) + O(R−n−2

2 ), (.)

onde,

h(x) = a‖x‖ 4−n
2 + a1, se n 6= 4;

h(x) = a ln ‖x‖ + a1, se n = 4.

Note que se n = 3 ou 4 então podemos considerar a > 0, a menos de renomear

as funções u e v, pois de (.) temos que ou u(x) → +∞ ou v(x) → +∞, quando

‖x‖ → +∞. E quando n ≥ 5, podemos considerar, sem perda de generalidade, a1 > 0

e a < 0, pois temos que u(x) ou −v(x) convergindo para a1, quando ‖x‖ → +∞. Além

disso a hipersuperf́ıcie M é limitada por dois hiperplanos xn+1 = a1 e xn+1 = −a1, caso

contrário existiria um ponto de altura máxima ou mı́nima p no interior de M , o que

implicaria que o hiperplano tangente a M em p seria horizontal com M abaixo ou acima.

Logo pelo corolário 3.2 temos que existe uma vizinhança de p em M contida no hiperplano,

e isso contradiz o fato que M é livre de pontos flat. Dáı, se a1 > 0 e a > 0 então temos

que para ‖x‖ muito grande

u(x) =
a

‖x‖n−4

2

+ a1 +
〈c, x〉
‖x‖n

2

+ O(R−n−2

2 ) > a1,

contradição. Portanto, se a1 > 0 então a < 0.

Mostremos inicialmente que M é simétrica em relação a Π0. Como u(x) → +∞ ou

u(x) → a1 com u(x) < a1 quando ‖x‖ → +∞, então tomando t > 0 suficientemente

pequeno, temos que se ‖x‖ for suficientemente grande então u(x)+ v(x) = O(‖x‖−n−2

2 ) <

2t, u(x) > t e v(x) < t, pois nesse caso v(x) → −∞ ou v(x) → −a1 com v(x) > −a1

quando ‖x‖ → +∞. Se V = {‖x‖ < R} × R e B = M ∩ ∂V = {(x, xn+1) ∈ M | xn+1 =

u(x) ou v(x) e ‖x‖ = R}, então Bt+ = {(x, u(x)) ∈ M | ‖x‖ = R} e Bt− = {(x, v(x)) ∈



M | ‖x‖ = R} o que implica que temos B∗
t+

≥ Bt− , pois 2t−u(x) > v(x), além disso segue

que tanto Bt+ quanto Bt− são gráficos com declividade localmente limitada. Como M tem

dois fins regulares então M ∩V é compacto com ∂(M ∩V ) = M ∩ ∂V , pois se p ∈ M ∩V

então p ∈ Int M ∩V , pois V é aberto e se p ∈ M ∩ ∂V então p ∈ ∂(M ∩V ) já que TpM e

Tp∂V são transversais, pois en+1 pertence a Tp∂V mas não pertence a TpM . Portanto pelo

teorema 5.1 conclúımos que (M ∩ V )t+ é também um gráfico com declividade localmente

limitada e (M ∩ V )∗
t+

≥ (M ∩ V )t−. Como R é arbitrariamente grande, segue que Mt+

é um gráfico com declividade limitada e M∗
t+

≥ Mt− , para qualquer t > 0, além disso,

M0+ é um gráfico e M∗
0+ ≥ M0− , caso contrário, usando o mesmo argumento usado na

demonstração do teorema 5.1 para mostrar que o conjunto T era fechado, mostramos que

existe um aberto de M contido no plano, o que é uma contradição já que todo ponto do

plano é flat.

Trocando xn+1 por −xn+1, podemos aplicar o mesmo argumento acima, com v′ =

−v > −u = u′ e então 2t − v′ > u′, para obter que M∗
0− ≤ M0+ , que é equivalente a

M∗
0+ ≤ M0−. Portanto M0+ e M0− são gráficos sobre Π0, com u(x) = −v(x) em todos os

pontos x para os quais u e v estejam definidos. Mas como M é completa, um argumento

de continuação nos diz que M∗
0+ = M0− .

Mostremos agora que M é rotacionalmente simétrica, primeiro localizando o eixo ver-

tical de simetria.

Caso 1: Para n = 3 temos que u(x) = −v(x) e podemos supor que a > 0, com

u(x) = a
√

‖x‖ + a1 +
a2√
‖x‖

+
〈c, x〉√
‖x‖3

+ O(R− 3
2 ).

Fazendo x = y + β e usando o fato que,

(1 − s)−
k
2 = 1 +

k

2
s + O(s2),

quando s → 0, temos que

√
‖y + β‖ = (‖y + β‖2)

1
4 (‖y‖2 + 2〈y, β〉+ ‖β‖2)

1
4‖y‖ 1

2

(
1 + 2

〈y, β〉
‖y‖2

+
‖β‖2

‖y‖2

) 1
4

=
√

‖y‖+
1

2

〈y, β〉√
‖y‖3

+
1

4

‖β‖2

√
‖y‖3

+ O(R− 3
2 ),



da mesma forma

1√
‖y + β‖

=
1√
‖y‖

− 1

2

〈y, β〉√
‖y‖5

− 1

4

‖β‖2

√
‖y‖5

+ O(R− 5
2 ),

〈c, y + β〉√
‖y + β‖3

〈c, y〉√
‖y‖3

− 3

2

〈c, y〉〈y, β〉√
‖y‖7

− 3

4

‖β‖2〈c, y〉√
‖y‖7

+
〈c, β〉√
‖y‖3

− 3

2

〈c, β〉〈y, β〉√
‖y‖7

− 3

4

‖β‖2〈c, β〉√
‖y‖7

+ O(R− 7
2 ),

e finalmente

O(‖y + β‖− 3

2 )O(‖y‖− 3

2 ).

Com isso, chegamos a seguinte expansão para u(y + β)

u(y + β) = a
√

‖y‖ + a1 +
a2√
‖y‖

+
〈c + a

2
β, y〉√

‖y‖3
+ O(R− 3

2 ).

Escolhendo β = −2
a
c, e renomeando y como x podemos então assumir que

u(x) = a
√

‖x‖ + a1 +
a2√
‖x‖

+ O(R− 3
2 ). (.)

Mostremos agora que o eixo vertical x4 é um eixo de simetria de M , mostrando que M

é simétrica com relação a qualquer plano vertical contendo o eixo x4. Contudo, como a

expansão de u é invariante por uma rotação de x, é suficiente mostrar que M é simétrica

com relação ao hiperplano Π0 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 = 0}. Considere B = B1 ∪
B2, onde B1 = M ∩ {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x4 = −Λ} e B2 = M ∩ {(x1, x2, x3, x4) ∈
R4 | x4 = Λ} com Λ ∈ R+. Para t ∈ R considere Πt = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 =

t}. Mostremos que para Λ suficientemente grande teremos que Bt+ é um gráfico com

declividade localmente limitada e que B∗
t+ ≥ Bt− , agora estamos considerando altura com

respeito ao hiperplano x1 = 0. Analisaremos somente B2 já que a análise para B1 é

análoga.

De (.) temos que

∂u

∂x1

=
a

2

x1√
‖x‖3

− a2

2

x1√
‖x‖5

+ O(R− 5
2 ) > 0,



para x1 ≥ t > 0 e ‖x‖ suficientemente grande, onde O(R− 5

2 ) é devido à definição 5.3. Se

u(x) = Λ então de (.) segue que

a
√
‖x‖ + a1 +

a2√
‖x‖

+ O(R− 3
2 ) = Λ ⇒

√
‖x‖ +

a2

a
√

‖x‖
+ O(R− 3

2 )
Λ − a1

a
> 0,

que elevando-se ao quadrado temos

‖x‖ + 2
a2

a
+ O(R−1) =

(
Λ − a1

a

)2

> 0 ⇒ ‖x‖ + O(R−1) = A= constante,

onde A =
(

Λ−a1

a

)2 − 2a2

a
.

Dáı para Λ suficientemente grande todo ponto de B2 tem ‖x‖ grande. De fato, dado

uma constante arbitrária K temos que M ∩ V é compacto, onde V = {‖x‖ ≤ K} ×
R, pois a hipersuperf́ıcie tem dois fins regulares. Então tome Λ maior que a altura

máxima de M ∩ V , portanto se u(x) = Λ então ‖x‖ > K. Dáı, B2
t+ é um gráfico sobre

Π0 para Λ suficientemente grande, pois a derivada de u em relação a x1 é positiva e

uma aplicação do teorema da função impĺıcita mostra que é localmente um gráfico. E

para mostrar que é globalmente um gráfico, basta mostrar que a projeção em relação

a x1 é injetiva. Suponha que não seja, então existe dois pontos pertencente a B2
t+

da

forma (λ, α1, · · · , αn−1, u(λ, α)) e (β, α1, · · · , αn−1, u(λ, α)) com β > λ, e considere a

curva (tβ + (1 − t)λ, α1, · · · , αn−1, u(t)). Note que ‖(tβ + (1 − t)λ, α1, · · · , αn−1)‖ ≥
min{‖(β, α1, · · · , αn−1)‖, ‖(λ, α1, · · · , αn−1)‖}, logo

0 = u(1) − u(0) =

∫ 1

0

d(u(t))

dt
dt =

∫ 1

0

(β − λ)
∂u

∂x1

dt > 0,

contradição. Note que a normal η à B2
t+ está no plano PΛ = {(x, x4) ∈ R4 | x4 = Λ} e é

dado por η =
(
− ∇u(x)

‖∇u(x)‖ , 0
)
, pois a normal à superf́ıcie é dada por N = (−∇u(x),1)√

1+‖∇u(x)‖2
, que

se encontra no mesmo plano vertical que η. Portanto, B2
t+

tem declividade localmente

limitada já que
∂u

∂x1

> 0 para x1 > t e Λ suficientemente grande.

Além disso, temos que B2 está a uma certa distância, que diminui a medida que Λ

aumenta, de uma esfera tridimensional de raio A centrado na origem em PΛ. Note que

se C é a esfera de raio A centrado na origem em PΛ, temos que a distância de C∗
t+ a

C t
2

− é maior ou igual à ǫ(t) > 0. Segue que se Λ for suficientemente grande teremos que



B2∗
t+

≥ B2
t
2

−. Mas como B t
2

+ é um gráfico sobre Π0, então segue que B2∗
t+

≥ B2
t−
∩{(x, x4) ∈

R4 | x1 > t
2
}. Logo B2∗

t+ ≥ B2
t− e da mesma forma mostramos que B1∗

t+ ≥ B1
t− . Dáı segue

que B∗
t+ ≥ Bt− . Escolhendo Ω × R, do teorema 5.1, um cilindro adequado tal que as

curvaturas principais de Ω sejam todas maiores ou iguais a zero. Pelo teorema 5.1 temos

que (M ∩ {(x, x4) ∈ R4 | |x4| ≤ Λ})∗t+ ≥ (M ∩ {(x, x4) ∈ R4 | |x4| ≤ Λ})t− para Λ

suficientemente grande. Assim para qualquer t > 0 temos que M∗
t+

≥ Mt− e Mt+ é um

gráfico, o que implica que M∗
0+ ≥ M0− . Podemos então repetir o argumento com −x1 no

lugar de x1 para obter que M∗
0− ≤ M0+ que é equivalente a M∗

0+ ≤ M0−. Logo M∗
0+ = M0−

e então fica provado o teorema para n = 3.

Caso 2: Para n = 4 o argumento é análogo já que podemos supor a > 0 com

u(x) = a ln ‖x‖ + a1 +
〈c, x〉
‖x‖2

+ O(‖x‖−2)

e fazer uma translação para podermos considerar

u(x) = a ln ‖x‖ + a1 + O(‖x‖−2),

e então
∂u2

∂x1
=

ax1

‖x‖2
+ O(‖x‖−3) > 0

para x1 ≥ t e ‖x‖ suficientemente grande.

Além disso, se u(x) = Λ então a ln ‖x‖ + a1 + O(R−2) = Λ ⇒ ln(‖x‖eO(R−2)) = Λ−a1

a

⇒ ‖x‖eO(R−2) = e
Λ−a1

a = C, como eO(R−2) = 1 + O(R−2) segue que ‖x‖ = C + O(R−1).

Caso 3: Para n ≥ 5 o argumento também é análogo ao anterior, com uma pequena

diferença.

Neste caso temos que

−v(x) = u(x) =
a

‖x‖n
2
−2

+ a1 +
〈c, x〉
‖x‖n

2

+ O(‖x‖−n
2 ).

Da mesma forma que anteriormente, podemos fazer uma translação e considerar que

u(x) =
a

‖x‖n
2
−2

+ a1 + O(‖x‖−n
2 ) (.)



Note que quando ‖x‖ → ∞ então u(x) → a1. Então podemos considerar, sem perda de

generalidade, que a1 > 0. Além disso a hipersuperf́ıcie M é limitada por dois hiperplanos

xn+1 = a1 e xn+1 = −a1, caso contrário existiria um ponto de altura máxima p no interior

de M o que implica que o hiperplano tangente à M em p é horizontal com M abaixo. Logo

pelo exemplo 3.2 temos que existe uma vizinhança de p em M contida no hiperplano, que

contradiz o fato que M é livre de pontos flat.

Dáı, como no caso 1, basta mostrar que M é simétrica em relação ao hiperplano vertical

{(x, xn+1) ∈ Rn+1 | x1 = 0}. Então para Λ < a1 próximo de a1 considere B = B1 ∪ B2,

onde B1 = M ∩ {(x, xn+1) ∈ Rn+1 | x4 = −Λ} e B2 = M ∩ {(x, xn+1) ∈ Rn+1 | x4 = Λ}
com Λ ∈ R+. Para t ∈ R seja Πt = {(x, xn+1) ∈ Rn+1 | x1 = t}. De (.) temos que

∂u

∂x1
= a

4 − n

2

x1

‖x‖n
2

+ O(R−n
2
−1) > 0

para x1 ≥ t > 0 e ‖x‖ suficientemente grande. Se u(x) = Λ de (.) segue que

a

‖x‖n
2
−2

+ a1 + O(R−n
2 ) = Λ ⇒ 1

‖x‖n−4

2

+ O(R−n
2 )‖x‖n−4

2 + O(R−n
2 )

Λ − a1

a
= A

⇒ (R
4−n

2 + O(R−n
2 ))

2
4−n = A

2
4−n ⇒ R(1 + O(R−n

2 )R
n−4

2 )
2

4−n A
2

4−n

⇒ R − A
2

4−n R(1 − (1 + O(R−n
2 )R

n−4

2 )
2

4−n )

pelo teorema do valor médio

1 − CR−n
2 R

n−4

2 ≤ (1 + O(R−n
2 )R

n−4

2 )
2

4−n ≤ 1 + CR−n
2 R

n−4

2 = CR−2

⇒ 1 − (1 + O(R−n
2 )R

n−4

2 )
2

4−n ≤ CR−2

R − A
2

4−n ≤ RCR−2 = CR−1 ⇒ ‖x‖ = A
2

4−n + O(R−1).

Dáı para Λ suficientemente próximo de a1 todo ponto de B2 tem ‖x‖ suficientemente

grande. De fato, dado uma constante arbitrária K temos que M ∩ V é compacto, onde

V = {‖x‖ ≤ K} × R, pois a hipersuperf́ıcie tem dois fins regulares. Portanto, M ∩ V

atinge uma altura máxima que é menor que a1, pois a hipersuperf́ıcie está limitada pelo

hiperplano xn+1 = a1. Dáı, tome Λ maior que a altura máxima e menor que a1, o que

implica que se u(x) = Λ então ‖x‖ > K. Logo, podemos fazer ‖x‖ suficientemente



grande tomando apenas Λ suficientemente próximo de a1. Logo, B2
t+ é um gráfico sobre

Π0 para Λ suficientemente próximo de a1. Note que a normal η à B2
t+

está no plano

PΛ = {(x, xn+1) ∈ Rn+1 | xn+1 = Λ} e é dado por η = (−∇u(x), 0), pois a normal

à superf́ıcie é dada por N = (−∇u(x), +1) que se encontra no mesmo plano vertical

que η. Portanto, B2
t+

tem declividade localmente limitada já que
∂u

∂x1

> 0 para x1 > t

e Λ suficientemente próximo de a1. Portanto, pelo mesmo processo usado no caso 1,

mostramos que B∗
t+

≥ Bt− tomando Λ suficientemente próximo de a1 e mostramos que

M∗
0+ = M0− . Logo o teorema está provado para n ≥ 5.
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