


Universidade Federal de Pernambuco
Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós-Graduação em Matemática
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Hiperbólicas
por

Raphael Falcão da Hora

Dissertação apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pós-Gradua-
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Resumo

Nesta Dissertação de mestrado descrevemos aspectos da Teoria clássica
dos operadores pseudodiferenciais, apresentando suas definições básicas e o
cálculo pseudodiferencial clássico. Em seguida introduzimos as variedades
assintoticamente hiperbólicas, e damos importantes resultados obtidos por R.
Melrose e R. Mazzeo sobre extensões meromorfas do resolvente modificado,
a quase todo o plano complexo. Finalmente fazemos referência a resultados
obtidos por A. Sá Barreto e M. Joshi sobre a Matriz de Espalhamento.

Palavras Chave: Teoria de Espalhamento, Operadores Pseudodiferenci-
ais, Variedades Assintoticamente Hiperbólicas, Resolvente, Matriz de Espal-
hamento.
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Abstract

In this Masters Thesis we describe aspects of the theory of pseudodiferen-
tial operators, presenting its basic definitions and the classical pseudodifen-
tial calculus. Then we introduce the asymptotically hyperbolic manifolds,
and we give important results obtained by R. Melrose and R. Mazzeo about
meromorphic extensions of the modified resolvent, to almost all the complex
plane. Finally we present some important results obtained by A. Sá Barreto
and M. Joshi about the scattering matrix.

Key Words: Scattering Theory, Pseudodiferential Operators, Asymptot-
ically Hyperbolic Manifolds, Resolvent, Scattering Matrix.
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Introdução

Nesta Dissertação de mestrado descrevemos aspectos da Teoria clássica dos
operadores pseudodiferenciais, apresentando suas definições básicas e o cálculo
pseudodiferencial clássico. Em seguida introduzimos as variedades assintoti-
camente hiperbólicas, e damos importantes resultados obtidos por R. Melrose
e R. Mazzeo sobre extensões meromorfas do resolvente modificado, a quase
todo o plano complexo. Finalmente fazemos referência a resultados obtidos
por A. Sá Barreto e M. Joshi sobre a Matriz de Espalhamento.
O primeiro caṕıtulo contém um resumo sobre a Transformada de Fourier e
espaços de Sobolev, com o resultados elementares que serão utilizados no
decorrer do trabalho.
O caṕıtulo seguinte, o 2, damos uma breve introdução à teoria clássica
dos operadores pseudodiferenciais. Começamos com uma das motivações
que levaram à formulação desta teoria: a obtenção de soluções especiais de
equações diferenciais parciais, mais precisamente a construção de parame-
trizes de equações eĺıpticas. Nas seções posteriores apresentamos o cálculo
pseudodiferencial clássico, definindo o transposto e o adjunto de um operador
pseudodiferencial, e a composição de operadores pseudodiferenciais. Mais de-
talhes sobre esta Teoria podem ser encontrados em Treves[5] e Hörmander[4].
No caṕıtulo 3 consideramos as variedades assintoticamente hiperbólicas, que
são variedades compactas X com fronteira, ∂X = M, com uma métrica
completa g em seu interior, que pode ser escrita na forma g = ρ−2h numa
vizinhança da fronteira ∂X de X, onde ρ é uma função que define ∂X, e h é
uma métrica C∞ em X. Em particular, espaços hiperbólicos são exemplos im-
portantes dessas variedades. Estas variedades, primeiramente consideradas
por Richard Melrose, fornecem importantes aplicações em Teoria de Espa-
lhamento.
O caṕıtulo 4 é devotado à construção e extensões meromorfas do resolvente.
Todo este caṕıtulo foi inspirado no artigo de Richard Melrose e Rafe Mazzeo
[1]. Introduzimos os espaços “blow-up”, considerados primeiramente por
Richard Melrose, que são espaços que têm o objetivo de excluir algumas
singularidades indesejáveis quando tentamos obter uma estensão meromorfa
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do resolvente. Os principais resultados deste caṕıtulo não estão com suas
demonstrações completas, quisemos apenas fornecer os seus principais argu-
mentos, uma vez que nosso primordial interesse foram as idéias que estão
nestas demonstrações e não os seus detalhes que envolvem uma bagagem
matemática mais sofisticada.
Finalmente no último caṕıtulo, o 5, damos uma breve introdução da Ma-
triz de Espalhamento. Construimos esta matriz e apresentamos suas pro-
priedades básicas. Finalizamos fornecendo, sem demonstrações (pelo mesmo
motivo acima) importantes resultados obtidos por Antônio Sá Barreto e Mark
Joshi em [7].



Caṕıtulo 1

A Transformada de Fourier e

Espaços de Sobolev

1.1 A Transformada de Fourier

Definição 1.1.1 Se f ∈ L1(Rn), então a transformada de Fourier, f̂ , é a

função cont́ınua limitada em Rn definida por

f̂(ξ) =

∫

Rn

e−i<x,ξ>f(x)dx, ξ ∈ Rn (1.1.1)

Observação 1.1.1 Temos que |f̂(ξ)| → 0 quando |ξ| → ∞.

Se f̂ também for integrável, podemos expressar f em termos de f̂ pela
fórmula inversa de Fourier

f(x) =
1

(2π)n

∫
ei<x,ξ>f̂(ξ)dξ (1.1.2)

Provaremos esta fórmula adiante, antes consideremos funções de um sube-
spaço de C∞ que contém C∞0 .

Definição 1.1.2 Denote por S, ou S(Rn), o espaço vetorial das funções φ ∈
C∞(Rn) tais que para todos multi-́ındices α = (α1, ..., αn), β = (β1, ..., βn) ∈
Nn,

sup
x
|xβ∂αφ(x)| < ∞, (1.1.3)

6
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onde xα = xα1
1 ...xαn

n , ∂ = (∂1, ..., ∂n), ∂i =
∂

∂xi

, ∂β = ∂β1

1 ...∂βn
n =

∂|β|

∂xβ1

1 ...∂xβn
n

com |β| = β1 + ... + βn. A topologia de S é definida pelas seminormas do

lado esquerdo de (1.1.3), que fazem S ser um espaço de Fréchet.

A importância de considerarmos a classe S é devida ao seguinte resultado,
onde usamos a notação Dj = −i∂j que é mais conveniente neste momento.
Note que DjS ⊂ S, xjS ⊂ S, e que S ⊂ L1.

Lema 1.1.1 A transformada de Fourier φ → φ̂ vai de S em S continua-

mente. A transformada de Fourier de Djφ é ξjφ̂(ξ), e a transformada de

Fourier de xjφ é −Djφ̂.

Demonstração:
Diferenciando (1.1.1) obtemos

Dαφ̂(ξ) =

∫
e−i<x,ξ>(−x)αφ(x)dx

e isto pode ser feito, pois a integral obtida é uniformemente convergente.
Assim φ̂ ∈ C∞ e Dαφ̂ é a transformada de Fourier de (−x)αφ. Integrando
por partes obtemos

ξβDαφ̂(ξ) =

∫
e−i<x,ξ>Dβ((−x)αφ(x))dx. (1.1.4)

Essas operações são válidas, já que φ ∈ S. Logo

sup |ξβDαφ̂(ξ)| ≤ sup
x

(1 + |x|)n+1|Dβ((−x)αφ(x))|

onde C =
∫

(1 + |x|)−n−1dx, assim a transformada de Fourier vai de S em S
continuamente. Quando α = 0 obtemos de (1.1.4) que ξβφ̂ é a transformada
de Fourier de Dβφ, e isto termina a demonstração.

Lema 1.1.2 Se T : S → S é uma aplicação linear tal que

TDjφ = DjTφ, Txjφ = xjTφ, j = 1, ..., n, φ ∈ S,

então Tφ = cφ para alguma constante c.
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Demonstração:
Se φ ∈ S e φ(y) = 0, então podemos escrever

φ(x) =
∑

(xj − yj)φj(x)

onde φj ∈ S. De fato, podemos tomar φj ∈ C∞, e para x 6= y podemos tomar
φj(x) = φ(x)(xj − yj)|x − y|−2 que se comporta em ∞ como uma função
em S. Combinando essas duas escolhas por meio da partição da unidade,
obtemos φj com as propriedades desejadas. Assim

Tφ(x) =
∑

(xj − yj)Tφj(x) = 0 se x = y.

Segue que para toda φ ∈ S
Tφ(x) = c(x)φ(x)

onde c é independente de φ. Tomando φ 6= 0 em todos os pontos, obtemos
c ∈ C∞. Agora

0 = DjTφ− TDjφ = (Djc)φ, φ ∈ S,

assim c tem que ser uma constante.

Teorema 1.1.1 A transformada de Fourier F : φ → φ̂ é um isomorfismo

de S em S com inversa dada pela fórmula inversa de Fourier (1.1.2).

Demonstração:
Pelo Lema 1.1.1 F 2 vai de S em S e anticomuta com Dj e xj. Com a notação
Rφ(x) = φ(−x) concluimos do Lema 1.1.2 aplicado à T = RF 2 que RF 2 = c.
Para determinar c, podemos tomar φ(x) = exp(−|x|2/2), que é uma função
de S. Então (xj + iDj)φ = 0 logo (−Dj + iξj)φ̂(ξ) = 0, j = 1, ..., n. As-

sim φ̂ = c1φ, onde c1 = ˆphi(0) = (2π)n/2. Segue que F 2φ = c2
1φ, donde

c = c2
1 = (2π)n, isto completa a demonstração.

Ao invés de usar o Lema 1.1.2, podeŕıamos verificar diretamente que a
fórmula inversa de Fourier é válida para alguma constante c ao invés de
(2π)n. O que está involvido é calcular a integral dupla

∫
ei<x,ξ>dξ

∫
φ(y)e−i<y,ξ>dy, φ ∈ S.

Como a integral dupla acima pode não convergir absolutamente, a ordem dos
fatores de integração não pode ser invertida. Assim precisamos introduzir
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um fator, que é uma função de ξ, para que haja convergência. Logo escolha
ψ ∈ S com ψ(0) = 1, e note que pelo Teorema da Convergência Dominada
de Lesbegue

∫
φ̂(ξ)ei<x,ξ>dξ = lim

ε→0

∫
ψ(εξ)φ̂(ξ)ei<x,ξ>dξ

= lim
ε→0

∫ ∫
ψ(εξ)φ(y)ei<x−y,ξ>dξdy.

Nesta integral dupla absolutamente convergente, podemos integrar com
respeito à ξ e obtemos

∫
φ̂(ξ)ei<x,ξ>dξ = lim

ε→0

∫
φ(y)ψ̂((x− y)/ε)dy/εn

= lim
ε→0

∫
φ(x + εz)ψ̂(z)dz = φ(x)

∫
ψ̂(z)dz.

Provaremos algumas propriedades fundamentais da transformada de Fourier
em S.

Teorema 1.1.2 Se φ e ψ estão em S, então

∫
φ̂ψdx =

∫
φψ̂dx, (1.1.5)

∫
φψdx = (2π)−n

∫
φ̂ψ̂dx (Formula de Parseval) (1.1.6)

φ̂ ∗ ψ = φ̂ψ̂, (1.1.7)

φ̂ψ = (2π)−nφ̂ ∗ ψ̂. (1.1.8)

Demonstração:
Ambos os lado de (1.1.5) são iguais a integral dupla

∫ ∫
φ(x)ψ(ξ)e−i<x,ξ>dxdξ.

Para provar (1.1.6) considere χ = (2π)−nψ̂ e obtemos, usando a fórmula
inversa de Fourier,

χ̂(ξ) = (2π)−n

∫
ψ̂(x)ei<x,ξ>dx = ψ(ξ).
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Assim (1.1.6) segue se aplicamos (1.1.5) com χ no lugar de ψ, a prova de
(1.1.7) segue de

∫ ∫
e−i<x,ξ>φ(x− y)ψ(y)dydx =

∫ ∫
e−i<x−y,ξ>φ(x− y)e−i<y,ξ>ψ(y)dydx.

Finalmente para obtermos (1.1.8) notamos que a transformada de Fourier

de φ̂ψ é (2π)nφ(−x)ψ(−x) e que a transformada de Fourier de φ̂ ∗ ψ̂ é
(2π)nφ(−x)(2π)nψ(−x), devido a (1.1.7) e a fórmula inversa de Fourier. Isso
completa a demonstração.

Definição 1.1.3 Uma forma linear cont́ınua u em S é chamada uma dis-

tribuição temperada. O conjunto de todas as distribuições temperadas é de-

notado por S ′.
A restrição de uma distribuição temperada à C∞0 (Rn) é claramente uma dis-
tribuição em D′(Rn). Podemos de fato identificar S ′ com um subespaço de
D′(Rn), pois o Lema abaixo mostra que se uma distribuição u ∈ S ′ anula-se
em C∞0 (Rn), então esta também se anula em S.

Lema 1.1.3 C∞0 (Rn) é denso em S.

Demonstração:
Seja φ ∈ S e tome ψ ∈ C∞0 tal que ψ(x) = 1 para |x| ≤ 1. Ponha φε(x) =
φ(x)ψ(εx). Claramente φε ∈ C∞0 , e como

φε(x)− φ(x) = φ(x)(ψ(εx)− 1) = 0 se |x| < 1/ε,

concluimos que φε → φ em S quando ε → 0.

Exemplos de elementos em S ′ são medidas dµ tais que, para algum m,
∫

(1 + |x|)−m|dµ(x)| < ∞.

Em particular, isso implica que Lp(Rn) ⊂ S ′ para todo p. É também claro
que S ′ é fechado com relação a diferenciação e multiplicação por polinômios
ou funções em S.

Definição 1.1.4 Se u ∈ S ′, a transformada de Fourier de u é definida por

û(φ) = u(φ̂), φ ∈ S. (1.1.9)
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Segue do Lema 1.1.1 que û ∈ S ′, e como a demonstração do Lema 1.1.1 é
válida para φ, ψ ∈ L1, a definição acima está de acordo se f ∈ L1.
A fórmula inversa de Fourier provada no Teorema 1.1.1 diz que

ˆ̂
φ = (2π)nφ̌, se φ ∈ S, φ̌ = φ(−x).

Se u está em S ′, obtemos que

ˆ̂u(φ) = u(
ˆ̂
φ) = (2π)nu(φ̌) = (2π)nǔ(φ).

Aqui ǔ é a composição de u com x → −x. Assim temos

Teorema 1.1.3 A transformada de Fourier é um isomorfismo de S ′(com a

topologia fraca), e a fórmula inversa de Fourier ˆ̂u = (2π)nǔ é válida para

todo u ∈ S ′.
Em particular, se u ∈ L1 e û ∈ L1, então a fórmula inversa de Fourier é
também válida para quase todo x.

Definição 1.1.5 Denotamos por E(X) o espaço C∞(X) equipado com a topolo-

gia definida pelas semi-normas

φ →
∑

|α|≤k

sup
K
|∂αφ|,

onde K varia sobre todos os subconjuntos compactos de X e k sobre todos os

inteiros ≥ 0.

O espaço dual a E(X), E ′(X), é o espaço das distribuições com suporte
compacto em X é denotado por E ′(X).

Teorema 1.1.4 A transformada de Fourier de uma distribuição u ∈ E ′(Rn)

é uma função

û(ξ) = ux(e
−i<x,ξ>). (1.1.10)

O lado direito é também definido para todo vetor complexo ξ ∈ Cn e é uma

função anaĺıtica inteira de ξ, chamada a transformada de Fourier-Laplace de

u.
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1.2 Espaços de Sobolev

Nas seguintes definições s denota um número real arbitrário.
Hs = Hs(Rn) : o espaço das distribuições temperadas u em Rn, cuja transfor-
mada de Fourier û é quadrado-integrável em Rn(dual de Rn) para a medida
(1 + |ξ|2)sdξ.
(u, v)s : o produto interno em Hs,

(u, v)s = (2π)−n

∫
û(ξ)v̂(ξ)(1 + |ξ|2)sdξ.

‖u‖s = [(u, u)s]
1/2 : a norma em Hs, que é um espaço de Hilbert quando

equipado com o produto interno (·, ·)s.
Hs

c (K) : o subespaço de Hs que consiste das distribuições com suporte no
compacto K; Hs

c (K) é um subespaço linear fechado de Hs.
Hs

c (Ω) : a união dos espaços Hs
c (K) para K variando na coleção de todos os

subconjuntos compactos Ω.
Hs

loc(Ω) : o espaço das distribuições u em Ω tais que φu ∈ Hs para qualquer
φ ∈ C∞c (Ω).
A topologia de Hs

loc(Ω) é aquela definida pelas seminormas u 7→ ‖φu‖s, φ ∈
C∞c (Ω). É suficiente tomar φ variando no conjunto {φν} tal que os conjuntos
compactos encaixados Kν = {x ∈ Ω; φν(x) = 1} de Ω, i.e., Kν ⊂ Kν+1 e todo
compacto de Ω está contido em Kν para algum 3, e φν ≤ φν+1, ν = 0, 1, ....
Assim vemos que Hs

loc(Ω) é um espaço (reflexivo) de Fréchet.
A topologia de Hs

c é definada da seguinte forma: para cada K ⊂⊂ Ω, Hs
c (K)

é equipado com a estrutura de espaço de Hilbert introduzida por Hs. Então
um subconjunto convexo em Hs

c (Ω) é aberto se e só se sua interseção com
todo Hs

c (K) é aberto.
Temos as seguintes aplicações lineares cont́ınuas injetivas com imagens densas

S ↪→ Hs ↪→ Hs′ ↪→ S ′ (s′ ≤ s),

C∞c (Ω) ↪→ Hs
c (Ω) ↪→ Hs

loc(Ω) ↪→ D′(Ω).

Temos ainda as seguintes igualdades de conjuntos (a primeira é topológica);

C∞(Ω) = ∩sH
s
loc(Ω), C∞c (Ω) = ∩sH

s
c (Ω) (1.2.1)

E ′(Ω) = ∪sH
s
c (Ω), D′F (Ω) = ∪sH

s
loc(Ω), (1.2.2)

onde D′F (Ω) denota o espaço das distribuições de ordem finita em Ω.
(1−∆)s : o operador convolução

u(x) 7→ (2π)−n

∫
ei<x,ξ>(1 + |ξ|2)sû(ξ)dξ. (1.2.3)
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Quando s varia sobre R, (1 − ∆)s forma um grupo de automorfismos de
S(Rn), ou de S ′(Rn). Dado qualquer t ∈ R, (1−∆)s é uma isometria de H t

em H t−2s sobrejetivamente, em particular, de Hs em H−s.



Caṕıtulo 2

Operadores Pseudodiferenciais

2.1 Parametrizes de Equações Eĺıpticas

Considere uma equação diferencial parcial linear com coeficientes constantes

P (D)u = f, (2.1.1)

onde f é uma função C∞ com suporte compacto em Rn, i.e., f ∈ C∞c (Rn).
Aqui usamos a mesma notação usada anteriormente D = (D1, ..., Dn), Di =
−i∂i.
P (ξ) é um polinômio com coeficientes complexos em n variáveis complexas.
O primeiro método que pensamos usar para resolver a equação (2.1.1) é tomar
a transformada de Fourier, e assim transformar o problema diferencial (2.1.1)
num problema de divisão

P (ξ)û = f̂ , (2.1.2)

donde

u(x) =
1

(2π)n

∫
ei<x,ξ> f̂(ξ)

P (ξ)
dξ, (2.1.3)

que deveria ser a solução de (2.1.1). Infelizmente a integral do lado direito
de (2.1.3) não faz, em geral, sentido algum, devido aos zeros do polinômio
P no denominador do integrando. Entretanto, existem alguns casos que
uma pequena modificação da fórmula (2.1.3) pode ainda dar uma solução
aproximada. Talvez o mais importante desses casos seja quando P (D), ou
equivalentemente, o polinômio P (ξ), é eĺıptico.

Definição 2.1.1 Um polinômio homogêneo P (ξ) em n variáveis, com co-

eficientes complexos, é chamado eĺıptico se P (ξ) 6= 0, 0 6= ξ ∈ Rn. Um

14
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polinômio não homogêneo é chamado eĺıtico se sua parte homogênea de maior

grau (chamada de śımbolo principal) é eĺıptica.

Denotemos por Pm o śımbolo principal de P , onde m é o grau de P. Em
geral, como Pm é homogêneo de grau m, o conjunto dos seus zeros forma um
cone CPm , chamado de cone caracteŕıstico. Dizer que P é eĺıptico é o mesmo
que dizer que esse cone caracteŕıstico consiste de um único ponto, a origem.
Quando n = 1 todos os operadores diferenciais com coeficientes não nulos
constantes são eĺıpticos. Quando n > 1, importantes exemplos de operadores
eĺıpticos são os operadores de Laplace ∆ = (∂1)

2 + ... + (∂n)2. O śımbolo
principal do operador de Laplace é

−|ξ|2 = −ξ2
1 − ...− ξ2

n.

Uma importante propriedade dos polinômios eĺıpticos é a seguinte:

Teorema 2.1.1 Se P é eĺıptico, então o conjunto dos zeros do polinômio

P (ξ) em Rn é compacto.

Demonstração:
Seja VP = {ξ ∈ Rn; P (ξ) = 0}. Se P é eĺıptico, Pm(ξ) não se anula na esfera
unitária de Rn, logo Pm(ξ) ≥ c > 0 nesta esfera. Pela homogeneidade temos
que

|Pm(ξ)| ≥ c|ξ|m, ∀ξ ∈ Rn. (2.1.4)

Por outro lado, temos que |P (ξ)−Pm(ξ)| < C|ξ|m−1 para todo ξ ∈ Rn, |ξ| > 1.
Assim, se ξ ∈ VP , |ξ| > 1, temos que

c|ξ|m ≤ |Pm(ξ)| = |Pm(ξ)− P (ξ)| ≤ C|ξ|m−1,

donde |ξ| ≤ C/c.

Observação 2.1.1 Não é verdade que os polinômios eĺıpticos são os únicos

com conjunto de zeros compacto em Rn. O polinômio P (ξ1, ξ2) = ξ2
1 + 1 não

é eĺıptico em R2 e não possui zeros neste.

Definição 2.1.2 Uma distribuição E ∈ D′(Rn) é chamada solução funda-

mental do operador diferencial P =
∑

aα∂α com coeficientes (complexos)

constantes se PE = δ0. (δ0 é a medida de Dirac em 0)
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Continuamos assumindo que P é eĺıptico e seja ρ um número positivo tal
que os zeros de P (ξ) estejam contidos na esfera centrada na origem de raio
ρ. Temos agora o direito de considerar a integral

v(x) =
1

(2π)n

∫
ei<x,ξ> f̂(ξ)

P (ξ)
χ(ξ)dξ, (2.1.5)

onde χ ∈ C∞(Rn), χ(ξ) = 0 se |ξ| ≤ ρ, χ(ξ) = 1 se |ξ| > ρ. Devido a pre-
sença da função caracteŕıstica χ, a função V não pode ser considerada uma
solução exata da equação (2.1.1), mas veremos que ela não difere “substan-
cialmente”de uma solução. Temos que

P (D)v(x) =
1

(2π)n

∫
ei<x,ξ>f̂(ξ)χ(ξ)dξ = f(x)− Sf(x), (2.1.6)

onde

Sf(x) =
1

(2π)n

∫
ei<x,ξ>f̂(ξ)(1− χ(ξ))dξ. (2.1.7)

Destas fórmulas seguem importantes observações. Primeiramente, note que
a função P−1χ é C∞ e limitada em Rn. De fato,

|P (ξ)| ≥ |Pm(ξ)| − |P (ξ)− Pm(ξ)| ≥ (c|ξ| − C)|ξ|m−1 > 1

para |ξ| suficientemente grande. Conseqüentemente, P−1χ define uma dis-
tribuição temperada em Rn, que é a transformada de Fourier de uma dis-
tribuição temperada Kx em Rn. Temos:

v = K ∗ f (2.1.8)

Por outro lado,
Sf = h ∗ f, (2.1.9)

onde h é a transformada inversa de Fourier de 1−χ. A última é uma função
C∞ com suporte compacto em Rn, logo, pelo Teorema de Paley-Wiener, h
pode ser estendida à Cn como uma função anaĺıtica inteira de tipo exponen-
cial. Sua restrição a Rn pertence ao espaço de Schwartz S. Em ambas as
fórmulas (2.1.10) e (2.1.11), f não precisa necessariamente ser uma função,
ela pode ser uma distribuição, mas precisa ter suporte compacto.
Podemos reescrever (2.1.8) na seguinte maneira

P (D)K = δ0 − h, (2.1.10)

ou equivalentemente (denotando por K o operador convolução K∗)
P (D)K = I − S, (2.1.11)

onde I é o operador identidade. Uma distribiução tal qual K (ou um operador
tal qual K) é chamado uma parametriz de P (D).
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Definição 2.1.3 Se P (D) é um operador diferencial com coeficientes

constantes, então E ∈ D′(Rn) é chamado uma parametriz de P (D) se

P (D)E = δ0 + ω, ω ∈ C∞(Rn).

No estudo equações eĺıpticas uma parametriz pode servir para vários propósitos,
como veremos adiante. De fato, podemos mostrar que ela pode dar uma
solução de (2.1.1), pois se E é uma solução fundamental de P (D), i.e.,

P (D)E = δ0. (2.1.12)

(É suficiente tomar u = E ∗ f). Com efeito, podemos mostrar diretamente,
por análise funcional ou pelo Teorema de Cauchy-Kovalevska, que a equação

P (D)w = h (2.1.13)

sempre tem uma solução w que é uma função inteira em Cn. Então E = K+w
satisfaz (2.1.14).
Nossa próxima pergunta que queremos investigar é de extrema importância
para o que iremos fazer: Podemos estender algumas das técnicas que fizemos
a equações eĺıpticas com coeficientes variáveis? Primeiramente definimos
precisamente o que isso significa.
Considere Ω ⊂ Rn aberto. Um operador diferencial (parcial linear) em Ω
será um operador da forma

P (x,D) =
∑

|α|≤m

cα(x)Dα, (2.1.14)

onde os coeficientes cα são funções complexas C∞ em Ω. Assumimos aqui
que m é a ordem efetiva de P (x, D), i.e., existe pelo menos um coeficiente
cα, com |α| = m, que não é identicamente nulo em Ω. O śımbolo principal
de P (x,D) é um polinômio com respeito a ξ, com coeficientes em C∞(Ω),

Pm(x, ξ) =
∑

|α|=m

cα(x)ξα. (2.1.15)

Para todo x ∈ Ω, denotamos

CPm(x) = {ξ ∈ Rn; Pm(x, ξ) = 0}. (2.1.16)

Temos aqui, assim como antes, que CPm(x) é um cone em Rn, chamado de
cone caracteŕıstico. Denotaremos freqüentemente P ao invés de P (x, D).
O operador diferencial Pm(x, D) é chamado parte principal (as vezes termo
ĺıder) de P (x,D).



18

Definição 2.1.4 O operador diferencial P (x,D) é dito eĺıptico em Ω se,

para todo x ∈ Ω, o cone caracteŕıstico CPm(x) contem no máximo um ponto,

a origem. Quando m = 0 isto significa que CPm(x) é vazio para todo x ∈ Ω.

Queremos construir uma solução aproximada da equação

P (x,D)u = f (2.1.17)

modificando a fórmula (2.1.7) para obter

P (x,D)v = f − Sf, (2.1.18)

onde, como antes,
S : E ′(Ω) → C∞(Ω). (2.1.19)

Tentamos aqui uma fórmula da seguinte forma, generalizando (2.1.7) :

v(x) = K ∗ f(x) = (2π)−n

∫
ei<x,ξ>k(x, ξ)f̂(ξ)dξ. (2.1.20)

Denote por K K. Primeiramente faremos uma determinação formal do
śımbolo k(x, ξ), para que satisfaça

P (x,D)K = I (2.1.21)

e então modificar este de modo que a integral em (2.1.22) faça sentido. Esta
modificaçao leva a uma solução, não da equação (2.1.23), mas de

P (x,D)K = I − S, (2.1.22)

onde S satisfaz (2.1.21).
Temos que

P (x,D)v(x) = (2π)−n

∫
ei<x,ξ>P (x,Dx + ξ)k(x, ξ)f̂(ξ)dξ,

já que

P (x,Dx)(e
i<x,ξ>w(x)) = ei<x,ξ>P (x,Dx + ξ)w(x). (2.1.23)

Pela fórmula inversa de Fourier é suficiente resolver a equação

P (x,Dx + ξ)k(x, ξ) = 1. (2.1.24)
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Na equação (2.1.26), ξ faz o papel de um parametro (variando em Rn).
Podemos ver P (x,Dx + ξ) como um polinômio com respeito a ξ, cujos coefi-
cientes são operadores diferenciais em Ω (na variável x). Temos

P (x,Dx + ξ) = Pm(x, ξ) +
m∑

j=1

Pj(x, ξ, Dx) (2.1.25)

onde Pj(x, ξ,Dx) é um operador diferencial com respeito à x (em Ω) de ordem
j, cujos coeficientes são polinômios homogêneos com respeito à ξ de grau
m− j. A idéia é tomar o śımbolo k(x, ξ) como uma soma de funções de (x, ξ)
homogêneas com respeito à ξ. Por causa do uso da transformada de Fourier
e da nossa condição de que o operador K age em distribuições, o śımbolo
k(x, ξ) precisa ser temperado na variável ξ, e os graus de homogeneidade dos
vários componentes tem, portanto, que permaner limitados. Precisaremos
de uma série infinita de tais termos e do seus graus de homogeneidade serão
inteiros negativos, tendendo a −∞. Escrevemos

k(x, ξ) =
+∞∑
j=0

kj(x, ξ), (2.1.26)

onde kj(x, ξ) é homogêneo com respeito à ξ, de grau dj → −∞. Tentaremos
determinar os termos sucessivos kj identificando os termos com mesmo grau
de homogeneidade com respeito à ξ nos dois lados de (2.1.26). De acordo
com (2.1.27) a equação para os termos de maior grau de homogeneidade em
ξ é simplesmente

Pm(x, ξ)k0(x, ξ) = 1. (2.1.27)

Assim vemos que d0 = −m, já que k0 = 1/Pm. Equacionando os termos de
graus < 0 em (2.1.26) temos

Pm(x, ξ)kj(x, ξ) = −
j−1∑
j′=0

j′≥j−m

Pj−j′(x, ξ,Dx)kj′(x, ξ), j > 0. (2.1.28)

Vemos que a determinação sucessiva dos termos kj é posśıvel: o lado direito
de (2.1.30) só depende de kj′ com j′ < j (que já foi determinado). Notamos
também que o grau de homogeneidade de kj com respeito à ξ, dj, é igual
a −(m − j); portando dj forma uma seqüência estritamente decrescente de
inteiros negativos.
Entretanto, aparentemente teremos alguns problemas, por duas razões. Primeiro,
todos os termos kj(x, ξ) podem ser representados como funções racionais cu-
jos denominadores são da forma Pm(x, ξ)$j com $j > 0. Como conseqüência
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os zeros de Pm(x, ξ) geram alguma dificuldade. Esperamos cuidar dessa difi-
culdade, introduzindo uma função caracteŕıstica, com em (2.1.7). Mas agora
encontramos uma nova dificulade, devido ao fato da série (2.1.28) ser con-
vergente ou não. Isto também terá que ser fixo. De fato, podemos fixar isso,
usando infinitas funções caracteŕısticas, cada uma multiplicando um dos ter-
mos homogeneos de kj(x, ξ). Seja χ(t) ∈ C∞ em R, que se anula quando
t < 1/2 e é igual a 1 para t > 1. Para cada j = 0, 1, ..., seja

χj(ξ) = χ(ρ−1
j |ξ|), (2.1.29)

onde ρj forma uma seqüência estritamente crescente de números positivos,
tendendo a +∞. Seja kj definida como em (2.1.29) e (2.1.30), mas agora
defina k(x, ξ) não por (2.1.28), mas por

k(x, ξ) =
+∞∑
j=0

χj(ξ)kj(x, ξ). (2.1.30)

Sabemos que cada kj é uma função C∞ de (x, ξ) em Ω × (Rn − {0}), onde
Rn é o espaço dual de Rn, homogenea de grau −(m − j) com respeito a ξ.
Conseqüentemente, se K ′ é um subconjunto compacto de Ω e α, β são duas
enuplas, então existe uma constante C

(j)
α,β(K ′) > 0 tal que

|Dα
ξ Dβ

xkj(x, ξ)| < C
(j)
α,β(K ′)|ξ|−(m+j+|α|), ∀x ∈ K ′, 0 6= ξ ∈ Rn. (2.1.31)

Nós então selecionamos uma seqüência “encaixada”de subconjuntos com-
pactos Kν (ν = 1, 2, ...) de Ω. Isto quer dizer que a união dos Kν é igual a Ω
e para cada ν, Kν está contido no interior de Kν+1.

Depois de um certo aumento no valor das constantes C
(j)
α,β(Kν), chegamos a

|Dα
ξ Dβ

x

+∞∑
j=0

χj(ξ)kj(x, ξ)| ≤ |ξ|−(m+|α|)
+∞∑
j=0

C
(j)
α,β(Kν)ρ

−1
j . (2.1.32)

É necessário então que

ρj ≥ 2 sup
ν≤j,|α+β|≤j

C
(j)
α,β(Kν)

1/j, (2.1.33)

para que a série (2.1.32) seja convergente em C∞(Ω× Rn) e que a soma sa-
tisfaça desigualdades similares a (2.1.33).
Agora perguntamos quando k(x, ξ), definida por (2.1.32), satisfaz (2.1.26).
A resposta é claramente negativa, pois tiramos todos os pedaços (em vi-
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zinhanças de ξ = 0) dos termos homogeneos de kj(x, ξ). O que temos é o
seguinte:

P (x,Dx + ξ)k(x, ξ) = 1− r(x, ξ). (2.1.34)

Temos

r(x, ξ) = 1− χ0(ξ) +
+∞∑
j=1

rj(x, ξ), (2.1.35)

onde

rj(x, ξ) =

j∑
k=1
k≤m

[χj−k(ξ)− χj(ξ)]Pk(x, ξ,Dx)kj−k(x, ξ). (2.1.36)

Vemos que o suporte de cada śımbolo rj(x, ξ) está contido num subconjunto
compacto do ξ-espaço (mais precisamente, na bola |ξ| ≤ ρj). Usando este
fato, juntamente com as propriedades da série (2.1.32) e a equação (2.1.35),
podemos provar que o operador S definido por

Sf(x) = (2π)−n

∫
ei<x,ξ>r(x, ξ)f̂(ξ)ξ (2.1.37)

satisfaz (2.1.21). Como o objetivo da Teoria dos operadores pseudodife-
renciais é formalizar este tipo de argumento, não daremos muitos detalhes
aqui.

2.2 Definições e Relações entre Śımbolo e Núcleo

Operadores Pseudodiferenciais podem ser vistos como uma genaralização do
tipo (2.1.22) e de operadores diferenciais. Estes dois tipos de operadores
podem ser representados por fómulas do seguinte tipo:

Au(x) = (2π)−n

∫
ei<x,ξ>a(x, ξ)û(ξ)dξ. (2.2.1)

Isso é precisamente como construimos K na Seção 1. No caso de um operador
diferencial P (x,D) é suficiente aplicar P (x,D) à u(x), dado pela fórmula
inversa de Fourier; o śımbolo a(x, ξ) é nada mais que o polinômio P (x, ξ).
Parametrizes de equações eĺıpticas e operadores diferenciais parciais possuem
muitas propriedades em comum. Se assumimos que ambos estão definidos em
um conjunto aberto Ω, eles definem aplicações cont́ınuas de C∞c (Ω) em C∞(Ω)
e de E ′(Ω) em D′(Ω). Eles são pseudolocais. Um operador A : E ′(Ω) → D′(Ω)
é chamado pseudolocal se, dado u ∈ E ′(Ω), Au é uma função C∞ em todo
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conjunto aberto que u é C∞.
Antes de começar a estudar essas propiedades, é conveniente lembrar algumas
generalidades sobre operadores lineares cont́ınuos agindo em distribuições, e
o primeiro deles, o Teorema dos Núcleos de Schwartz: Para qualquer
aplicação linear K : C∞c (Ω) → D′(Ω), corresponde uma única distribuição
K(x, y) em Ω× Ω tal que, para todo u ∈ C∞c (Ω),

Ku(x) =

∫
K(x, y)u(y)dy. (2.2.2)

Nos referiremos à K(x, y) como um núcleo de distribuição associado ao
operador K, e à K como o operador associado ao núcleo K(x, y).
Dizemos que K(x, y) é separadamente regular em x e y se esta é uma função
C∞ com respeito a cada uma das variáveis, com distribuições de valores com
respeito ao outro. Isto é equivalente a dizer que ambos K e seu transposto
Kt (que é definido como o núcleo K(x, y)) vão de C∞c (Ω) em C∞(Ω) conti-
nuamente.
Dizemos que K(x, y) é bastante regular se é separadamente regular e se,
além disso, é uma função C∞ no complemento da diagonal de Ω × Ω. Esta
terminologia também será aplicada ao operador linear K, quando for aplicada
ao seu núcleo.
Uma das pŕıncipais propriedades de operadores pseudodiferenciais é a que
diz que núcleos são bastante regulares.

Lema 2.2.1 Se K(x, y) é bastante regular, o seu operador associado K é

pseudolocal (i.e., dada uma distrubuição com suporte compacto u em Ω, sing

supp Ku ⊂ sing supp u).

(sing supp T: o suporte singular de T , i.e., o menor conjunto fechado tal que

no seu complemento T é uma função C∞.)

Demonstração:
Sejam U e V subconjuntos abertos de Ω tais que V ⊂⊂ U . Seja φ ∈ C∞c (U),
φ = 1 numa vizinhança do fecho de V . Seja u ∈ E ′(Ω) tal que u ∈ C∞(U).
Então Ku = K(φu)+K[(1−φ)u]. Como φu ∈ C∞c (Ω) e como K é separada-
mente regular, temos que K(φu) ∈ C∞(Ω). Por outro lado,

K[(1− φ)u](x) =

∫
K(x, y)[1− φ(y)]u(y)dy.

Veja que se x pertence a V e y ao suporte de 1 − φ, então (x, y) está no
complemento de uma vizinhança da diagonal de Ω × Ω, na qual K(x, y) é
uma função C∞. Que K[(1 − φ)u] é C∞ em V segue da diferenciação sob o
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sinal da integral.

Diremos que que o operador (2.2.2) é regularizável se ele pode ser estendido
como aplicação linear cont́ınua de E ′(Ω) em C∞(Ω). Neste caso, é necessário
e suficiente que o núcleo associado K(x, y) seja C∞ em Ω × Ω. Operadores
pseudodiferenciais serão definidos módulo operadores regularizáveis. O op-
erador S da Seção 1 (veja (2.1.37)) era regularizável.

Lema 2.2.2 Seja P um operador diferencial em Ω. Suponha que existe um

operador bastante regular K : E ′(Ω) → D′(Ω) tal que KP − I é regularizável

(isto algumas vezes é expresso dizendo que K é uma parametriz à esquerda

de P ). Então P é hipoeĺıptico, i.e., ele tem a seguinte propriedade: Dada

um subconjunto aberto U qualquer de Ω, toda distribuição u em U tal que

Pu ∈ C∞(U) é uma função C∞ em U .

Demonstração:
Seja V e φ como na demonstração do Lema 2.2.1. Temos que

P (φu) = φPu + w,

onde w ∈ E ′(Ω), w = 0 em V . Seja S = KP − I. Temos, em V ,

u = φu = KP (φu)− S(φu)

= K(φPu) + Kw − S(φu).

Como S é regularizável, S(φu) ∈ C∞(Ω); como K é separadamente regular
e φu ∈ C∞c (Ω), K(φPu) ∈ C∞(Ω). Como w = 0 em V e K é pseudolocal,
Ku ∈ C∞(V ).

Um fato comum de operadores diferenciais e parametrizes tais como K da
Seção 1 é que os śımbolos correspondentes a(x, ξ) podem, em ambos os casos,
ser representados por séries de termos que são homogêneos de grau decres-
cente com respeito à ξ (para |ξ| grande o suficiente). É reconhecido que
desigualdades tais como (2.1.33), juntamente com aquela representação em
série, são a chave para muitas importantes proprieadades dos operadores
em questão. Por esta razão tem sido adotada a estimativa do tipo (2.1.33)
como ponto de partida para a definição dos operadores pseudodiferenci-
ais, pelo menos no caso clássico. Assim operadores pseudodiferenciais são
freqüêntemente definidos como operadores do tipo dado em (2.2.1), onde
o śımbolo a(x, ξ) é uma função C∞ em Ω × Rn tal que para todo subcon-
junto compacto K de Ω e para todo par α, β ∈ Zn

+ existe uma constante
Cα,β(K) > 0 tal que

|Dα
ξ Dβ

xa(x, ξ)| ≤ Cα,β(K)(1 + |ξ|)m−|α|, x ∈ K, ξ ∈ Rn.
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Chamamos a(x, ξ) de śımbolo de ordem ≤ m; aqui m é um número real qual-
quer.
Entretanto, a teoria amadureceu, foram realizadas algumas modificações
nesta definição que trazem vantagens expositórias. A versão modificada é
essecialmente equivalente a não-modificada, como veremos. A versão modifi-
cada é baseada na observação que, em virtude da fórmula inversa de Fourier,
a expressão (2.2.1) é equivalente a seguinte:

Au(x) = (2π)−n

∫ ∫
ei<x−y,ξ>a(x, ξ)u(y)dydξ. (2.2.3)

Uma vez que temos a expressão na forma (2.2.3), não parece nem um pouco
óbvio lidar apenas com os śımbolos a(x, ξ) independente de y. Isto motiva a
seguinte definição.

Definição 2.2.1 Seja m um número real qualquer. Denotamos por Sm(Ω, Ω)

o espaço vetorial das funções C∞ em Ω × Ω × Rn, a(x, y, ξ), que possuem a

seguinte propriedade:

Para todo subconjunto compacto K de Ω × Ω e para toda tripla de n−uplas

α, β, γ, existe uma constante Cα,β,γ(K) > 0 tal que

|Dα
ξ Dβ

xDγ
ya(x, y, ξ)| ≤ Cα,β,γ(K)(1+ |ξ|)m−|α|, ∀(x, y) ∈ K, ξ ∈ Rn. (2.2.4)

Chamaremos os elementos de Sm(Ω, Ω) de amplitudes de grau ≤ m (em
Ω × Ω). Um polinômio com respeito à ξ de grau m, agora um inteiro ≥ 0,
com coeficientes em C∞(Ω) é claramente uma amplitude de grau m. A in-
terseção dos conjuntos Sm(Ω, Ω) quando m varia em R será denotada por
S−∞(Ω, Ω).
O espaço Sm(Ω, Ω) é naturalmente dotado de uma topologia localmente con-
vexa: denote por pK;α,β,γ(a) o ı́nfimo das constantes Cα,β,γ(K) tal que (2.2.4)
é verdade; vemos que pK;α,β,γ é uma seminorma em Sm(Ω, Ω) e define a
topologia deste espaço quando K varia na coleção de todos os subconjuntos
compactos de Ω e α, β, γ varia em todas as n−uplas. Esta topologia torna
Sm(Ω, Ω) um espaço de Fréchet.
De (2.2.4) vemos que a(x, y, ξ) é uma função C∞ de (x, y) em Ω×Ω com va-
lores em S ′ξ das distribuições temperadas de ξ ∈ Rn. Fazendo uma mudança
da variável ξ à variável z (em Rn), da transformada inversa de Fourier, obte-
mos uma função C∞ de (x, y) em Ω × Ω, com valores em S ′z, A#(x, y, z).
Podemos definir a seguinte distribuição em Ω× Ω :

A(x, y) = A#(x, y, x− y). (2.2.5)
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O núcleo de distribuição A(x, y) define uma aplicação linear cont́ınua A :
C∞c (Ω) → D′(Ω) pela fórmula

Au(x) =

∫
A(x, y)u(y)dy. (2.2.6)

Temos que

A(x, y) = (2π)−n

∫
ei<x−y,ξ>a(x, y, ξ)dξ. (2.2.7)

A afirmação de que A(x, y) é uma distribuição em Ω × Ω pode ser direta-
mente checada pela integração por partes e usando a propriedade (2.2.4) da
amplitude a(x, y, ξ). De fato, podemos escrever

(2π)nA(x, y) =

∫
(1−∆x)

N(ei<x−y,ξ>)
a(x, y, ξ)

(1 + |ξ|2)N
dξ, (2.2.8)

onde N é um inteiro tão grande quanto quizermos. Nós então usamos a
fórmula de transposição de Leibniz:

a(x, y, ξ)(1 + ∆x)
N(ei<x−y,ξ>) =

∑

|α+β|≤2N

Dα
x [cα,βei<x−y,ξ>Dβ

xa(x, y, ξ)],

(2.2.9)
para uma escolha conveniente de coeficientes cα,β (que, inicialmente, depen-
dem apenas do inteiro N). Assim, pondo (2.2.9) em (2.2.8), obtemos

A(x, y) =
∑

|α|≤2N

Dα
xA(α)(x, y), (2.2.10)

onde

(2π)nA(α)(x, y) =
∑

|β|≤2N−|α|
cα,β

∫
ei<x−y,ξ>Dβ

xa(x, y, ξ)(1 + |ξ|2)−Ndξ.

(2.2.11)
Se então assumimos que

2N > m + n + 1, (2.2.12)

onde m é o número real de (2.2.4), vemos que os integrandos do lado direito
de (2.2.11) são dominados por uma g(ξ) ∈ L1, e assim, pelo Teorema da
convergência dominada de Lebesgue, A(α) é uma função cont́ınua de (x, y) em
Ω×Ω. Isto significa que (2.2.10) é a representação usual de uma distribuição
como uma soma finita de derivadas de funções cont́ınuas.
De fato, seja k um inteiro ≥ 0 e tome

2N > m + n + k + 1. (2.2.13)
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Neste caso podemos diferenciar k vezes com respeito à (x, y) sob o sinal de in-
tegral em (2.2.11) e ainda assim obtemos integrandos que são L1−dominados.
Isto significa que na representação (2.2.10), tomando N suficientemente grande,
podemos afirmar que A(α) ∈ Ck(Ω × Ω) para todo α, |α| ≤ 2N. Isto mostra
que A(x, y) é uma função C∞ de y em Ω com valores em D′

x(Ω). Mas obvi-
amente a definição (2.2.7) de A(x, y) é “simétrica”com respeito à x e à y,
e assim é também uma função C∞ de x em Ω com valores em D′

y(Ω). Em
outras palavras, o núcleo de A(x, y) é separadamente regular em x e em y.
Também estamos contentes com a interpretação análoga a de (2.2.3):

Au(x) = (2π)−n

∫ ∫
ei<x−y,ξ>a(x, y, ξ)u(y)dydξ. (2.2.14)

Definição 2.2.2 Seja a ∈ Sm(Ω, Ω). Denotamos por Op a o operador linear

C∞c (Ω) → D′(Ω) definido por (2.2.14).

Proposição 2.2.1 Qualquer operador regularizável A : E ′(Ω) → C∞(Ω) é da

forma Op a, com a ∈ calS−∞(Ω, Ω).

Demonstração:
O núcleo A(x, y) de A pertence a C∞(Ω× Ω). É suficiente então tomar

a(x, y, ξ) = e−i<x−y,ξ>A(x, y)χ(ξ),

com χ ∈ C∞c (Rn) tal que
∫

χdξ = 1.

Definição 2.2.3 Um operador linear A : E ′(Ω) → D′(Ω) é chamado um

operador pseudodiferencial (clássico) de ordem m se existe uma amplitude

a ∈ Sm(Ω, Ω) tal que A = Op a.

O conjunto dos operadores pseudodiferencias de ordem m será denotado por

Ψm(Ω).

A união dos espaços Ψm(Ω), m real, será denotada por Ψ(Ω), a interseção
por Ψ−∞(Ω).
Se P (x, ξ) é um polinômio com respeito à ξ de grau m ∈ Z+ com coefi-
cientes em C∞(Ω), então o operador diferencial P (x,D) é igual a Op a com
a(x, y, ξ) = P (x, ξ). É claro que P (x,D) ∈ Ψm(Ω).
Operadores pseudodiferenciais não são apenas cont́ınuos de C∞c (Ω) em D′(Ω),
mas são aplicicações cont́ınuas de C∞c (Ω) em C∞(Ω) e podem ser extendidos
a aplicações lineares cont́ınuas de E ′(Ω) em D′(Ω).
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Teorema 2.2.1 Seja A um operador pseudodiferencial em Ω, de ordem ≤ m.

Dado um número real s, u 7→ Au pode ser extendida à uma aplicação linear

cont́ınua de Hs
c (Ω) em Hs−m

loc (Ω).

Demonstração:
Precisamos provar que para qualquer função g ∈ C∞c (Ω) e para todo subcon-
junto K de Ω, existe uma constante C > 0 tal que

‖gAu‖s−m ≤ C‖u‖s, ∀u ∈ C∞c (K). (2.2.15)

É claro que nada muda se trocarmos gA por gAh com h ∈ C∞c (Ω) que é igual
a 1 em alguma vizinhança de K. Oserve que um amplitude para gAh é dada
por

g(x)a(x, y, ξ)h(y), (2.2.16)

supondo que a(x, y, ξ) é uma amplitude de A. Como (2.2.16) tem a pro-
priedade de que a (x, y)−projeção do seu suporte está contida num sub-
conjunto compacto de Ω × Ω, vamos assumir que a(x, y, ξ) possui esta pro-
priedade e omitir a menção sobre as funções caracteŕısticas g e h. Nossa outra
suposição é que para toda tripla de n−uplas α, β, γ, existe uma constante
Cα,β,γ > 0 tal que

|Dα
ξ Dβ

xDγ
ya(x, y, ξ)| ≤ Cα,β,γ(1 + |ξ|)m−|α|, ∀x, y ∈ Rn, ξ ∈ Rn. (2.2.17)

Denote por â(ξ′, η′, ξ) a transformada de Fourier de a(x, y, ξ) com respeito à
(x, y), que tem sentido já que a(x, y, ξ) ∈ (C∞c )x,y. De (2.2.17) concluimos que
para toda n−upla α e para todo par de inteiros k, l ≥ 0 existe uma constante
Cα;k,l > 0 tal que

|Dα
ξ â(ξ′, η′, ξ)| ≤ Cα;k,l(1 + |ξ′|)−k(1 + |η′|)−l(1 + |ξ|)m−|α| (2.2.18)

para todo ξ, ξ′, η′ ∈ Rn.
Em virtude da fórmula inversa de Fourier temos

Âu(ξ′) = (2π)−2n

∫ ∫ ∫
e−i<y,ξ−η′>ã(ξ′ − ξ, y, ξ)û(η′)dydξdη′

Multiplique ambos os lados de (2.2.19) por (1 + |ξ′|2)(s−m)/2. Usaremos a
seguinde desigualdade (as vezes chamada de desigualdade de Peetre).
Para todo número real s e para todos vetores θ, θ′ em Rn,

(1 + |θ|2)s ≤ 2|s|(1 + |θ − θ′|2)|s|(1 + |θ′|2)s. (2.2.19)

Com efeito, quando s > 0, a afirmação acima é evidente depois de tomar a
s−ésima raiz em ambos os lados. Quando s < 0, trocamos θ e θ′ e aplicamos
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o resultado para −s.

Aplicamos (2.2.19) com θ = ξ′, θ′ = ξ e com
1

2
(s−m) em lugar de s. Obtemos

(1 + |ξ′|2)(s−m)/2|Âu(ξ′)| ≤

Cs

∫ ∫
(1 + |ξ − ξ′|2)|s−m|/2|â(ξ′ − ξ, ξ − η′, ξ)|(1 + |ξ|2)(s−m)/2|û(η′)|dξdη′.

Em seguida aplicamos (2.2.19) com θ = ξ, θ′ = η′ e s/2 ao invés de s.
Obtemos

(1 + |ξ′|2)(s−m)/2|Âu(ξ′)| (2.2.20)

≤ Cs

∫ ∫
(1 + |ξ − ξ′|)|s−m|(1 + |ξ − η′|)|s|(1 + |ξ)−m|â(ξ′ − ξ, ξ − η′, ξ)|

×(1 + |η′|2)s/2|û(η′)|dξdη′.

Neste ponto aplicamos (2.2.18) com α = 0, k = |s−m|+n+1, l = |s|+n+1,
ξ′ − ξ substituido por ξ′ e ξ − η′ por η′. Obtemos então

(1 + |ξ′|2)(s−m)/2|Âu(ξ′)| (2.2.21)

≤ C ′
s

∫ ∫
(1 + |ξ − ξ′|)−n−1(1 + |ξ − η′|)−n−1(1 + |η′|2)s/2|û(η′)|dξdη′.

Podemos ver o lado direito acima como uma convolução dupla e aplicar a
clássica desigualdade de Hölder, na forma interada:

‖f ∗ g ∗ h‖L2 ≤ ‖f‖L1‖g‖L1‖h‖L2 . (2.2.22)

Obtemos então
‖Au‖s−m ≤ C ′′

s ‖u‖s, (2.2.23)

que é precisamente o que queŕıamos provar.

Corolário 2.2.1 Todo operador pseudodiferencial A em Ω define uma aplicação

linear cont́ınua de C∞c (Ω) em C∞(Ω), que pode ser estendida a uma aplicação

linear cont́ınua de E ′(Ω) em D′(Ω).

Demonstração:
Em virtude das relações (1.2.1) e (1.2.2) e do Teorema 2.2.1 deduzimos que
A define uma aplicação linear de C∞c (Ω) em C∞(Ω) e uma de E ′(Ω) em
D′(Ω). Para provar a continuidade destas aplicações é suficiente provar a
continuidade de suas restrições aos subespaços C∞c (K) e E ′(K) consistindo
das funções ou distribuições com suporte em um subconjunto compacto fixo,
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porém arbitrário, K de Ω. Mas C∞c (K) é igual a interseção de Hs(K), como
um espaço vetorial topológico. E E ′(K) é o “limite”de Hs(K), o que implica
que uma aplicação linear de E ′(K) é cont́ınua se e somente se sua restrição
a cada Hs(K) é cont́ınua. Por outro lado a primeira igualdade de (1.2.1) é
também válida topologicamente, e todo Hs

loc(Ω) é cont́ınuamente mergulhado
em D′(Ω). Tudo isso, juntamente com o Teorema 2.2.1, implica o resultado.

Corolário 2.2.2 Todo operador pseudodiferencial A de ordem −∞ em Ω é

regularizável, i.e., vai de E ′(Ω) em C∞(Ω) continuamente.

Demonstração:
Segue do Teorema 2.2.1.

Corolário 2.2.3 O núcleo A(x, y) de um operador pseudodiferncial A de

ordem −∞ em Ω é uma função C∞ em Ω× Ω.

Demonstração:
Segue do Corolário 2.2.2 e do Teorema do núcleo de Schwartz que diz que o
núcleo de qualquer aplicação linear E ′(Ω) → C∞(Ω) pertence a C∞(Ω× Ω).

Teorema 2.2.2 O núcleo A(x, y) de um operador pseudodiferencial A em Ω

é uma função C∞ da diagonal de Ω× Ω em Ω× Ω, e A é pseudolocal.

2.3 O Cálculo Pseudodiferencial

Seja A um operador pseudodiferencial num conjunto aberto Ω. Sabemos que
A define um operador linear cont́ınuo de C∞c em C∞(Ω) e de E ′(Ω) em D′(Ω).
Portanto o mesmo é verdade para seu transposto At, que pode ser definido
como

< Atu, v >=< u, Av >, u, v ∈ C∞c (Ω). (2.3.1)

De fato, temos

Teorema 2.3.1 O transposto de um operador pseudodiferencial A de ordem

≤ m em Ω, At, é um operador pseudodiferencial de ordem ≤ m em Ω.

Demonstração:
Seja a(x, y, ξ) a amplitude de A, que pertence a Sm(Ω, Ω). Sejam u e v funções
testes em Ω. Por (2.3.1) temos

< Atu, v >= (2π)−n

∫ ∫ ∫
ei<x−y,ξ>a(x, y, ξ)u(x)v(y)dxdydξ,
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que mostra que

Atu(x) = (2π)−n

∫ ∫
ei<x−y,ξ>a(y, x,−ξ)u(y)dydξ, (2.3.2)

e assim At = Op b, onde b(x, y, ξ) = a(y, x,−ξ).

Observação 2.3.1 Enfatizamos o significado da fórmula (2.3.2). Se a(x, y, ξ)

é uma amplitude A ∈ Ψm(Ω), então a(y, x,−ξ) é uma de At.

Observação 2.3.2 Sempre vamos distinguir o adjunto A∗ de A da sua trans-

posta, At. A∗ é o conjugado complexo de At :

A∗u = Atu, u ∈ E ′(Ω). (2.3.3)

Segue do Teorema 2.3.1 que

A ∈ Ψm(Ω) → A∗ ∈ Ψm(Ω);

e de (2.3.2) segue que se a(y, x, ξ) é uma amplitude de A, então

a(y, x, ξ) (2.3.4)

é uma de A∗.
Queremos agora definir a composição A◦B de dois operadores pseudodiferen-
ciais (de ordem ≤ m,m′ respectivamente) em Ω. Isto nem sempre é posśıvel.
Na verdade, A age somente em distribuições de suporte compacto em Ω,
já a imagem de B consiste das distribuições em Ω que não necessariamente
possuem suporte compacto. Precisamos então impor a seguinte restrição em
B:

B : E ′(Ω) → E ′(Ω) continuamente. (2.3.5)

Se B(x, y) é o núcleo de B, então (2.3.5) é equivalente a dizer que dado
qualquer função teste h em Ω, o suporte de B(x, y)h(y) é um subconjunto
compacto de Ω × Ω. Também veremos que (2.3.5) é equivalente à seguinte
propriedade:

B : C∞c (Ω) → C∞c (Ω) continuamente. (2.3.6)

De fato, se (2.3.5) vale, B vai de C∞c (Ω) em C∞(Ω)∩ E ′(Ω). Reciprocamente,
suponha que (2.3.6) vale. Então o transposto Bt de B vai de D′(Ω) nele
mesmo continuamente e assim (sendo pseudolocal, pelo Teorema 2.2.2) vai
de C∞(Ω) nele mesmo continuamente. Conseqüentemente, o transposto de
Bt, que é B, satisfaz (2.3.5).
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Sobre amplitudes que satidfazem (2.3.5) podemos dizer o seguinte: Seja B
satisfzendo (2.3.5) e seja b(x, y, ξ) ∈ Sm(Ω, Ω) uma de suas amplitudes. Seja
{hj}, j = 1, 2, ..., uma partição da unidade em C∞c (Ω). Por (2.3.5) sabemos
que, para todo j, existe um subconjunto compacto de Ω tal que

(2.3.7)

Dado qualquer distribuição u em Ω, B(hju) anula-se em Ω−Kj.
Então seja gj ∈ C∞c (Ω) igual a 1 em uma vizinhaça de Kj e seja

b#(x, y, ξ) =
∑

j

gj(x)hj(y)b(x, y, ξ). (2.3.8)

Podemos ver que b#(x, y, ξ) ∈ Sm(Ω, Ω) é uma amplitude de B. É claro que,
b# tem a seguinte propriedade:

(2.3.9)

Dado qualquer h ∈ C∞c (Ω), a x−projeção do suporte de h(y)b#(x, y, ξ) é
compacta.
Assumimos a partir de agora que B tem a propriedade (2.3.5) e que b = b#

é uma amplitude de B com a propriedade (2.3.9). Seja u uma função teste
arbitrária em Ω. Então temos

A(Bu)(x) = (2π)−2n

∫ ∫ ∫ ∫
ei<x−y,ξ>+i<y−z,η>a(x, y, ξ)b(y, z, η)dydzdξdη,

e após trocar y e z segue que

A(Bu)(x) = (2π)−n

∫ ∫
ei<x−y,ξ>k(x, y, ξ)u(y)dydξ, (2.3.10)

onde

k(x, y, ξ) = (2π)−n

∫ ∫
ei<y−z,η>a(x, y, ξ)b(z, y, η)dzdη. (2.3.11)

A integração em (2.3.11) é entendida da seguinte forma: seja y pertencente a
um subconjunto compacto de Ω, K ′. Então por (2.3.9) b = b# anula-se para
z 6∈ K ′′, outro subconjunto compacto de Ω. Conseqüentemente, a integração
com respeito à z dá uma função de ξ − η que pertence ao espaço S com
respeito à ξ − η. Se ξ permanece fixo, ou em um conjunto limitado de Rn,
esta função é integrável com respeito à η.
Usando as expressões (2.3.10) e (2.3.11) podemos provar

Teorema 2.3.2 Seja A ∈ Ψm(Ω), B ∈ Ψm′
(Ω). Suponha que B vai de E ′(Ω)

nele mesmo. Então A ◦B ∈ Ψm+m′
(Ω).
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Demonstração:
Provaremos que k(x, y, ξ), definido em (2.3.11), pertence a Sm+m′

(Ω, Ω). A
fórmula (2.3.10) mostra que este é uma amplitude de A ◦B.
Temos que, pela fórmula de Leibniz,

(2π)nDα
ξ Dβ

xDγ
yk(x, y, ξ) =

∑

α′≤α

∑

γ′≤γ

(
α
α′

) (
γ
γ′

) ∫ ∫
{Dα−α′

ξ Dγ−γ′
y (ei<y−z,ξ−η>)}Dα′

ξ Dβ
xa(x, z, ξ)Dγ′

y b(z, y, η)dzdη

=
∑

α′≤α

∑

γ′≤γ

(
α
α′

)(
γ
γ′

) ∫ ∫
{(−Dη)

α−α′(−Dz)
γ−γ′(ei<y−z,ξ−η>)}

×Dα′
ξ Dβ

xa(x, z, ξ)Dγ′
y b(z, y, η)dzdη

=
∑

α′≤α

∑

γ′≤γ

(
α
α′

)(
γ
γ′

) ∫ ∫
ei<y−z,ξ−η>Dγ−γ′

z (Dα′
ξ Dβ

xa(x, z, ξ)Dα−α′
η Dγ′

y b(z, y, η))dzdη

=
∑

α′≤α

∑

γ′≤γ

(
α
α′

)(
γ
γ′

) ∫ ∫
ei<y−z,ξ−η>(1 + |ξ − η|2)−M

×(1−∆z)
MDγ−γ′

z (Dα′
ξ Dβ

xa(x, z, ξ)Dα−α′
η Dγ′

y b(z, y, η))dzdη,

onde integramos repetidamente por partes com respeito à z e η. Quanto a M ,
este é um inteiro positivo que iremos logo escolher. Vemos que Dα

ξ Dβ
xDγ

yk(x, y, ξ)
é uma combinação linear de termos do tipo

∫ ∫
exp{i < y − z, ξ − η >}(1 + |ξ − η|2)−MDα′

ξ Dβ
xDλ

z a(x, y, ξ)

×{Dα−α′
η Dµ

z Dγ′
y b(z, y, η)}dzdη.

Obtemos, para (x, y) em um subconjunto compacto K de Ω× Ω,

|Dα
ξ Dβ

xDγ
yk(x, y, ξ)| ≤ const

∑

α′≤α

∫
(1+|ξ−η|)−2M(1+|ξ|)m−|α′|(1+|η|)m′−|α−α′|dη.

Usamos aqui o fato que y pertence a um subconjunto compacto de Ω (A
y−projeção de K) e (z, y, η) permanece no suporte de b(z, y, η)(que sat-
isfaz (2.3.9)), logo z permanece num subconjunto compacto de Ω e con-
seqüêntemente a integração com respeito à z pode ser feita sem problema.
Basta agora observar que (cf. (2.2.20))

(1 + |η|)m′−|α−α′| ≤ (1 + |ξ|)m′−|α−α′|(1 + |ξ − η|)|m′|+|α−α′|.
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Trocando η e ξ − η na integral acima, obtemos

|Dα
ξ Dβ

xDγ
yk(x, y, ξ)| ≤ const(1 + |ξ|)m+m′−|α|

∫
(1 + |η|)−2M+|m′|+|α|dη,

e é suficiente escolher 2M ≥ n+1+|m′|+|α|, para ver que k(x, y, ξ) realmente
pertence a Sm+m′

(Ω, Ω).

Se assumimos que B e seu transposto Bt têm a propriedade (2.3.5), então
obtemos uma classe interessante de operadores pseudodiferenciais.

Definição 2.3.1 Um operador pseudodiferencial A em Ω será propriamente

suportado se ambos A e At aplicam E ′(Ω) nele mesmo.

Proposição 2.3.1 Um operador pseudodiferencial A em Ω é propriamente

suportado se, e somente se, seu núcleo associado A(x, y) ∈ D′(Ω×Ω) tem a

seguinte propriedade:

(2.3.12)

Dado uma função g ∈ C∞c (Ω), ambas g(x)A(x, y) e A(x, y)g(y) tem suporte

compacto(contido em Ω× Ω).

Proposição 2.3.2 Se A ∈ Ψ(Ω) é propriamente suportado, este pode ser

estendido a uma aplicação linear cont́ınua de C∞(Ω) nele mesmo e de D′(Ω)

nele mesmo. Ainda mais, ele vai de C∞c (Ω) nele mesmo continuamente.

Demonstração:
A última parte é óbvia, já que A vai de C∞c (Ω) em C∞(Ω) (sendo um o-
perador pseudodiferencial) e em E ′(Ω) (sendo propriamente suportado). Seu
transposto At tem a mesma propriedade. Conseqüentemente, o transposto
de At que é A, vai do dual de C∞c (Ω) nele mesmo, e também no dual de E ′(Ω)
nele mesmo.

Proposição 2.3.3 Se A é propriamente suportado, então também o são At

e A∗. Se B também é um operador pseudodiferencial propriamente suportado

em Ω, então a composição A ◦B também o é.

Proposição 2.3.4 Seja A ∈ Ψm(Ω). Então existe um operador pseudodife-

rencial propriamente suportado A# ∈ Ψm(Ω) tal que A− A# ∈ Ψ−∞(Ω).
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Demonstração:
Seja a(x, y, ξ) ∈ Sm(Ω × Ω) uma amplitude de A. Seja φ(x, y) ∈ C∞(Ω ×
Ω) tendo a propriedade (2.3.12), bem como g(x)φ(x, y) e φ(x, y)g(y) tendo
suporte compacto em Ω × Ω, qualquer que seja g ∈ C∞c (Ω)(uma função
ou distribuição em Ω × Ω com esta propriedade é dita ser propriamente
suportada). Nós também assumimos que φ seja identicamente igual a um
numa vizinhança da diagonal de Ω× Ω. Seja

a#(x, y, ξ) = φ(x, y)a(x, y, ξ).

Usando o mesmo argumento da demonstração do Teorema 2.2.2 podemos
mostrar que

{1− φ(x, y)}a(x, y, ξ) ∈ S−∞(Ω, Ω).

Conseqüentemente, a#(x, y, ξ) é uma amplitude do operador pseudodiferen-
cial A# em Ω que tem as propriedades assumidas e que é obviamente propri-
amente suportado.

O significado da Proposição 2.3.4 pode ser expresso da seguinte forma: mo-
dulo Ψ−∞(Ω) os operadores pseudodiferenciais em Ω correspondem aos núcleos
de distribuições concentrados em torno da diagonal de Ω× Ω.
Veremos agora o que acontece com um operador pseudodiferencial quando
ocorre uma mudança de variáveis, ou então quando aplicamos um difeomor-
fismo x 7→ y = φ(x) de um conjunto aberto Ω a outro subconjunto aberto
de Rn, Ω′. Lembramos que x 7→ y é uma bijeção C∞ de Ω em Ω′ cuja matrix

Jacobiana Jφ é invert́ıvel em todo ponto. Denotamos por y 7→ x =
−1

φ (y) a

inversa de φ. Também é conveniente denotar J (y) a matrix Jacobiana de
−1

φ
vista como uma função de y.
O difeomorfismo φ induz um isomorfismo φ∗ : C∞c (Ω′) → C∞c (Ω) pela fórmula

(φ∗u)(x) = u(φ(x)), u ∈ C∞c (Ω′).

Dali, pela fórmula de transposição

〈φ∗F, u〉 = 〈F, φ∗u〉 , u ∈ C∞c (Ω′), F ∈ D′(Ω),

definimos um isomorfismo φ∗ : D′(Ω) → D′(Ω′). A restrição de φ∗ a C∞c (Ω)

não coincide com
−1

φ
∗
; quando uma distribuição em Ω é definida por uma

função f(y) localmente integrável, sua φ∗−imagem é também definida por
uma função localmente integrável, bem como, por

(φ∗f)(y) = f(
−1

φ (y))| detJ (y)|, y ∈ Ω′. (2.3.13)
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A restrição de φ∗ a E ′(Ω) é um isomorfismo deste em E ′(Ω′).
Então dado qualquer A ∈ Ψm(Ω), seja

Aφ = φ∗ ◦ A ◦ (
−1

φ ∗) : E ′(Ω′) → D′(Ω′). (2.3.14)

Nós vamos nos referir a Aφ como a trasferência de A para Ω′ via φ.

Teorema 2.3.3 Seja φ um difeomorfismo de Ω em Ω′. Para todo número

real m,A → Aφ é uma bijeção de Ψm(Ω) em Ψm(Ω′).

Demonstração:
É suficiente provar que se A ∈ Ψm(Ω), então Aφ ∈ Ψm(Ω′), depois basta ver

que B → Bψ com ψ =
−1

φ é a inversa da aplicação em questão. Na verdade
provaremos algo ainda mais forte, que se A = Op a com a ∈ Sm(Ω, Ω), então
Aφ = Op aφ com aφ ∈ Sm(Ω′, Ω′) construida explicitamente de a.
Denotaremos por x, x′ (resp. y, y′) as variáveis em Ω (resp. Ω′). Precisaremos
do seguinte Lema.

Lema 2.3.1 Existe uma cobertura {Wj}(j ∈ J) de Ω′ × Ω′ tal que para

cada j existe uma função C∞, Jj(y, y′), com valores no espaço vetorial das

matrizes n× n, invert́ıvel tal que

−1

φ (y)−
−1

φ (y′) = Jj(y, y′)(y − y′) (2.3.15)

para todo (y, y′) em Wj.

Demonstração: (Lema 2.3.1):
Se y e y′ estão num subconjunto covexo de Ω′ podemos escrever

−1

φ (y)−
−1

φ (y′) =

∫ 1

0

J (ty + (1− t)y′)(y − y′)dt, (2.3.16)

onde J (z) é a matriz Jacobiana de
−1

φ no ponto y = z. Observando que

J0(y, y′) =

∫ 1

0

J (ty + (1− t)y′)dt = J (y′) + O(|y − y′|),

vemos que J0(y, y′) é uma função C∞ no espaço das matrizes, invert́ıvel em
toda parte em alguma vizinhaça W0 da diagonal em Ω′ × Ω′.
Considere agora um par arbitrário (y0, y

′
0) tal que v0 = y0 − y′0 6= 0. Existe
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uma vizinhança aberta U(v0) em Rn e uma função C∞ com valores no espaço
das matrizes G(v), invert́ıvel em U(v0), tal que

v = G(v)v0 ∀v ∈ U(v0). (2.3.17)

Analogamente, como u0 =
−1

φ (y0)−
−1

φ (y′0) 6= 0, existe uma vizinhança U(u0)
em Rn tal que

u = F (u)u0 ∀u ∈ U(u0), (2.3.18)

onde F é uma matriz invert́ıvel com entradas C∞ em U(u0). Escolha uma
matriz invert́ıvel qualquer M0, tal que u0 = M0v0, e defina

M(u, v) = F (u)M0G(v)−1.

Temos
u = M(u, v)v, ∀(u, v) ∈ U(u0)× U(v0), (2.3.19)

e M(u, v) é uma função C∞ com valores no n−ésimo grupo linear, no conjunto
U(u0)× U(v0). Podemos formar

J (y, y′; y0, y
′
0) = M(

−1

φ (y)−
−1

φ (y′), y − y′).

e vemos que existe uma vizinhança aberta W(y0, y
′
0) de (y0, y

′
0) em que a

matriz J (y, y′; y0, y
′
0) é C∞ e invert́ıvel em toda parte.

Retornamos agora para a demonstração do Teorema 2.3.3. Vamos assumir
que a cobertura {Wj}(j∈J) do Lema 2.3.1 seja localmente finita, e formaremos
uma partição C∞ da unidade hj(y, y′) em Ω × Ω subordinada a esta. Seja
então a(x, x′, ξ) uma amplitude de A e v uma função teste em Ω′, considerada
como uma distribuição (com suporte compacto) em Ω′. Temos

Aφv(y) = φ∗(A{(v ◦ φ)| detJ |−1})

= (2π)−nφ∗

∫ ∫
ei<x−x′,ξ>a(x, x′, ξ)v(φ(x′))| detJ (x′)|dx′dξ

= (2π)−n| detJ (y)|
∫ ∫

exp{i < φ̃(y)−φ̃(y′), ξ >}a(φ̃(y), φ̃(y′), ξ)v(y′)dy′dξ.

Defina
a#

j (y, y′, ξ) = hj(y, y′)a(φ̃(y), φ̃(y′), ξ).

Pelo Lema 2.3.1 podemos escrever, para (y, y′) no suporte de a#
j ,

−1

φ (y)−
−1

φ (y′) = Jj(y, y′)(y − y′),
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donde
(2π)n| detJ (y)|−1Aφv(y) =

∑
j

∫ ∫
exp{i < y − y′,Jj(y, y′)ξ >}a#(y, y′, ı)v(y′)dy′dξ =

∑
j

∫ ∫
ei<y−y′,η>a#

j (y, y′,J −1
j (y, y′)η)| detJj(y, y′)|−1v(y′)dy′dη.

Assim, seja
aφ(y, y′, η) (2.3.20)

= | detJ (y)|
∑

j

hj(y, y′)| detJj(y, y′)|−1a(φ̃(y), φ̃(y′), (J −1
j )tη).

Provamos que

Aφv(y) = (2π)−n

∫ ∫
ei<y−y′,η>aφ(y, y′, η)v(y′)dy′dη. (2.3.21)

Resta apenas mostrar que aφ ∈ Sm(Ω′, Ω′), que é uma conseqüência de
(2.2.5). O fato chave é que apesar da diferenciação com respeito à y e y′

trazem, como fatores, potências de η, via diferenciação de a(
−1

φ (y),
−1

φ (y′), ξ)
com respeito à ξ = J −1

j (y, y′)η, cada diferenciação desta abaixa o grau de ξ,
em virtude de (2.2.5), e portanto compensa o efeito do fator ηi, i = 1, ..., n,
que aparece por causa disso.

O Teorema 2.3.3 nos dá condições de provar a chamada invariância de espaços
de Sobolev:

Teorema 2.3.4 Seja φ como no Teorema 2.3.3. Para todo real s a aplicação

“imagem direta”φ∗ induz um isomorfismo de Hs
c (Ω) em Hs

c (Ω
′) (resp. de

Hs
loc(Ω) em Hs

loc(Ω
′)).

Demonstração:
É suficiente provar a tese acima quando o ı́ndice é c e usar a dualidade
quando este é loc. Se u ∈ Hs

c (Ω) e A ∈ Ψ−s(Ω), temos (Teorema 2.2.1)
Au ∈ L2

loc(Ω). Reciprocamente suponha que ∈ E ′(Ω) e que (1 − ∆)−s/2u ∈
L2

loc(Ω) (veja 2.2.12); então u ∈ Hs. Em outras palavras, u ∈ Hs
c (Ω) se, e

somente se, Au ∈ L2
loc(Ω) para todo A ∈ Ψ−s(Ω). Mas φ∗(Au) = Aφ(φ∗u);

e Aφ ∈ Ψ−s(Ω′). Assim é suficiente provar a afirmação quando s = 0, neste
o caso já é bem conhecido. (Segue da fórmula de mudança de variáveis na
integral de Lebesgue.)
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Definição 2.3.2 Seja m um número real. Denotaremos por Sm(Ω) o sube-

spaço de Sm(Ω, Ω) que consiste das amplitudes a(x, ξ) independentes de y.

Denotamos por S−∞(Ω) a interseção dos espaços Sm(Ω) quando m varia em

R.

Qualquer elemento de Sm(Ω) será visto como uma função C∞ em Ω × Rn

ao invés de Ω × Ω × Rn. Tais funções satisfazem a desigualdade (2.2.4). A
topologia de Sm(Ω) é aquela induzida por Sm(Ω, Ω) em que Sm(Ω) é um
subespaço vetorial fechado; portanto Sm(Ω) é um espaço de Fréchet.

Definição 2.3.3 Denotamos por Ṡm(Ω) o espaço vetorial quociente Sm(Ω)/S−∞(Ω).

Os elementos de Ṡm(Ω) serão chamados de śımbolos de grau ≤ m em Ω.

Denotamos por Ṡ(Ω) a união dos Ṡm(Ω).

É comum quando lidamos com conjuntos quocientes representar uma classe
de equivalência por um de seus representantes. Mas vamos também repre-
sentar esta por uma certa série, que introduziremos agora e que estão rela-
cionadas com a série que representa uma parametriz K na seção 1 (veja
(2.1.28) e (2.1.32)).
Na verdade é conveniente lidar com śımbolos formais ao invés de śımbolos
verdadeiros. Um śımbolo formal é uma seqüencia de śımbolos aj ∈ Smj(Ω)

cujas ordens são estritamente decrescentes e convergem a −∞. É de costume
representar esta por uma série formal

+∞∑
j=0

aj(x, ξ). (2.3.22)

Agora, destes śımbolos formais podemos construir os verdadeiros śımbolos,
elementos de Sm0(Ω), que pertencem a mesma classe modulo S−∞(Ω). Repre-
sentaremos esta classe pela notação (2.3.22). Podemos proceder da seguinte
forma:
Primeiramente, podemos assumir que o śımbolo a(x, ξ) pertence a classe
(2.3.22) se, dado qualquer número positivo “grande”M , existe um inteiro
J ≥ 0 tal que

a(x, ξ)−
J∑

j=0

aj(x, ξ) ∈ S−M(Ω).

Depois, podemos construir tal śımbolo a(x, ξ) como a soma de uma série

+∞∑
j=0

χj(ξ)aj(x, ξ), (2.3.23)
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onde χj(ξ) = χ(ρ−1
j |ξ|) como em (2.1.31).

De agora em diante usaremos a notação Ψ̇m(Ω) para denotar o espaço quo-
ciente Ψm(Ω)/Ψ−∞(Ω). Nós freqüentemente iremos nos referir aos elementos
de Ψ̇m(Ω) como classes (mod Ψ−∞(Ω)) de operadores pseudodiferenciais em
Ω, de ordem m. A união dos Ψ̇m(Ω) será denotada por Ψ̇(Ω).
As noções de transposto, adjunto e composto podem ser transferidas numa
forma natural para as classe mod Ψ−∞(Ω) de operadores pseudodiferenciais
em Ω; se A e B são congruentes mod Ψ−∞(Ω), o mesmo é verdade para seues
transpostos At e Bt e também para seus adjuntos A∗ e B∗.
Se o operador Op a, definido por

(Opa)u(x) = (2π)−n

∫
ei<x,ξ>a(x, ξ)û(ξ)dξ, (2.3.24)

pertence a classe Ȧ ∈ Ψm(Ω), dizemos que a classe de a(x, ξ) mod S−∞(Ω) é
o śımbolo de Ȧ, ou de qualquer representante A de Ȧ.

Teorema 2.3.5 Seja Ȧ ∈ Ψ̇m(Ω) com śımbolo a(x, ξ) ∈ Ṡm(Ω). Então o

śımbolo do transposto At de A é definido pelo śımbolo formal

∑
α

(−1)|α|
1

α!
(∂α

ξ Dα
xa)(x,−ξ), (2.3.25)

e o śımbolo do adjunto A∗, por

∑
α

1

α!
∂α

ξ Dα
xa(x, ξ). (2.3.26)

Demonstração:
Trocamos Ȧ por um representante A, a(x, ξ) por um de seus representantes,
ainda denotado por a(x, ξ), tal que (2.2.3) vale. Podemos então considerar
a(x, ξ) como uma amplitude de A, que não depende de y. Então a(y,−ξ)
e a(y, ξ) são amplitudes de At e A∗ respectivamente. Para que tenhamos
(2.3.25) e (2.3.26) é suficiente formar a expressão

∑
α

1

α!
Dα

ξ ∂α
y a(x, x, ξ),

onde trocamos a(x, y, ξ) por estes śımbolos formais respectivamente.

Corolário 2.3.1 Seja Ȧ como no Teorema 2.3.5, mas assumimos que existe

um śımbolo real a0(x, ξ) ∈ Ṡm(Ω) tal que a(x, ξ)−a0(x, ξ) ∈ Ṡm−1(Ω). Então

Ȧ− Ȧ∗ ∈ Ψ̇m−1(Ω).
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Demonstração:
Escrevemos a(x, ξ) = a0(x, ξ)+r(x, ξ), r(x, ξ) ∈ Ṡm−1(Ω). Então, por (2.3.26),
o śımbolo de A∗ é igual a

a0(x, ξ) + r(x, ξ) +
∑

|α|>0

1

α!
∂α

ξ Dα
xa(x, ξ), (2.3.27)

e portanto Ȧ− Ȧ∗ pertence a Ṡm−1(Ω).



Caṕıtulo 3

Variedades Assintoticamente

Hiperbólicas

Seja X uma variedade compacta com fronteira e suponha que o seu interior,
◦
X, é equipado com uma métrica Riemanniana completa g.

X

M=∂X

Definição 3.0.4 Seja X uma variedade compacta com fronteira , ∂X = M,

com uma métrica completa g em seu interior. (X, g) é chamado conforme-

mente compacto se

g = ρ−2h

numa vizinhança de M para uma função que define a fronteira ρ, tal que

ρ > 0 em X, ρ = 0 em ∂X e dρ 6= 0 em ∂X, h é uma métrica C∞ em X.

Note que ρ, logo h, são determinados unicamente pela multiplicação por
uma função positiva. Portanto g determina uma classe conforme de métricas
[h|∂X ] em ∂X = M .
Exemplos importante de variedades do tipo descrito acima são os espaços

41
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hiperbólicos.
Note que ρ, logo, h são determinados somente pela multiplicação por uma
função positiva. Portanto g determina uma classe conforme de metricas
[h|∂X ] em ∂X = M.

Lema 3.0.2 A curvatura seccional de g se aproxima de −|dρ|2h na fronteira.

Demonstração:
Temos que

g′ = e2fg, (3.0.1)

donde

R′ = e2f (R− g ◦1 (D(f − df ◦ df +
1

2
|df |2g)) (3.0.2)

e2f =
1

ρ2
=⇒ f = −logρ

R′ =
1

ρ2
(R− g ◦1 (D(

−1

ρ
dρ)− (

1

ρ
)2dρ ◦ dρ +

1

2

|dρ|2g
ρ2

g)), (3.0.3)

onde ◦ é o produto simetrico e

(h◦1k)(x, y, z, t) = h(x, z)k(y, t)+h(y, t)k(x, z)−h(x, t)k(y, z)−h(y, z)k(x, t)
(3.0.4)

Agora vemos que

g(X, X) = 1, g′(X,X) =
1

ρ2
,

onde X é uma vetor tangente. Logo ρX tem de tamanho 1 com respeito à
g′. Temos

R′(ρX, ρY, ρX, ρY ) =
1

ρ2
(R(ρX, ρY, ρX, ρY )− g(ρX, ρY )), (3.0.5)

g ◦1 g(x, y, x, y) = 1 + 1 = 2

−D(
1

ρ
dρ) = −(d

1

ρ
⊗ dρ +

1

ρ
Dgdρ) +

1

ρ2
dρ⊗ dρ− 1

ρ
Ddρ

Fazendo ρ → 0, temos o resultado desejado.

Definição 3.0.5 X é chamado uma variedade assintoticamente hiperbólica

se é uma variedade compacta conforme com |dρ|2h = 1 na fronteira de X, ∂X.
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Agora fixe uma representação da classe conforme, f , em ∂X = M.
Então existe uma função que define a fronteira ρ tal que

g =
dρ2 + hρ

ρ2
, h0 = f

perto de M .
Isso é equivalente a achar ρ tal que





g =
h

ρ2
se h|∂X = f ,

|dρ|2h ≡ 1 numa vizinhanca de M

Portanto

h ∼
(

1 0
0 h0 = h|∂X

)

Demonstração: Fixe uma função que define a fronteira ρ.
Uma função que define a fronteira ρ pode ser escrita na forma

ρ = ewρ

O.b.s.: queremos encontrar uma função equivalente para w.
Escreva

g =
h

ρ2 =
h

ρ2
=

h

e2wρ−2

=⇒ h = e2wh

dρ = ew(dρ + ρdw)

|dρ|2h = e2w|dρ + ρdw|2h
= |dρ + ρdw|2

h
=< dρ + ρdw, dρ + ρdw >

= |dρ|2
h

+ 2ρ < dw, dρ > +ρ2|dw|2
h

= |dρ|2
h

+ 2ρ∇ρ(w) + ρ2|dw|2
h

= 1

A equação |dρ|2h ≡ 1 é a mesma que

2∇ρ(w) + ρ|dw|2
h

=
1− |dρ|2

h

ρ
(3.0.6)

que possue uma solução w, pois (3.0.6) é uma equação diferencial parcial
não-caracteŕıstica.
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De agora em diante denotaremos por (X, g) como sendo uma variedade
assintoticamente hiperbólica com métrica completa g em seu interior.

(i) g =
h

x2
(3.0.7)

(ii)|dx|2h = 1 em ∂X (3.0.8)

Consideremos a forma normal:

g =
dx2 + h(x, y, dy)

x2
(3.0.9)

Nosso propósito é construir uma parametriz de ∆g − s(n − s), i.e., R(s) tal
que

(∆g − s(n− s))R(s) = I + E(s), (3.0.10)

onde E(s) é um operador compacto (em L2 ou em L2 com peso). Não
podemos esperar isso para uma variedade Riemanniana mais geral em algum
sentido, pois ∆g se torna eĺıptico no infinito, mas para uma métrica assinto-
ticamente hiperbólica, temos uma descrição precisa das singularidades, e a
principal idéia do trabalho de Mazzeo-Melrose [1] é construir um refinado
cálculo pesudodiferencial para lidar com estas singularidades.
O operador pseudodiferencial refinado terá núcleo de Schwartz em algum
espaço “blow up”que definiremos precisamente mais adiante.
Primeiramente discutiremos a forma do Laplaceano. Veremos como o ope-
rador de Laplace de um espaço assintoticamente hiperbólico se parece.
Caso Modelo:
Considere o espaço hiperbólico Hn+1 = R+

x × Rn
y com

ds2 =
dx2 + |dy|2

x2
(3.0.11)

Escrevendo g = ds2 na forma

g =
n∑

i,j=0

gijdxidxj, (3.0.12)

obtemos

∆g = ∆Hn+1 = − 1√
det g

n∑
i,j=0

∂

∂xi

(
gij

√
det g

∂

∂xj

)
, (3.0.13)
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onde

gij =




1
x2 0 · · · 0
0 1

x2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

x2


 , gij = g−1

ij =




x2 0 · · · 0
0 x2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · x2


 (3.0.14)

Temos que

∆Hn+1 = −xn+1

n∑
j=0

∂

∂xj

(
x2

xn+1

∂

∂xj

)

= −x2

n∑
j=0

∂2

∂x2
j

+ (n− 1)x
∂

∂x

= −x2

(
∂2

∂x2
+

n∑
i=1

∂2

∂y2
i

)
+ (n− 1)x

∂

∂x

= −(x∂x)
2 −

n∑
i=1

(x∂yi
)2 + nx∂x (3.0.15)

Caso Geral:
Consideremos agora uma variedade assintoticamente hiperbólica geral.
Neste caso

g =
dx2 + h(x, y, dy)

x2
(3.0.16)

gij =

( 1
x2 0

0
hαβ

x2

)
, 0 ≤ i, j ≤ n 1 ≤ α, β ≤ n (3.0.17)

gij =

(
x2 0
0 x2hαβ

)
, 0 ≤ i, j ≤ n 1 ≤ α, β ≤ n (3.0.18)

det g =
1

x2(n+1)
det h, h = h0 + xh1 + x2h2 + ... (3.0.19)

Temos que
h−1

0 h = 1 + xh−1
0 h + x2h−1

0 h2 + ...,

segue que
det h−1

0 h = det(1 + xh−1
0 h + x2h−1

0 h2 + ...)
√

det h−1
0

√
det h =

√
1 + xf(x) = 1 + xf ′(x),

donde √
det h =

√
det h0 + xf ′′(x). (3.0.20)
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Temos que

∆g = − 1√
det g

n∑
i,j=0

∂

∂xi

gij
√

det g
∂

∂xj

= − 1√
g

∂

∂x
x2

√
det g

∂

∂x
− 1√

det g

n∑

α,β=1

∂

∂yα

x2hαβ
√

det g
∂

∂yβ

− xn+1

(
√

det h0 + xf(x))

n∑

α,β=1

∂

∂yα

x−n+1hαβ(
√

det h0 + xf(x))
∂

∂yβ

= − xn+1

√
det h0

x−n+1

n∑

α,β=1

∂

∂yα

hαβ
0

√
det h0

∂

∂yβ

+ ...

= x2∆h0 + x3(...)

Portanto

∆g = −x2 ∂

∂x2
+ (n− 1)x

∂

∂x
+ x2∆h0 + xE = −(x∂x)

2 + nx∂x + x2∆h0 + xE,

(3.0.21)
onde E é um operador diferencial gerado pelos campos de vetores x∂x, x∂y.
Da expressão dada acima, vemos que ∆g é um operador diferencial gerado
pelos campos de vetores da forma xdx, xdyi, i = 1, ..., n.
Isto define a classe de operadores diferenciais que está contida na classe refi-
nada de operadores pseudodiferenciais.



Caṕıtulo 4

Construção do Resolvente

O principal resultado que provaremos é o seguinte:

Teorema 4.0.6 Sejam (X, g) uma variedade assintoticamente hiperbólica.

∆g−s(n−s) é invert́ıvel para Res >> 0, o inverso, R(s), chamado resolvente

em s se estende a uma famı́lia meromorfa

R(s) ∈ Ψ−2,ζ,ζ
0 (X)

em C \ {conjunto discreto}.
Note que a aplicação R(s) : Ċ∞(X) −→ xsC∞(X), mencionada anterior-
mente, é uma propriedade de Ψ−2,ζ,ζ

0 (X). O espaço de operadores pseudodifer-
enciais Ψ−2,ζ,ζ

0 (X) será definido posteriormente.

4.1 Śımbolos

Definição 4.1.1 V0 = {Campos de vetores em X que se anulam na fronteira} =

xV(V é o espaço dos campos de vetores em X).

Se V ∈ V0, então V = ax∂x +
∑n

i=1 bix∂yi
. V0 é uma Algebra de Lie com

respeito ao colchete de Lie.

Diffk
0 (X) = Espaço dos operadores diferenciáveis de ordem k gerado por

um campo de vetores em V0. Se P ∈ Diffk
0 (X), chamamos P de 0-operador

diferencial. Em particular ∆g ∈ Diff 2
0 .

Dado P ∈ Diffk
0 , definiremos um śımbolo, que chamaremos de 0-śımbolo

principal de P e um novo śımbolo chamado de operador normal de P . Todas
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essas definições e cálculos se tornarão mais claros posteriormente. Na ver-
dade, teremos quatro śımbolos, descrevendo o comportamento do núcleo do
operador na diagonal, na face frontal, na face de baixo e na face de cima.
Para definir o 0-śımbolo principal de P é mais conveniente começar definindo
alguns objetos auxiliares.
Note que os conjuntos dos termos de V0 é localmente livre e eles são as seções
de um fribado vetorial denotado por 0TX (a descrição local de 0TX é dada
pela base da seção {x∂x, x∂y1 , ..., x∂yn}. Seu (fribado) dual é definido por
0T ∗X e tem triangularização dada por {dx/x, dy1/x, ..., dyn/x}.

Definição 4.1.2 Dado P ∈ Diffk
0,

0σk(P ) ∈ C∞(0T ∗X) é obtido trocando

os termos em P com ordem menor ou igual a k ,xDx, xDy1 , ..., xDyn por

ξ0, ξ1, ..., ξn (aqui ξ0, ξ1, ..., ξn são consideradas coordenadas em 0T ∗X com

respeito à base {dx/x, dy1/x, ..., dyn/x}.

Exemplo 4.1.1 Considere ∆Hn+1 = −(x∂x)
2 − ∑

(x∂yi
)2 + nx∂x. Então

0σ2(∆Hn+1) = ξ2
0 + |ξ′|2, ξ′ = (ξ1, ..., ξn).

Definição 4.1.3 P ∈ Diffk
o(X) é eĺıptico se, e somente se, 0σk(P ) 6= 0 em

0T ∗X.

Definição 4.1.4 Seja P ∈ Diffk
0(X). Tome p ∈ ∂X, definimos o operador

em p de P normal, Np(P ), congelando os coeficientes de P em p. Mais

precisamente, podemos escrever

P =
k∑

j+|α|=0

Pj,α(x, y)(xDx)
j(xDy)

α, (4.1.1)

onde escolhemos uma coordenada normal local (com respeito à h0 de ∂X em

torno de p tal que p = (0, 0, ..., 0), então

Np(P ) =
k∑

j+|α|=0

Pj,α(0, 0)(xDx)
j(xDy)

α. (4.1.2)

Exemplo 4.1.2

Np(∆Hn+1) = −(x∂x)
2 −

n∑
i=1

(x∂yi
)2 + nx∂x = ∆Hn+1
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Exemplo 4.1.3 Considere a bola Bn+1, ds2 =
4dz2

(1− |z|2)2
, z = (z1, ..., zn).

Considere r = |z| e ρ = 1−|z|2 é a função que define a fronteira. Temos que

dz2 = dr2 + r2dω2
Sn .

dρ = −2rdr ⇒ dρ2 = 4r2dr2 ⇒ dr2 =
dρ2

4r2
=

dρ2

4(1− ρ)

⇒ ds2 =
4
(

dρ2

4(1−ρ)
+ (1− ρ)dω2

Sn

)

ρ2
=

4

ρ2

(
dρ2

1− ρ
+ (1− ρ)dω2

Sn

)

⇒ ds2 =
dρ2

(1− ρ)ρ2
+

4(1− ρ)

ρ2
dω2

Sn .

Ponha
dρ2

(1− ρ)ρ2
=

dx2

x2

⇒
∫

dρ√
1− ρρ

=

∫
dx

x
.

Faça η = 1− ρ, segue que dη = −dρ e
∫

dρ√
1− ρρ

=

∫
dη√

η(η − 1)
,

ponha β = η1/2, segue que dβ =
dη

η1/2
, donde

∫
dη√

η(η − 1)
=

∫
2dβ

β2 − 1
= 2

∫
dβ

(β − 1)(β + 1)

= −
∫

dβ

β + 1
+

∫
dβ

β − 1
= −ln(β + 1) + ln(β − 1) = ln

β + 1

β − 1

= ln
η1/2 + 1

η1/2 − 1
= ln

(1− ρ)1/2 + 1

(1− ρ)1/2 − 1
= lnx,

x =
(1− ρ)1/2 + 1

(1− ρ)1/2 − 1
⇒ (1− ρ)1/2x− x = (1− ρ)1/2 + 1

⇒ 1 + x = (1− ρ)1/2(x− 1) ⇒ (1− ρ)1/2 =
x + 1

x− 1

⇒ 1− ρ =

(
x + 1

x− 1

)2

⇒ ρ = 1−
(

x + 1

x− 1

)2

=
−4x

(x− 1)2
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⇒ ρ2 =
16x2

(x− 1)4

⇒ ds2 =
dx2

x2
+

4(x+1)2

(x−1)2

16x2

(x−1)4

dω2
Sn

=
dx2

x2
+

(x + 1)2(x− 1)2

4x2
dω2

Sn =
dx2

x2
+

(x2 − 1)2

4x2
dω2

Sn ,

donde

∆Bn+1 = (−x∂x)
2 − n(x + 1)2

x2 − 1
x∂x +

1

(x2 − 1)2
x2∆Sn

⇒ Np(∆Bn+1) = −(x∂x)
2 + nx∂x +

∑
(x∂yi

)2,

p ∈ Sn em coordenadas normais em torno de p. Em p

∆Sn =
n∑

i=1

∂2
yi
.

Assim o mesmo para o Np(∆Hn+1) ou ∆Hn+1 seguem do caso geral, o Laplaceano
para uma variedade assintoticamente hiperbólica

∆g = −(x∂x)
2 + nx∂x + x2∆h + xE

Np(∆g) = −(x∂x)
2 + nx∂x −

∑
(x∂yi

)2.

Portanto eles são o mesmo que o Laplaceano de ∆Hn+1 .
Isto termina as definições dos śımbolos de P ∈ Diffk

0(X).
Agora vamos analisar a definição intŕıseca do operador normal.
Tome p ∈ ∂X, Tp(∂X) ⊆ Tp(X) divide Tp(X) em duas partes.
Seja Xp =“inward point half”de Tp(X)(sua fronteira é Tp(∂X).) Tome f :
Ω → Ω′ difeomorfismo tal que

f(∂X) ⊂ ∂X,

onde Ω é uma vizinhança de 0 em Xp, Ω′ é uma vizinhança de p em X. Sejam
P ∈ Diffk

0(X) e u uma função C∞ em Xp. Ponha

Np(P )u = lim
r→0

R∗
rf
∗P (f−1)∗(R1/r)∗u, (4.1.3)

onde Rr é a multiplicação pelo escalar r em Xp. Então

1. Np(P ) é independente da escolha de f .

2. Np(P ) coincide com a definição feita anteriormente.

3. Np(P ) é um operador diferencial em Xp.
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4.2 Os Espaços Blow-up

Para definir Ψ−2,ζ,ζ
0 (X) precisamos introduzir a noção de espaço blow-up, in-

troduzida por Richard Melrose.
Vamos definir nossa classe “refinada”de operadores pseudodiferenciais pela
condição do núcleo de Schwartz.
KP (x, x′) ∈ C∞(X), para que KP defina um operador compacto, precisamos
que KP cresça com relação a x′ e decresça com relação a x.
Para distinguir os dois procedimentos, precisamos separar a diagonal e as
duas faces da fronteira.
Melrose faz isso através de um “blow up”no corner (que não é nada mais que
uma mudança de coordenadas (x, y) → (r, θ), 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ ≤ 2π.)
Uma vez que separamos a diagonal das duas faces da fronteira, gostariamos
de ser capazes de aplicar cálculos simples para remover as singularidades da
diagonal. Isso pode ser feito se “dobrarmos”o espaço “blow up”de modo que
nossa classe de operadores se estenda pela diagonal como uma distribuição
conormal usual. Mas isso não é claro, já que o operador ∆g tem singulari-
dades na diagonal. Os principais propósitos do “blow-up”são:

1. remover singularidades do operador

2. separar as faces da diagonal e da fronteira.

Um caso interessante de espaço “blow-up”é o chamado produto esticado de
X × X. Faremos primeiramente uma discussão geral sobre espaços “blow-
up”.
Sejam Y uma variedade com fronteira e M ⊂ Y uma subvariedade fechada
mergulhada em Y . Seja m ∈ M , o fibrado normal à M em Y é dado por
NmM = TmY/TmM . O fibrado normal unitário SNM (“sphere normal
bundle”) tem fibras SNmM = (NmM − {0})/R+. Então o espaço “blow-
up”de Y em torno de M é

YM = SNM
∐

(Y −M) (como conjunto), (4.2.1)

onde
∐

representa união disjunta,com estrutura C∞ tal que a aplicação ”blow
down”b : YM → Y é C∞, onde b é definida por
b = id em Y −M , b = projeção SNM → M em M .

Exemplo 4.2.1 Seja Y = R2, M = {0}.

Exemplo 4.2.2 Sejam Y = R2, M =eixo-x.
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Y

M

M

Y

YM

Aplique agora a definição acima à Y = X×X, M = ∆l, onde ∆l é a diagonal
de Y (∼= X) que tem como fronteira ∂∆l.
Perceba que esta é uma definição um pouco diferente da definição de espaço
“blow-up”que demos a pouco. Agora Y é uma variedade com bordo e M
está no bordo de Y .
Ao invés de tomar a esfera fibrada normal, tomamos o quarto da esfera
normal fibrada S++NM . Por exemplo Y = R× R+, M = {0}

Assim
X ×0 X = S++N(∂∆l)

∐
(X ×X − ∂∆l), (4.2.2)
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S NM+

S NM++

e b : X ×0 X → X ×X é a aplicação “blow down”.

∂∆l

T

B

∆l

F

Onde T é a face superior (Top face), F é a face frontal (Front face) e B é
a face inferior (Botton face). Temos que T,B, F são faces de codimenção 1,
T ∩ B, F ∩ T, F ∩ B são faces de codimenção 2 e T ∩ B ∩ F é uma face de
codimenção 3.
Como F é dada por S++NM seu interior é simplesmente o interior da quarta
parte da esfera fibrada sobre ∂∆l. Portanto cada fibra de F é uma quarta
parte da esfera.
Continuamos considerando (X, g) uma variedade assintoticamente hiperbólica,
V0 = {campos de vetores gerados por x∂x, x∂y1 , ..., x∂yn} e Diff ∗0(X) = con-
junto dos operadores diferenciais gerado por V0.
Vimos que se P ∈ Diffk

0(X), então o 0−śımbolo principal 0σk(P ) ∈ C∞(0T ∗X),
e se p ∈ ∂X, o operador normal Np(P ) : C∞(Xp) → C∞(Xp).
Seja G = R+×Rn. Definimos a seguinte operação em G, dados γ = (s, v), γ′ =
(s′, v′) ∈ G,

γ′ · γ = (s′, v′) · (s, v) = (ss′, v + sv′). (4.2.3)
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Vemos que dado γ = (s, v) ∈ G, então o seu inverso, com relação à operação
acima, é dado por γ−1 = (1

s
, −v

s
).

Vemos que G ' Xp. Temos ainda que Np(P ) : C∞(G) → C∞(G) é um ope-
rador invariante, à esquerda, em G.
Nós agora veremos que Fp (fibra sobre (p, p) ∈ ∂∆l) tem uma estrutura de
grupo identificada com Gp.
Primeiramente veremos que existe um ponto distinto em Fp, a origem na-
tural. Com efeito, tome v ∈ Xp, (v, v) ∈ Xp × Xp, que define um elemento
Op = [(v, v)] ∈ S++Np(∂∆l).
Depois vemos que Gp age em Xp ×Xp de duas formas (que induz um mer-
gulho de Gp em GL(TpX×TpX), chamado Gl

p a imagem de GL(TpX×TpX)
via aquela ação). Temos que
(i) γ(v, w) = (γv, w), γ ∈ Gp;
(ii) γ(v, w) = (v, γw) v, w ∈ Xp,
que descendem da ação em Fp.
A ação é transitiva e induz um grupo, usando a ação de Gl

p em Fp. Assim
Fp ' Gp.
A ação de Gl

p em Fp é então via translação à esquerda (Gr
p em Fp é feita

via translação à direita). Finalmente damos algumas coordenadas locais do
espaço “blow-up”X ×0 X perto da face frontal, F .
Em X(x,y) ×X(x′,y′) usamos (x, y, x′, y′) como coordenadas (como usual x, x′

funções que definem a fronteira). Podemos também usar as seguintes coor-
denadas: (x, y, x′, Y = y − y′). Agora ∂∆l = {x = x′ = Y = 0}, e podemos
identificar o fibrado normal de ∂∆l, N(∂∆l), com sua vizinhança tabular.
Podemos ver x, x′, Y como coordenadas lineares nas fibras de N(∂∆l), y
como coordenada em ∂∆l.
Vemos que x, y, x′, y′, Y podem ser levantadas à X ×X − ∂∆l ⊂ X ×0 X, e
então se estendem a funções C∞ em X ×0 X. Ainda mais R = (x′2 + x2 +
|Y |2)1/2 é uma função que define a fronteira da face frontal, F .
Note que

s =
x

x′
, z =

Y

x′
, t =

x′

x
=

1

s
, (4.2.4)

z′ =
−Y

x
, ρ =

x

|Y | , ρ′ =
x′

|Y | (4.2.5)

r = |Y |, ω =
Y

|Y | (4.2.6)

são todas definidas em X ×0 X, x, x′, Y como coordenadas em N(∂∆l).
Temos que

1. As coordenadas (s, z, x′, y′) estão bem definidas fora de B ∩ F , x′ = 0
define a face frontal F e s = 0 define a face superior T .
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2. As coordenadas (t, z′, x, y) estão bem definidas fora de F ∩ T, x = 0
define a face frontal F e t = 0 define a face inferior B.

3. As coordenadas (ρ, ρ′, r, ω, y) estão bem definidas perto de T ∩ B ∩ F
(fora do centro de F ), r = 0 define a face frontal F , ρ = 0 define a face
superior T e ρ′ = 0 define a face inferior B.

Após a definição de produto esticado, podemos agora definir uma V0 classe de
operadores pseudodiferenciais. Esta classe de operadores pseudodiferenciais
não irá conter a parametriz que estamos procurando. No paper [1], Melrose
chamaria isso de “pequeno”cálculo, e uma classe de operadores pseudodifere-
nciais chamada cálculo “completo”que contém a parametriz de um elemento
eĺıptico de V0, que será definido posteriormente.

4.3 O Cálculo dos Śımbolos

Como dissemos, a classe V0 de operadores pseudodiferenciais será definida
por propriedades do seu núcleo de Schwartz, mas para fazer isso mais invari-
ante, devemos incorporar a chamada meia densidade fibrada.
Lembremos que X é uma variedade compacta sem bordo. Um operador lin-
ear cont́ınuo A : Ċ∞(X) → C−∞(X)(distribuições estend́ıveis), definido como
sendo o dual da densidade C−∞. Seu núcleo de Schwartz KA ∈ C−∞(X ×
X, Γr), onde Γr é o levantamento da desidade fibrada de X à X ×X por π2.
Queremos incorporar a meia densidade.
Γ(X) = densidade fibrada usual em X.
Não é nada natural para nós considerarmos como a densidade Riemanniana
de uma métrica assintoticamente hiperbólica tem a forma a(x, y)dx

x
dy
xn , em

coordenadas locais (g =
dx2 + h(x, y, dy)

x2
).

Portanto, é mais natural considerar a meia densidade singular fibrada Γ
1/2
0 (X)

como funções C∞ da forma

ν = a(x, y)1/2

∣∣∣∣
dx

x

dy

xn

∣∣∣∣
1/2

(4.3.1)

Assim considere o operador

B : Ċ∞(X; Γ
1/2
0 (X)) → C−∞(X; Γ

1/2
0 (X)), (4.3.2)

onde KB ∈ C−∞(X ×X, Γ
1/2
0 (X ×X)). Note que

Γ0(X) = ρ−n−1Γ(X), (4.3.3)
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onde ρ é uma função que define a fronteira de X.

Γ0(X ×X) = (ρρ′)−n−1Γ(X ×X), (4.3.4)

onde ρ, ρ′ são funções que definem a fronteira de X × X. Logo definimos
Γ0(Y ) para qualquer variedade Y com fronteira como

Γ(Y ) = (ρ1...ρn)−n−1Γ(Y ), (4.3.5)

localmente perto de p ∈ Y , onde ρ1, ..., ρn são funções que definem a fronteira
de faces de codimensão 1 que contêm p.

Lema 4.3.1 Seja b : X ×0 X → X × X a aplicação “blow down”. Então

b∗(Γ1/2
0 (X ×X)) = Γ

1/2
0 (X ×0 X).

Demonstração:
Vemos que precisamos apenas checar a afirmação acima perto de F , i.e.,
numa vizinhança de F . Temos que (s, z, x′, y′) são coordenadas válidas em

F ∩ T (lembre que s =
x

x′
, z =

y − y′

x′
). Considere a aplicação

∣∣∣∣
dxdydx′dy′

xn+1x′n+1

∣∣∣∣
1/2

7→
∣∣∣∣
dsdzdx′dy′

ssnx′x′n

∣∣∣∣
1/2

.

Lembre que x′ = 0 define F e s = 0 define T . O caso de F ∩ B é similar.
Para F ∩B ∩ T , considere

∣∣∣∣
dxdydx′dy′

xn+1x′n+1

∣∣∣∣
1/2

7→
∣∣∣∣
dρdρ′drdωdy

ρρ′rρnρ′nrn

∣∣∣∣
1/2

.

Isto conclui a demonstração.

Observação 4.3.1 Note que do Lema acima segue que KB ∈ C−∞(X ×0

X), Γ
1/2
0 (X×0X)).

Vamos agora escrever em coordenadas locais B em termos de KB. Na verdade,
o que vamos fazer é usar as coordenadas (x′, y′, s, z) no interior de X ×0 X.
Usando as coordenadas (x′, y′, s, z) na face frontal, temos pela observação
acima que

KB = K(x′, y′, s, z)γ, γ =

∣∣∣∣
ds

s

dz

sn

dx′

x′
dy′

x′n

∣∣∣∣
1/2

.
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Tome f = f(x, y)µ, µ =

∣∣∣∣
dxdy

xn+1

∣∣∣∣
1/2

, temos que

Bf = (πl)∗(b∗KB ⊗ π∗rf) = (πl ◦ b)∗(KB ⊗ b∗π∗rf),

já que π∗rf = f(x′, y′)µ, dáı

Bf(x, y) =

∫
K(

x

s
, y − x

s
z, s, z)f(

x

s
, y − x

s
z)

ds

s
dzµ,

lembre que

s =
x

x′
, z =

y − y′

x′
⇒ x′ =

x

s
, y′ = −x′z + y = y − x

s
z.

Note que

KId = δ(s− 1)δ(z)γ,

∫
δ(s− 1)δ(z)f

(x

s
y − x

s
z
)

ds
dz

z
µ = f(x, y). (4.3.6)

Definição 4.3.1 Seja Kn
0 (X) ⊆ C−∞(X ×0 X, Γ

1/2
0 (X ×0 X)) o espaço das

seções de distribuicões conormais de Γ
1/2
0 (X ×0 X) associadas à ∆l0, e que

se anulam em T e B em todas as ordens.

Ponha B ∈ Ψm
0 (X, Γ

1/2
0 (X)) se, e somente se, KB ∈ Km

0 (X). Note que

Diffk
0(X, Γ

1/2
0 (X)) ⊆ Ψk

0(X, Γ
1/2
0 (X)).

A seguir, nós gostariamos de definir o 0−śımbolo e o operador normal para
um B ∈ Ψm

0 (X).
Note que KB é uma distribuição conormal associada à ∆l0 , e que ∆l0 inter-
secta F (face frontal) transversalmente. Logo

WF (KB) ∩N∗F = ∅, (4.3.7)

e KB|F está bem definida. Definimos para p ∈ ∂X

Np(B) = KB|Fp . (4.3.8)

Assim, mais precisamente, estamos nos restrigindo à Fp. Na verdade o fibrado
normal de Fp, num ponto distinto, pode ser identificado com ∆l0 .
Lembremos que Fp ' G(' Xp), logo interpretamos o operador normal Np(B)
como o operador convolução invariante à esquerda em G. (Lembre que se
KC é uma distribuição em um grupo, o operador convolução à esquerda
correspondente C é dado por

Cf(g) =

∫
KC(z)f(z−1g)dz, z = gh−1.)
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Assim, seja p = (0, y) um ponto em ∂X = ∂∆l (aqui usamos o sistema
de coordenadas (x, y) em X). Escreva, como fizemos anteriormente, para

B ∈ Ψm
0 (X, Γ

1/2
0 )

kB = k(x′, y′, s, z)γ, γ =

∣∣∣∣
dsdzdx′dy′

sn+1 + x′n+1

∣∣∣∣ ,

segue que
kB|Fp = k(0, y, s, z)γ. (4.3.9)

Portanto para f = f(x, y)µ uma meia densidade singular em Fp, µ =∣∣ dxdy
xn+1

∣∣1/2
,

Np(B)f(x, y) =

∫
k(0, y, s, z)f((s, z)−1 ·(x, y))

ds

s
dzµ, (s, z)−1 =

(
1

s
,
−z

s

)

Np(B)f(x, y) =

∫
k(0, y, s, z)f

(x

s
, y − x

s
z
) ds

s
dzµ, (4.3.10)

onde f = f(x, y)µ. Para ver que esta definição coincide com aquela dada

para operadores diferenciais, tome P ∈ Diffk
0(X, Γ

1/2
0 e defina

P ′ =
∑

j+|α|≤k

pi,α(x, y)(x∂x)
j(x∂yj

)α.

Como kId = δ(s− 1)δ(z)γ, segue que

kP =
∑

j+|α|≤k

pj,α(x, y)(s∂s)
j(s∂z)

αδ(s− 1)δ(z)γ,

donde

Np(P ) = KP |Fp =
∑

j+|α|≤k

pj,α(o, y)(s∂s)
j(s∂z)

αδ(s− 1)δ(z)γ,

que é o núcleo de Schwartz do operador diferencial
∑

pjα(0, y)(s∂s)
j(s∂z)

α

fora de Fp ' Xp. Lembre que b∗(s∂s) = x∂x, b∗(s∂z) = x∂y.
Veremos agora o 0−śımbolo para B ∈ Ψm

0 (X). Primeiramente, lembremos o

que γ significa quando escrevemos B ∈ Ψm
0 (X, Γ

1/2
0 (X)), kB ∈ Km

0 (X), em

termos dos śımbolos kB ∈ C−∞(X×0X, Γ
1/2
0 (X×0X)) tais que kB|X×0X−∆l0

∈
C∞(X ×0 X, Γ

1/2
0 (X ×0 X)).

Perto de um ponto no interior de ∆l0

kB(w, w′) = (2π)−n−1

∫
ei<w−w′,ξ>a(w, w′, ξ)dξ|dwdw′|1/2, w = (x, y), w′ = (x′, y′),

(4.3.11)
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onde a ∈ Sm.
Perto de um ponto em ∂∆l0 usamos as coordenadas (s, z, x′, y′). Temos

kB(s, z, x′, y′) = (2π)−n

∫
ei[(s−1)ζ+2η]b(s, z, x′, y′, ξ, η)dηdζ

∣∣∣∣
dsdzdx′dy′

sn+1x′n+1

∣∣∣∣ ,

(4.3.12)
quando b ∈ Sm.
Na verdade, as duas expressões acima são exatamente a representação local
da integral oscilatória de uma distribuição conormal. Note que w = w′

e s = 1, z = 0 definem ∆l0 . Uma distribuoição u, u ∈ Im(X, Y ) é uma
distribuição conormal de ordem m em X se, e somente se, localmente, X '
Rn1+n2

(x′,x′′), Y ' Rn2

x′′ ' {x′ = 0},

u = (2π)−n

∫
ei<x′,ξ>a(x, ξ)dξ,

a ∈ Sm(Rn1+n2 × Rn1+n2), |∂α
x ∂β

xia(x, ξ)| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β|. Agora este
śımbolo local se une (“patches together”) para dar o 0−śımbolo principal de
B ∈ Ψm

0 (X), 0σm(B) ∈ Sm(0T ∗X)/Sm−1(0T ∗X).

Observação 4.3.2 Vemos que na região sobreposta, (4.3.16) é obtida de

(4.3.15) por uma mudança de variáveis. Em algum sentindo, o “blow-up”que

usamos para construir o produto esticado é destacado pelo fato que após esta

mudança de coordenadas, teremos a forma correta da integral oscilatória que

representa a distribuição conormal na diagonal.

Com relação aos dois śımbolos, temos o seguinte resultado (ver Mazzeo-
Melrose [1]).

Teorema 4.3.1 Para qualquer variedade com fronteira X, os espaços de

operadores pseudodiferenciais V0 formam um anel “symbol filtrede”de ope-

radores

B : Ċ∞(X) → Ċ∞(X), ∀B ∈ Ψm
0 (X);

e para todo m ∈ R a aplicação de śımbolos dá uma seqüencia exata

0 → Ψm−1
0 (X, Γ

1/2
0 ) → Ψm

0 (X, Γ
1/2
0 ) → Sm(0T ∗X)/Sm−1(0T ∗X) → 0

(4.3.13)

tal que, para B ∈ Ψm
0 (X, Γ

1/2
0 ), B′ ∈ Ψm′

0 (X, Γ
1/2
0 ),

0σm+m′(B ·B′) ≡0 σm(B) ·0 σm′(B′) mod Sm+m′−1(0T ∗X). (4.3.14)
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Além disso, a aplicação Np dá um isomorfismo, C∞ na base, no fibrado das

álgebras Gl−convoluções nas fibras de X∂X , que consiste das metades pontos

interiores(“inward-pointing halves”) de T∂XX, sobre ∂X e tem núcleo (espaço

nulo) ρΨm
0 (X, Γ

1/2
0 ), onde ρ é uma função que define ∂X.

4.4 Construção de Parametrizes

Terminamos aquilo que chamamos de “pequeno”cálculo. Como dissemos an-
teriormente o “pequeno”cálculo não contém a parametriz que estamos procu-
rando, porque, como veremos adiante, o resolvente do modelo ∆Hn+1 tem
núcleo de Schwartz com termos de fronteira. Assim, temos que incorporar
estes no cálculo. Esses termos de fronteira são dados pelas seguintes formas
conormais.

Definição 4.4.1 Seja Z uma variedade C∞ com fronteira; seja ρi a função

que define a fronteira de suas fronteiras de codimensão 1, i = 1, ..., N.

Definição 4.4.2

AJ(Z) = {u ∈ C−∞(Z) : Vk
b u ∈ ρJL∞(Z),∀k},

onde J é um multi-́ındice, J = (j1, ..., jn), ρJ = ρj1
1 ...ρjN

N .

Aplicando a definição acima à Z = X ×0 X, temos a seguinte definição.

Definição 4.4.3

K−∞,a,b
0 (X) = Aa,b([X ×0 X]2)|X×0X ⊗ C∞(X ×0 X, Γ

1/2
0 ).

Km,a,b
0 = K−∞,a,b

0 (X) + Km
0 (X).

Temos que
B ∈ Ψm,a,b

0 (X, Γ
1/2
0 ) ⇔ kB ∈ Km,a,b

0 (X).

B ∈ RkΨm,a,b(X, Γ
1/2
0 ) ⇔ kB ∈ RkKm,a,b

0 (X),

onde R é uma função que define a fronteira de F .
Em Mazzeo-Melrose [1], temos o seguinte resultado.

Lema 4.4.1 Qualquer aplicação B ∈ R∞Ψ−∞,∞,b
0 (X) define uma aplicação

xpL2(X, Γ
1/2
0 ) → xmC∞(X, Γ

1/2
0 ), ∀m >> 0,

em particular se p > n−b, então a aplicação acima é compacta em xpL2(X, Γ
1/2
0 ).
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Observação 4.4.1 Na verdade no artigo original de Rafe Mazzeo e Richard

Melrose (Lema 5.5) é dito que qualquer B ∈ Ψ−∞,∞,b
0 (X) define uma aplicação

de xpH∞
b (X, Γ

1/2
0 ) em C∞(X, Γ

1/2
0 ) se p > n−b. Mas foi comprovado que isso

não é válido.

Ainda em Mazzeo-Melrose [1], temos o seguinte.

Proposição 4.4.1

Diffk
0(X, Γ

1/2
0 ) ·Ψm,a,b

0 (X, Γ
1/2
0 ⊂ Ψm+k,a,b

0 (X, Γ
1/2
0 ).

Seja B ∈ Ψm,a,b
0 (X, Γ

1/2
0 ). Por definição B = B′+B′′, B′ ∈ Ψm

0 (X, Γ
1/2
0 ), B′′ ∈

Ψ−∞,a,b
0 (X, Γ

1/2
0 ), e kB = kB′ + kB′′ .

1. Defina o 0−śımbolo principal de B ∈ Ψm,a,b
0 (X, Γ

1/2
0 ) por 0σm(B) =0

σm(B′). Vemos que este está bem definido, já que Ψm
0 (X, Γ

1/2
0 ) ∩

Ψ−∞,a,b
0 (X, Γ

1/2
0 ) = Ψ−∞

0 (X, Γ
1/2
0 ).

2. Existe uma seqüência exata

0 → Ψm−1,a,b
0 (X, Γ

1/2
0 ) → Ψm,a,b

0 (X, Γ
1/2
0 )

0σm → Sm(0T ∗X)/Sm−1(0T ∗X) → 0.

3. P ∈ Diffm
0 (X, Γ

1/2
0 ), B ∈ Ψm′,a,b

0 (X, Γ
1/2
0 )

0σm+m′(P ·B) =0 σm(P ) ◦0 σm′(B)

Seja B ∈ Ψ−∞,a,b
0 (X, Γ

1/2
0 ), kB ∈ C∞(X ×0 X, Γ

1/2
0 ).

1. Definição 4.4.4 Seja p ∈ ∂X, Np(B) = kB|Fp é bem definada.

2. Existe uma seqüência exata

0 → RΨ−∞,a,b
0 (X, Γ

1/2
0 ) → Ψ−∞,a,b(X, Γ

1/2
0 )N−→A

a,b(F, Γ
1/2
0 |F ) → 0,

onde R é uma função que define a fronteira de F .

3. P ∈ Diffm
0 (X, Γ

1/2
0 , B ∈ Ψ−∞,a,b

0 (X, Γ
1/2
0 ), p ∈ ∂X,

Np(P ·B) = Np(P ) ·Np(B)
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Lembremos que queremos encontrar um termo de erro em R∞Ψ−∞,∞,b
0 (X).

Logo, temos que remover singularidades conormais em ∆l0 e remover a série
de Taylor do núcleo na face frontal, F.
Isso é feito pelo 0−śımbolo principal e pelo operador normal respectivamente,
como exemplificado pela seqüência exata nos dois casos.
Como temos que remover a série de Taylor do núcleo de Schwartz na face
superior, T , temos que definir outro śımbolo para a face superior.
Primeiramente note que o espaço residual após os dois primeiros śımbolos é
R∞Ψ−∞,a,b

0 (X).

Definição 4.4.5

R(ζ) = (∆g − ζ(n− ζ))−1,

onde ∆g é um operador positivo auto-adjunto em L2(X, volg).

Temos R(ζ) : L2(X, volg) → L2(X, volg) limitado para Reζ > n.(pois, neste

caso, ζ(n− ζ) 6∈ R+.)

Considere γ = |dxdg| = |volg|, ∆̃g = γ1/2∆gγ
−1/2, R̃(ζ) = (∆̃g − ζ(n −

ζ))−1 = γ1/2R(ζ)γ−1/2. Em Mazzeo-Melrose [1], temos o seguinte importante
proposição.

Proposição 4.4.2 Para n par a todo ζ ∈ C o resolvente

R̃(ζ) ∈ Ψ−2,ζ,ζ
0 (Bn+1, Γ

1/2
0 ) (4.4.1)

forma uma função inteira de ζ no seguinte sentido. Existe uma decomposição

R̃(ζ) = R′(ζ)+R′′(ζ), R′(ζ) ∈ Ψ−2
0 (Bn+1, Γ

1/2
0 ), R′′(ζ) ∈ Ψ−∞,ζ,ζ

0 (Bn+1, Γ
1/2
0 )

(4.4.2)

com termo de fronteira, R′′(ζ), tendo núcleo na forma

k′′(ζ) = (ρ)ζ(ρ′)ζF (ζ), F (ζ) ∈ C∞(X ×0 X, Γ
1/2
0 ), (4.4.3)

onde F é inteira em ζ; aqui ρ e ρ′ são funções que definem as faces superior

e inferior de X×0 X, respectivamente. Para n ı́mpar, o mesmo fato é válido,

exceto que R̃(ζ) tem polos, de ordem finita, em −N0 = {0,−1,−2, ..}.

Lema 4.4.2 Se φ é uma função que define a fronteira de Bn+1, então

R̃(ζ) : C∞(Bn+1, Γ
1/2
0 ) → φζC∞(Bn+1, Γ

1/2
0 ) (4.4.4)

é inteira em ζ, para n par, e meromorfa com polos de ordem finita em −N0

para n ı́mpar.
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Talvés, o resultado mais forte do artigo de Mazzeo-Melrose [1] é o seguinte.

Teorema 4.4.1 Se g é uma métrica Riemanniana do tipo definido no caṕıtulo

4 em uma variedade compacta com fronteira, X, de dimensão n + 1, então o

operador

P (ζ) = |dρ|−2
h ∆g + ζ(n− ζ) (4.4.5)

é invert́ıvel, pelo Teorema Espectral, para Reζ suficientemente grande, com

inverso R̃(ζ) estend́ıvel a uma famı́lia meromorfa

R̃(ζ) ∈ Ψ−2,ζ,ζ
0 (X, Γ

1/2
0 ) (4.4.6)

em C \ {
1
2
(n + N)

}
.

O passo mais importante na demonstração do Teorema acima é a construção
de uma boa aproximação de R̃(ζ).

Proposição 4.4.3 Sob as hipóteses do Teorema 5.4.1, existe uma famı́lia de

operadores M(ζ), meromorfa com polos só em 1
2
(n−N) e reśıduos de ordem

finita tal que

P (ζ) ·M(ζ)− Id = E(ζ) ∈ R∞Ψ−∞,∞,ζ
0 (X, Γ

1/2
0 ). (4.4.7)

Demonstração:
Dividiremos a demonstração desta proposição em três passos.
Passo 1: Existe M0(ζ) ∈ Ψ−2

0 (X, Γ
1/2
0 ) tal que

P (ζ)M0(ζ)− Id = Q1(ζ) ∈ Ψ−∞
0 (X, Γ

1/2
0 ), (4.4.8)

com M0(ζ) inteira.
Primeiramete vemos que existe M0,0 tal que

0σ2(P (ζ))0σ−2(M0,0(ζ)) =0 σ0(Id),

pois P (ζ) é eĺıptico. Segue que

P (ζ)M0,0(ζ)− Id = Q1,0(ζ) ∈ Ψ−1
0 .

Vemos agora que existe M0,1(ζ) tal que

0σ2(P (ζ))0σ−3(M1,0(ζ)) =0 σ−1(Q1,0(ζ)).
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Segue que
P (ζ)(M0,0(ζ) + M0,1(ζ))− Id = Q2,0 ∈ Ψ−2

0 .

Procedendo induitivamente, ponha

M0(ζ) =
∞∑

k=0

Mk,0(ζ). (4.4.9)

Passo 2: Existe M1(ζ) ∈ Ψ−∞,ζ,ζ
0 (X, Γ

1/2
0 ) tal que

P (ζ)M1(ζ)−Q1(ζ) = Q2(ζ) ∈ R∞Ψ−∞,ζ+1,ζ
0 (X, Γ

1/2
0 ) (4.4.10)

com polos em

(a) polos do resolvente modelo (n ı́mpar, polos em −N0

2
)

(b) Propriedades do resolvente modelo

{
1
2
(n− 1)− N0

2

−N0

2

Temos que existe M1,0(ζ) ∈ Ψ−∞,ζ,ζ
0 tal que

Np(P (ζ))Np(M1,0(ζ)) = Np(Q1(ζ)) (4.4.11)

Segue que

P (ζ)M1,0(ζ)−Q1(ζ) = Q1,1(ζ) ∈ RΨ−∞,ζ+1,ζ
0 , (4.4.12)

donde

P (ζ)M1,0(ζ)−Q1(ζ) = −zQ′′
1,1(ζ) ∈ RΨ−∞,ζ+1,ζ

0 , Q′′
1,1(ζ) ∈ Ψ−∞,ζ,ζ

0 ,
(4.4.13)

onde x anula-se nas faces frontal e superior.
Considere o sistema de equações para M1,k(ζ) ∈ Ψ−∞,ζ,ζ

0 (X, Γ
1/2
0 ), k > 0,

{
P (ζ)M1,k(ζ)−Q1,k(ζ) = −xQ′′

1,k+1(ζ), Q′′
1,k+1(ζ) ∈ Ψ−∞,ζ,ζ−k

0

Q1,k(ζ) = x
x′Q

′′
1,k(ζ) ∈ Ψ−∞,ζ+1,ζ−k

0 , k ≥ 0(k = 0, Q1,0(ζ) = Q1(ζ))
(4.4.14)

Assume que a equação acima é resolv́ıvel. Ponha

M1(ζ) =
∞∑

k=0

x′kM1,k(ζ) ∈ Ψ−∞,ζ,ζ
0 . (4.4.15)
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Temos que

P (ζ)M1(ζ)−Q1(ζ) = P (ζ)

( ∞∑

k=0

x′kM1,k(ζ)

)
(4.4.16)

=
∑

x′k(P (ζ)M1,k(ζ)) =
∑

(x′k)(−Q1,k(ζ) + xQ′′
1,k+1(ζ))

= Q1(ζ)− xQ′′
1,1(ζ) + xQ′′

1,1(ζ)− x′xQ′′
1,2(ζ) + x′xQ′′

1,2(ζ) + ...

Resta portanto provar que o sistema de equações acima possui solução.
Temos que

Np(P (ζ))Np(M1,k(ζ)) = Np(Q1,k(ζ)) (4.4.17)

⇒ P (ζ)M1,k(ζ)−Q1,k(ζ) ∈ RΨ−∞,ζ+1,ζ−k
0 .

Logo, basta mostrar que a equação (5.4.20) possui solução M1,k(ζ) ∈ Ψ−∞,ζ,ζ−k
0 ,

mas isto é exatamente a Proposição 6.17 de Mazzeo-Melrose [1], que enunci-
amos aqui.

Proposição 4.4.4 Seja Q uma quarta parte da esfera como fibras da face

frontal com x, r funções que definem a fronteira das faces superior e inferior,

respectivamente. Para k ∈ N, p ∈ Z

R̃(ζ) : rζ+pxζ+kC∞(Q, Γ
1/2
0 ) → rζ+pxζC∞(Q, Γ

1/2
0 ), (4.4.18)

ζ ∈ 1
2
(n− k)− 1

2
N0, ζ ∈ 1

2
p− 1

2
N0 e ζ ∈ −N0 para n ı́mpar.

Assim Q1,k(ζ) ∈ rζ+1xζ−kC∞(Q, Γ
1/2
0 ) e M1,k(ζ) ∈ rζ−kxζC∞(Q, Γ

1/2
0 ).

Passo 3: Existe M2(ζ) ∈ R∞Ψ−∞,ζ,ζ
0 (X, Γ

1/2
0 ) tal que

P (ζ)M2(ζ)−Q(ζ) = Q3(ζ) ∈ R∞Ψ−∞,∞,ζ
0 (X, Γ

1/2
0 ), (4.4.19)

onde M2(ζ) possui polos em 1
2
(n− N).

Em seguida ponha

M(ζ) = M0(ζ)−M1(ζ)−M2(ζ) ∈ Ψ−2,ζ,ζ
0 (X, Γ

1/2
0 ). (4.4.20)

Segue que

P (ζ)M(ζ)− Id = E(ζ) = Q3(ζ) ∈ R∞Ψ−∞,∞,ζ
0 (X, Γ

1/2
0 )



Caṕıtulo 5

A Matriz de Espalhamento

Continuamos aqui supondo que (X, g) é uma variedade assintoticamente

hiperbólica, onde g =
dx2 + h(x, y, dy)

x2
, x é uma função que define a fronteira

de X, ∂X.
Considere h0 = i∗(x2g), onde i : ∂X → X é a aplicação inclusão.

Proposição 5.0.5 Considere o seguinte problema de Poisson:{
(∆g − s(n− s))ui = ri ∈ Ċ∞(X), ui ∈ C∞(X), i = 1, 2;

ui = xn−sfi + xsgi + O(x
n
2
+1), fi, gi ∈ C∞(∂X).

(5.0.1)

Onde Res = n/2, que implica que s(n− s) é real. Temos então o seguinte
∫

X

(u1r2 − r1u2)dvg = (2s− n)

∫

∂X

(f1f2 − g1g2)dvh0 . (5.0.2)

Demonstração:
Com efeito, temos que∫

X

(u1r2 − r1u2)dvg =

∫

X

u1(∆g − s(n− s))u2 − (∆g − s(n− s))u1u2dvg =

=

∫

X

u1∆gu2 −∆gu1u2dvg.

Usando o Teorema de Stokes:

Teorema 5.0.2 Sejam Ω uma variedade compacta com fronteira ∂Ω e g uma

métrica Riemanniana suave a partir da fronteira de Ω. Então∫

Ω

φ1∆φ2 − φ2∆φ1dvg =

∫

∂Ω

φ1
∂φ2

∂v
− φ2

∂φ1

∂v
v⊥dvg, (5.0.3)

onde v é um “unit inward point of vector”em ∂Ω.
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Escrevemos
∫

X

u1∆gu2 −∆gu1u2dvg = lim
ε→0

∫

Xε={x>ε}
u1∆gu2 −∆gu1u2dvg. (5.0.4)

Aplique agora o Teorema de Stokes acima com Ω = Xε, φ1 = u1, φ2 = u2.
Temos antes que calcular v e v⊥dvg no nosso caso.

1. v = x
∂

∂x
. Temos ∂

∂x
⊥ as superf́ıcies de ńıvel de {x = ε}, g

(
x ∂

∂x
, x ∂

∂x

)
=

dx2(x ∂
∂x

,x ∂
∂x)

x2 = 1.

2. dvg =

√
det h0(1 + O(x))

xn+1
dx ∧ dy1 ∧ ... ∧ dyn, donde

v⊥dvg =

√
det h0(1 + O(x))dy1 ∧ ... ∧ dyn

xn
.

Temos então que

∫

Xε

u1∆gu2−∆gu1u2dvg =

∫

∂Xε

(xn−sf1+xsg1+O(xn/2+1))((n−s)xn−sf2+sxsg2+O(xn/2+1)

(5.0.5)

−
∫

xn−sf2+xsg2+O(xn/2+1))(n−s)xn−sf1sx
sg1+O(xn/2+1)

√
det h0(1 + O(x))

xn
dy1...dyn, x = ε

=

∫

∂Xε

u1
∂u2

∂v
− u2

∂u1

∂v
v⊥dvg.

Podemos ignorar os termos com ordem O(εn+1). Calculando diretamente
obtemos que (5.0.5) é igual a

∫

∂Xε

[
(2s− n)(f1f2 − g1g2)dvh0 + O(ε)

]
. (5.0.6)

E.g. o termo envolvendo f1, f2

εn−sεn−s(n− s)f1f2 − εn−sεn−s(n− s)f1f2 = (s− s)ε2n−(s+s)f1f2,

onde s = n
2

+ ia ⇒ s− s = 2ia, 2s− n = n + 2ia− n = 2ia.

⇒ εn−sεn−s(n− s)f1f2 − εn−sεn−s(n− s)f1f2 = (2s− n)εnf1f2.
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Observação 5.0.2 Vemos que
∫

X

(u1r2 − r1u2)dvg = (2s− n)

∫

∂X

(f1g2 − f2g1)dvh0 . (5.0.7)

Tentaremos agora resolver o problema de Poisson. Primeiramente vejamos
as propriedades de ∆g.

1.

σ(∆g) =

[
n2

4
, +∞

)
∪ σPP (∆g)

σPP (∆g) ⊂ [0, n2/4) e é finito.

2. (∆g − s(n− s))−1 = R(s) : Ċ∞(X) → xsC∞(X), onde s não é um polo
de R(s).

Proposição 5.0.6 Seja s tal que Res ≥ n

2
, s 6= n

2
+
N0

2
. Então existe um

operador Φ(s) : C∞(∂X) → xn−sC∞(X) tal que para toda f ∈ C∞(∂X)

{
(∆g − s(n− s))Φ(s)f ∈ Ċ∞(X)

Φ(s)f = xn−sf + O(xn−s+1)

Demonstração:
Dada f ∈ C∞(∂X) existe u ∈ xn−sC∞(X) tal que

{
(∆g − s(n− s))u ∈ C∞(X)

u = xn−sf + O(xn−s+1)

Pelo Lema de Borel, é suficiente achar uma série de potências

∞∑
j=0

xn−s+juj,

{
(∆g − s(n− s))(

∑∞
j=0 xn−s+juj = O(x∞)

u0 = f

Temos que
(∆g − s(n− s))(xn−s−juj) = (5.0.8)

= (−(x∂x)
2 + nx∂x + x2∆h0 + xE − s(n− s))(xn−s+juj),

onde E ∈ Diff 2
0(X), e (5.0.8) é igual a

j(2s− n− j)xn−s+juj + O(xn−s+j+1),
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onde O(xn−s+j+1) = xn−s+j+1E0uj + xn−s+j+2(∆h0uj + E1uj) + O(xn+j−s+3),
onde E0 é um operador de ordem 0 e E1 é um operador de ordem 1. Temos

j = 0 ⇒ j(2s− n− j) = 0.

Assim podemos escolher u0 arbitrariamente. Tome u0 = f.

j = 1 ⇒ (2s− n− 1)xn−s+1u1 = −xn−s+1E0u0,

logo podemos escolher u1 = − E0f

2s− n− 1
.

j = 2 ⇒ 2(s− n− s)xn−s+2u2 = −xn−s+2(∆h0u0 + E1u0)− xn−s+2E0u1

⇒ u2 =
−[(∆h0f + E1f)− E2

0f

2s−n−1
]

2(2s− n− 2)
, 2s− n 6∈ N0.

E assim sucessivamente.

Proposição 5.0.7 Seja s,Res ≥ n

2
, s 6= n

2
+
N0

2
, s(n− s) 6∈ σPP (∆g). Então

existe P(s) : C∞(∂X) → C∞(X) tal que

{
(∆g − s(n− s))(P(s)f) = 0

P(s)f = xn−sF + xsG, FG ∈ C∞(X) F |∂X = f
(5.0.9)

Demonstração:
Ponha

P(s) = (Id−R(s)(∆g − s(n− s)))Φ(s)f (5.0.10)

= Φ(s)f −R(s)(∆g − s(n− s))Φ(s)f,

e Φ(s) ∈ xn−sC∞(X), i.e. Φ(s) = xn−sf + ....
(∆g − s(n− s)) ∈ xsC∞(X), temos que

(∆g − s(n− s))(Φ(s)f −R(s)(∆g − s(n− s))Φ(s)f)

= ∆g − s(n− s)Φ(s)f − (∆g − s(n− s))Φ(s)f = 0

Proposição 5.0.8 Com as mesmas hipóteses em s da proposição anterior,

a solução acima do problema de Poisson é única.
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Demonstração:
Suponha que w1 e w2 são duas soluções. Temos que w1 − w2 = xsC∞(X).

Res >
n

2
⇒ w1 − w2 ∈ L2(X)

(
dvg =

ϕ

xn+1
dxdy1...dyn, ϕ ∈ C∞(X)

)

x2s 1
xn+1 = x2s−(n+1) é integrável quando Res > n

2
. Isto implica que s(n −

s) ∈ σPP (∆g), contradição! Logo Res =
n

2
, usando a proposição 5.0.1 com

u1 = w1 −w2, u2 = R(n− s)ψ, onde ψ é qualquer função em Ċ∞(X). Temos
que r1 = 0, f1 = 0, r2 = ψ, g2 = 0, segue que

∫

X

(w1 − w2)ψdvg = (2s− n)

∫

∂X

0 = 0,

onde ψ é arbitrária. Portanto w1 − w2 ≡ 0.

Definição 5.0.6 Dado s, Res ≥ n

2
, s 6= n

2
+
N0

2
, s(n− s) ∈ σPP (∆g). Defi-

nimos a matriz de espalhamento S(s) : C∞(∂X) → C∞(∂X) como

S(s)f = G|∂X , (5.0.11)

onde G é aquela da proposição 5.0.3.

Proposição 5.0.9 A matriz de espalhamento S(s), Res = n
2
, n

2
6= s, satisfaz

as seguintes propriedades:

1. S(n− s) = S(s)−1.

2. S(s) é unitária.

Demonstração:
Aplicando a proposição 5.0.1 à u1 = P(s)φ1, u2 = P(s)φ2, r1 = 0, r2 = 0, f1 =
φ1, f2 = phi2, g1 = S(s)φ1, g2 = S(s)φ2, segue que

0 =

∫

∂X

φ1φ2 − S(s)φ1S(s)φ2fvh0 , i.e.,

< φ1, φ2 >=< S(s)φ1, S(s)φ2 >, em outras palavras S(s)∗ = S(s)−1.
Usaremos agora o fato de que S(s) tem estenção meromorfa à C, de fato,
podemos definir

S(n− s) = (S(s)∗)−1, Re ≥ n

2
. (5.0.12)
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Note que n − s é a reflexão de s em torno da reta Res =
n

2
. Vemos que se

Res =
n

2
, então n− s = s, donde S(n− s) = S(s) = (S(s)∗)−1, desta última

igualdade segue que S(s) é unitária.

Um importante resultado que foi provado por Joshi e Sá Barreto é o seguinte:

Teorema 5.0.3 .

(i) S(s) ∈ Ψ2Res−n(∂X) é uma famı́lia meromorfa em C\{conjunto discreto}
e

σ(S(s))(x, ξ) =
2n−2sΓ

(
1
2
n− s

)

Γ
(
s− 1

2
n
) |ξ|2s−n

h0,x .

(ii) s ∈ C \ {conjunto discreto}, singularidade do núcleo de S(s) determina

hi, i = 0, 1, 2, ....



Referências Bibliográficas
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