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Dedicatoria

Amigo é coisa para se guardar Debaixo de 7 chaves,
Dentro do coracao,

assim falava a can¢ao que na América ouvi,

mas quem cantava chorou ao ver o seu amigo partir,
mas quem ficou, no pensamento voou,

o seu canto que o outro lembrou

E quem voou no pensamento ficou,

uma lembranca que o outro cantou.

Amigo é coisa para se guardar

No lado esquerdo do peito,

mesmo que o tempo e a distancia digam nao,
mesmo esquecendo a cancao.

O que importa é ouvir a voz que vem do coragao.
Seja o que vier,

venha o que vier

Qualquer dia amigo eu volto pra te encontrar
Qualquer dia amigo, a gente vai se encontrar.

Cangédo da América/Milton Nascimento

Para meu cao, amigo e companheiro fiel Don Vito Corleone.
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Resumo

Nesta Dissertacao de mestrado descrevemos aspectos da Teoria classica
dos operadores pseudodiferenciais, apresentando suas defini¢oes basicas e o
calculo pseudodiferencial classico. Em seguida introduzimos as variedades
assintoticamente hiperbélicas, e damos importantes resultados obtidos por R.
Melrose e R. Mazzeo sobre extensoes meromorfas do resolvente modificado,
a quase todo o plano complexo. Finalmente fazemos referéncia a resultados
obtidos por A. Sa Barreto e M. Joshi sobre a Matriz de Espalhamento.

Palavras Chave: Teoria de Espalhamento, Operadores Pseudodiferenci-
ais, Variedades Assintoticamente Hiperbdlicas, Resolvente, Matriz de Espal-
hamento.
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Abstract

In this Masters Thesis we describe aspects of the theory of pseudodiferen-
tial operators, presenting its basic definitions and the classical pseudodifen-
tial calculus. Then we introduce the asymptotically hyperbolic manifolds,
and we give important results obtained by R. Melrose and R. Mazzeo about
meromorphic extensions of the modified resolvent, to almost all the complex
plane. Finally we present some important results obtained by A. Sa Barreto
and M. Joshi about the scattering matrix.

Key Words: Scattering Theory, Pseudodiferential Operators, Asymptot-
ically Hyperbolic Manifolds, Resolvent, Scattering Matrix.
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Introducao

Nesta Dissertacao de mestrado descrevemos aspectos da Teoria classica dos
operadores pseudodiferenciais, apresentando suas defini¢oes basicas e o calculo
pseudodiferencial classico. Em seguida introduzimos as variedades assintoti-
camente hiperbdlicas, e damos importantes resultados obtidos por R. Melrose
e R. Mazzeo sobre extensoes meromorfas do resolvente modificado, a quase
todo o plano complexo. Finalmente fazemos referéncia a resultados obtidos
por A. Sa Barreto e M. Joshi sobre a Matriz de Espalhamento.

O primeiro capitulo contém um resumo sobre a Transformada de Fourier e
espacos de Sobolev, com o resultados elementares que serao utilizados no
decorrer do trabalho.

O capitulo seguinte, o 2, damos uma breve introdugao a teoria classica
dos operadores pseudodiferenciais. Comegamos com uma das motivagoes
que levaram a formulacao desta teoria: a obtencao de solugoes especiais de
equacgoes diferenciais parciais, mais precisamente a construcao de parame-
trizes de equacoes elipticas. Nas secoes posteriores apresentamos o calculo
pseudodiferencial classico, definindo o transposto e o adjunto de um operador
pseudodiferencial, e a composicao de operadores pseudodiferenciais. Mais de-
talhes sobre esta Teoria podem ser encontrados em Treves[5] e Hormander[4].
No capitulo 3 consideramos as variedades assintoticamente hiperbdlicas, que
sao variedades compactas X com fronteira, 0.X = M, com uma métrica
completa g em seu interior, que pode ser escrita na forma g = p~2h numa
vizinhanga da fronteira 0.X de X, onde p é uma funcao que define 90X, e h é
uma métrica C* em X . Em particular, espacos hiperbdlicos sdo exemplos im-
portantes dessas variedades. Estas variedades, primeiramente consideradas
por Richard Melrose, fornecem importantes aplicagoes em Teoria de Espa-
lhamento.

O capitulo 4 é devotado a construcao e extensoes meromorfas do resolvente.
Todo este capitulo foi inspirado no artigo de Richard Melrose e Rafe Mazzeo
[1]. Introduzimos os espagos “blow-up”, considerados primeiramente por
Richard Melrose, que sao espacos que tém o objetivo de excluir algumas
singularidades indesejaveis quando tentamos obter uma estensao meromorfa



do resolvente. Os principais resultados deste capitulo nao estao com suas
demonstragoes completas, quisemos apenas fornecer os seus principais argu-
mentos, uma vez que nosso primordial interesse foram as idéias que estao
nestas demonstragoes e nao os seus detalhes que envolvem uma bagagem
matematica mais sofisticada.

Finalmente no tltimo capitulo, o 5, damos uma breve introducao da Ma-
triz de Espalhamento. Construimos esta matriz e apresentamos suas pro-
priedades bésicas. Finalizamos fornecendo, sem demonstragoes (pelo mesmo
motivo acima) importantes resultados obtidos por Anténio S& Barreto e Mark
Joshi em [7].



Capitulo 1

A Transformada de Fourier e

Espacos de Sobolev

1.1 A Transformada de Fourier

Definigao 1.1.1 Se f € L'(R"), entio a transformada de Fourier, f, éa

funcao continua limitada em R™ definida por
f(&) = / e <> f(x)de, € E€R” (1.1.1)

Observacio 1.1.1 Temos que | f(£)] — 0 quando |¢] — oo.

Se f também for integravel, podemos expressar f em termos de f pela
féormula inversa de Fourier

1
(2m)"

fa) = / o< (e de (11.2)

Provaremos esta formula adiante, antes consideremos fungoes de um sube-
spago de C* que contém Cg°.

Definicao 1.1.2 Denote por S, ou S(R™), o espago vetorial das fungoes ¢ €
C>(R™) tais que para todos multi-indices o = (ay, ..., ), 0 = (b1, ..., Bn) €
N,

sup |2°0%¢(z)| < oo, (1.1.3)



O 50— o 00 — o
Ox; " Oxyt.0xy
com |G| = 1+ ... + Bn. A topologia de S é definida pelas seminormas do

onde z® = z7*..xim, 0 = (04, ..., 0), 0; =

lado esquerdo de (1.1.3), que fazem S ser um espaco de Fréchet.

A importancia de considerarmos a classe S é devida ao seguinte resultado,
onde usamos a notacao D; = —id; que é mais conveniente neste momento.
Note que D;S C S, ;8 C S, e que S C L.

Lema 1.1.1 A transformada de Fourier ¢ — qg vai de § em S continua-

~

mente. A transformada de Fourier de D;¢ € {;¢(€), e a transformada de
Fourier de x;¢ € —Djé.

Demonstracao:
Diferenciando (1.1.1) obtemos

~

D9(6) = [ & (Cayoants
e isto pode ser feito, pois a integral obtida ¢ uniformemente convergente.

Assim ¢ € C® e D% é a transformada de Fourier de (—x)“¢p. Integrando
por partes obtemos

FD0(0) = [ ¢ DA () o) (1.14)
Essas operacgoes sao validas, ja que ¢ € S. Logo
sup [€7D(€)] < sup(1 + [z|)" | D (=) ¢(x))]

onde C' = [(1+ |z]) " 'dz, assim a transformada de Fourier vai de S em S

continuamente. Quando o = 0 obtemos de (1.1.4) que &° quS ¢ a transformada
de Fourier de D¢, e isto termina a demonstracao. [

Lema 1.1.2 SeT :S — S € uma aplicacao linear tal que
TDj¢:DjT¢, T$j¢:IjT¢, j=1..n, ¢ eSS,

entao T'¢ = c¢ para alguma constante c.



Demonstracao:
Se ¢ € S e ¢(y) =0, entdo podemos escrever

o) =Y (x; —y;);(x)

onde ¢; € S. De fato, podemos tomar ¢; € C*, e para x # y podemos tomar
d;(x) = ¢(z)(x; — yj)|r — y|~* que se comporta em oo como uma fungao
em S. Combinando essas duas escolhas por meio da particao da unidade,
obtemos ¢; com as propriedades desejadas. Assim

To(x) = Z(x] —y;))Toi(x) =0 se z=uy.

Segue que para toda ¢ € S

onde ¢ ¢é independente de ¢. Tomando ¢ # 0 em todos os pontos, obtemos
c € C™. Agora

0= D]T¢ - TD]gb = (Dj0)¢, ¢ € S,

assim ¢ tem que ser uma constante. ]

Teorema 1.1.1 A transformada de Fourier F' : ¢ — qg ¢ um isomorfismo

de S em S com inversa dada pela formula inversa de Fourier (1.1.2).

Demonstracao:

Pelo Lema 1.1.1 F? vai de S em § e anticomuta com D; e ;. Com a notagao
R¢(z) = ¢(—=z) concluimos do Lema 1.1.2 aplicado & T'= RF? que RF? = c.
Para determinar ¢, podemos tomar ¢(z) = exp(—|z|*/2), que é uma fungao
de S. Entdo (z; + iD;)¢ = 0 logo (—=D; + i&)o(€) = 0,5 = 1,...,n. As-
sim ¢ = ¢1¢, onde ¢; = phi(0) = (21)™2. Segue que F2¢ = 3¢, donde
c=c} = (2m)", isto completa a demonstragao. n

Ao invés de usar o Lema 1.1.2, poderiamos verificar diretamente que a
férmula inversa de Fourier é vélida para alguma constante ¢ ao invés de
(2m)™. O que estd involvido é calcular a integral dupla

[ [oe e, ses.

Como a integral dupla acima pode nao convergir absolutamente, a ordem dos
fatores de integracao nao pode ser invertida. Assim precisamos introduzir



um fator, que é uma funcao de &, para que haja convergéncia. Logo escolha
1 € S com ¢(0) = 1, e note que pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lesbegue

[ @ ie =ty [ w(epolere=+edg

—tin [ [ oot e deay

Nesta integral dupla absolutamente convergente, podemos integrar com
respeito a £ e obtemos

[ e e = tm / oy y)/e)dy/e"

—hm/gbx+ez /w

Provaremos algumas propriedades fundamentais da transformada de Fourier
em S.

Teorema 1.1.2 Se ¢ e v estao em S, entao

/g&pd:@ = /gm&dx, (1.1.5)

/(b@dx = (QW)”/éadx (Formula de Parseval) (1.1.6)

o0 =, (1.1.7)
P = (21) "¢ x . (1.1.8)

Demonstragao:
Ambos os lado de (1.1.5) sao iguais a integral dupla

[ [ ot =

Para provar (1.1.6) considere Y = (27) ™) e obtemos, usando a férmula
inversa de Fourier,

© = (2 / D()e<mE dz = (€).
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Assim (1.1.6) segue se aplicamos (1.1.5) com y no lugar de %, a prova de
(1.1.7) segue de

[ [e=eot—puwavde = [ e o pe o) dyds,

Finalmente para obtermos (1.1.8) notamos que a transformada de Fourier
de q/ﬁg\b 6 (2m)"¢(—z)Y(—z) e que a transformada de Fourier de ¢ % ¢ é
(2m)"¢(—x)(2m)"p(—x), devido a (1.1.7) e a férmula inversa de Fourier. Isso
completa a demonstracao. [

Definicao 1.1.3 Uma forma linear continua v em S € chamada uma dis-
tribuicao temperada. O conjunto de todas as distribuicoes temperadas € de-

notado por S'.

A restricao de uma distribuigao temperada a C3°(R™) é claramente uma dis-
tribuigao em D'(R™). Podemos de fato identificar &’ com um subespago de
D'(R™), pois o Lema abaixo mostra que se uma distribui¢ao v € &’ anula-se
em C§°(R™), entao esta também se anula em S.

Lema 1.1.3 C°(R™) € denso em S.

Demonstracao:
Seja ¢ € S e tome ¥ € C{° tal que (x) = 1 para |z| < 1. Ponha ¢.(x) =
o(x)(ex). Claramente ¢, € C§°, e como

Pe(2) = p(x) = o) (Plex) —1) =0 se |z <1/e,

concluimos que ¢ — ¢ em S quando € — 0. [

Exemplos de elementos em S’ sdo medidas dy tais que, para algum m,
[+ fahldua)] < oo

Em particular, isso implica que LP(R™) C S’ para todo p. E também claro
que &’ é fechado com relacao a diferenciacao e multiplicacdo por polindémios
ou fungoes em S.

Defini¢ao 1.1.4 Seu € §', a transformada de Fourier de u é definida por

i(¢) =u(@), ¢€S. (1.1.9)
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Segue do Lema 1.1.1 que & € &', e como a demonstracao do Lema 1.1.1 é
valida para ¢,1) € L', a definicao acima estd de acordo se f € L.
A férmula inversa de Fourier provada no Teorema 1.1.1 diz que

~

= 02m)"d, se ¢E€S, ¢=¢(—).

Se u estd em S’, obtemos que

~
~

(¢) = u(¢) = (2m)"u(¢) = (2m)"u(¢).

Aqui % é a composicao de u com r — —z. Assim temos

>

Teorema 1.1.3 A transformada de Fourier é um isomorfismo de S'(com a
topologia fraca), e a férmula inversa de Fourier 4 = (2m)™u ¢ vdlida para
todo u € §'.

Em particular, se u € L' e & € L', entao a férmula inversa de Fourier é
também valida para quase todo .

Definigao 1.1.5 Denotamos por E(X) o espago C*°(X) equipado com a topolo-

gia definida pelas semi-normas

¢— > sup|0g),
o<k
onde K wvaria sobre todos os subconjuntos compactos de X e k sobre todos os

inteiros > 0.

O espago dual a £(X), £(X), é o espago das distribui¢oes com suporte
compacto em X ¢é denotado por £'(X).

Teorema 1.1.4 A transformada de Fourier de uma distribui¢ao u € E'(R™)
€ uma func¢ao
(&) = ug (7<), (1.1.10)

O lado direito € também definido para todo vetor complero & € C" e é uma
funcao analitica inteira de &, chamada a transformada de Fourier-Laplace de

u.
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1.2 Espacos de Sobolev

Nas seguintes defini¢oes s denota um numero real arbitrario.

H?®* = H*(R™) : o espago das distribui¢oes temperadas u em R", cuja transfor-
mada de Fourier @ é quadrado-integravel em R, (dual de R™) para a medida
(1+ |g?) e,

(u,v)s : 0 produto interno em H*,

(u0), = (2" [ G(OTE + [P
lulls = [(u,u),]"? : a norma em H?®, que é um espaco de Hilbert quando
equipado com o produto interno (-, -)s.

H?(K) : o subespago de H® que consiste das distribui¢des com suporte no
compacto K; H¥(K) é um subespago linear fechado de H*.

H? () : a unido dos espagos HZ(K) para K variando na cole¢ao de todos os
subconjuntos compactos 2.

H; .(Q) : o espago das distribuiges u em (2 tais que ¢pu € H® para qualquer
¢ € C(0).

A topologia de Hj () é aquela definida pelas seminormas u — ||¢ul|s, ¢ €
C>(9). E suficiente tomar ¢ variando no conjunto {¢,} tal que os conjuntos
compactos encaixados K, = {z € Q;¢,(x) =1} de Q, i.e., K, C K, e todo
compacto de () estd contido em K, para algum 3>, e ¢, < ¢,1,v = 0,1, ....
Assim vemos que Hj (§2) é um espaco (reflexivo) de Fréchet.

A topologia de H? é definada da seguinte forma: para cada K CC 2, H3(K)
é equipado com a estrutura de espaco de Hilbert introduzida por H®. Entao
um subconjunto convexo em HZ(€2) é aberto se e s6 se sua intersegdo com
todo HZ(K) é aberto.

Temos as seguintes aplicacoes lineares continuas injetivas com imagens densas
S— H*— H" — 8 (§<5),
C(Q) — HZ(Q) — H, (Q) — D'(Q).
Temos ainda as seguintes igualdades de conjuntos (a primeira é topoldgica);
C=(Q) = NHpe (),  CZ(Q) = NH(Q) (1.2.1)
E1(Q) = UHQ), DF(Q) = UyHi, (), (1.22)

onde D'F(Q) denota o espaco das distribuicoes de ordem finita em €.
(1 — A)*®: o operador convolugao

u(z) — (27?)_”/ei<x’f>(1+ €% a(€)dé. (1.2.3)
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Quando s varia sobre R, (1 — A)® forma um grupo de automorfismos de
S(R™), ou de §'(R™). Dado qualquer ¢t € R, (1 — A)* é uma isometria de H*
em H'=2% sobrejetivamente, em particular, de H® em H~*.



Capitulo 2

Operadores Pseudodiferenciais

2.1 Parametrizes de Equacoes Elipticas
Considere uma equacao diferencial parcial linear com coeficientes constantes
P(D)u = f, (2.1.1)

onde f é uma funcdo C* com suporte compacto em R", i.e., f € C*(R").
Aqui usamos a mesma notacao usada anteriormente D = (Dy, ..., D), D; =
P(£) é um polinémio com coeficientes complexos em n varidveis complexas.
O primeiro método que pensamos usar para resolver a equacao (2.1.1) é tomar
a transformada de Fourier, e assim transformar o problema diferencial (2.1.1)
num problema de divisao

P()i = f, (2.12)
donde A( )
wulz) = 1 €i<x,§> f 5

() —(%)n/ —P(f)d& (2.1.3)

que deveria ser a solu¢ao de (2.1.1). Infelizmente a integral do lado direito
de (2.1.3) néo faz, em geral, sentido algum, devido aos zeros do polinomio
P no denominador do integrando. FEntretanto, existem alguns casos que
uma pequena modificacao da férmula (2.1.3) pode ainda dar uma solugao
aproximada. Talvez o mais importante desses casos seja quando P(D), ou
equivalentemente, o polinomio P(§), é eliptico.

Definigao 2.1.1 Um polinémio homogéneo P(§) em n varidveis, com co-
eficientes complexos, € chamado eliptico se P(§) # 0, 0 # £ € R". Um

14



15

polinomio nao homogéneo é chamado elitico se sua parte homogénea de maior

grau (chamada de simbolo principal) € eliptica.

Denotemos por P,, o simbolo principal de P, onde m é o grau de P. Em
geral, como P, é homogéneo de grau m, o conjunto dos seus zeros forma um
cone Cp,_, chamado de cone caracteristico. Dizer que P é eliptico é o mesmo
que dizer que esse cone caracteristico consiste de um 1nico ponto, a origem.
Quando n = 1 todos os operadores diferenciais com coeficientes nao nulos
constantes sao elipticos. Quando n > 1, importantes exemplos de operadores
elipticos sao os operadores de Laplace A = (9;)? + ... + (9,)%. O simbolo
principal do operador de Laplace é

—¢fP = —&f — . — &
Uma importante propriedade dos polinomios elipticos é a seguinte:

Teorema 2.1.1 Se P ¢ eliptico, entdo o conjunto dos zeros do polinomio

P(§) em R™ é compacto.

Demonstracao:
Seja Vp = {€ € R™; P(§) = 0}. Se P é eliptico, P, (£) ndo se anula na esfera
unitaria de R", logo P,,(§) > ¢ > 0 nesta esfera. Pela homogeneidade temos
que

Pal€)] = cl¢™, Ve € R (2.1.4)

Por outro lado, temos que |P(§)— P, ()| < Cl¢|™ ! para todo € € R™, [£| > 1.
Assim, se £ € Vp, [£| > 1, temos que
cl]™ < |Pu(&)] = |Pn(§) — P(E)] < Cle™,

donde [£] < C/ec. "

Observacao 2.1.1 Nao € verdade que os polinomios elipticos sao os unicos
com conjunto de zeros compacto em R™. O polinomio P(&,&) = €2+ 1 nao

¢ eliptico em R? e nao possui zeros neste.

Definigao 2.1.2 Uma distribuicio E € D'(R"™) é chamada solugdo funda-
mental do operador diferencial P = Y a,0* com coeficientes (complexos)

constantes se PE = 6. (09 ¢ a medida de Dirac em 0)
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Continuamos assumindo que P ¢é eliptico e seja p um nimero positivo tal
que os zeros de P(§) estejam contidos na esfera centrada na origem de raio
p. Temos agora o direito de considerar a integral

L[ icaes O
o) = g [ L€, (2.1.5)
(2m)" P(§)
onde x € C®(R"), x(§) = 0se [¢] < p, x(§) = 1 se || > p. Devido a pre-
senga da funcao caracteristica y, a funcao V nao pode ser considerada uma
solucdo exata da equagao (2.1.1), mas veremos que ela nao difere “substan-

cialmente” de uma solucao. Temos que

PIDI@) = s [ @< FO(ds = flo) = 5@, (216)
onde
510 = s [ @< KO0 - x©)e (217

Destas féormulas seguem importantes observacoes. Primeiramente, note que
a funcao P~y é C™ e limitada em R". De fato,

[PE)] = [Pn(&)] = 1P(€) = Pu(&)] = (clé] = C)¢I™ " > 1

para |£| suficientemente grande. Conseqiientemente, P~1y define uma dis-
tribuicao temperada em R”, que é a transformada de Fourier de uma dis-
tribuicao temperada K, em R". Temos:

v=Kxf (2.1.8)

Por outro lado,

Sf=hxf, (2.1.9)

onde h é a transformada inversa de Fourier de 1 — . A ultima é uma funcao
C* com suporte compacto em R", logo, pelo Teorema de Paley-Wiener, h
pode ser estendida a C" como uma func¢ao analitica inteira de tipo exponen-
cial. Sua restricao a R™ pertence ao espaco de Schwartz S. Em ambas as
férmulas (2.1.10) e (2.1.11), f ndo precisa necessariamente ser uma funcao,
ela pode ser uma distribuicao, mas precisa ter suporte compacto.

Podemos reescrever (2.1.8) na seguinte maneira

P(D)K = 69 — h, (2.1.10)
ou equivalentemente (denotando por K o operador convolugao K %)

P(D)K =1 -8, (2.1.11)

onde I é o operador identidade. Uma distribiugao tal qual K (ou um operador
tal qual ) é chamado uma parametriz de P(D).
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Definigao 2.1.3 Se P(D) é um operador diferencial com coeficientes

constantes, entdo E € D'(R"™) é chamado uma parametriz de P(D) se
P(D)E =6 +w, weC®R").

No estudo equacoes elipticas uma parametriz pode servir para varios propositos,
como veremos adiante. De fato, podemos mostrar que ela pode dar uma
solugao de (2.1.1), pois se FE é uma solucao fundamental de P(D), i.e.,

P(D)E = 6. (2.1.12)

’

(E suficiente tomar v = E * f). Com efeito, podemos mostrar diretamente,
por anélise funcional ou pelo Teorema de Cauchy-Kovalevska, que a equacao

P(D)w = h (2.1.13)

sempre tem uma solucao w que é uma funcao inteira em C". Entao F = K+w
satisfaz (2.1.14).

Nossa proxima pergunta que queremos investigar é de extrema importancia
para o que iremos fazer: Podemos estender algumas das técnicas que fizemos
a equacoes elipticas com coeficientes variaveis? Primeiramente definimos
precisamente o que isso significa.

Considere @ C R™ aberto. Um operador diferencial (parcial linear) em (2
sera um operador da forma

P(z,D) = > ca(x)D", (2.1.14)

|a|<m

onde os coeficientes ¢, sao fungoes complexas C* em (). Assumimos aqui
que m é a ordem efetiva de P(z, D), i.e., existe pelo menos um coeficiente
Ca, cOM |a| = m, que nao é identicamente nulo em 2. O simbolo principal
de P(x, D) é um polinémio com respeito a &, com coeficientes em C*(2),

P(z,8) = Y calz)™. (2.1.15)
|a]=m
Para todo = € €2, denotamos

Cp, (x) ={£ € R"; P, (x,&) = 0}. (2.1.16)

Temos aqui, assim como antes, que Cp, (z) é um cone em R", chamado de
cone caracteristico. Denotaremos freqiientemente P ao invés de P(z, D).

O operador diferencial P,,(x, D) é chamado parte principal (as vezes termo
lider) de P(x, D).
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Definicao 2.1.4 O operador diferencial P(x, D) ¢é dito eliptico em Q se,
para todo x € ), o cone caracteristico Cp, () contem no mdzimo um ponto,

a origem. Quando m = 0 isto significa que Cp,, (z) € vazio para todo x € S).

Queremos construir uma solucao aproximada da equacao
P(z,D)u=f (2.1.17)
modificando a férmula (2.1.7) para obter
P(x,D)v=f—Sf, (2.1.18)

onde, como antes,

S E(Q) — C=(Q). (2.1.19)

Tentamos aqui uma férmula da seguinte forma, generalizando (2.1.7) :

v(z) = K % f(z) = (2m) " / <Pk, €) f(€)dE. (2.1.20)

Denote por K K. Primeiramente faremos uma determinagao formal do
simbolo k(z,§), para que satisfaca

P(z,D)K =1 (2.1.21)

e entao modificar este de modo que a integral em (2.1.22) faga sentido. Esta
modificagao leva a uma solugao, nao da equacao (2.1.23), mas de

P(z,D)K =1 — S, (2.1.22)

onde S satisfaz (2.1.21).
Temos que

Pl D)u(e) = (2m) " [ <4 Pla, D, + )b, ) fl€)de
ja que

P(x, D) (e"<"*>w(z)) = ¢"<"*> P(z, D, + &)w(z). (2.1.23)
Pela férmula inversa de Fourier é suficiente resolver a equacao

P(z, D, + E)k(z,€) = 1. (2.1.24)



19

Na equagao (2.1.26), £ faz o papel de um parametro (variando em R").
Podemos ver P(x, D, + &) como um polinémio com respeito a &, cujos coefi-
cientes sdo operadores diferenciais em 2 (na varidvel z). Temos

m

P(z,Dy+&) = Pu(z.0) + > _ Py(,€,Dy) (2.1.25)

J=1

onde Pj(x, &, D,) é um operador diferencial com respeito a  (em §2) de ordem
7, cujos coeficientes sao polinomios homogéneos com respeito a & de grau
m—j. A idéia é tomar o simbolo k(z, £) como uma soma de fungoes de (z, £)
homogéneas com respeito a £. Por causa do uso da transformada de Fourier
e da nossa condi¢ao de que o operador K age em distribuicoes, o simbolo
k(x, &) precisa ser temperado na variavel &, e os graus de homogeneidade dos
varios componentes tem, portanto, que permaner limitados. Precisaremos
de uma série infinita de tais termos e do seus graus de homogeneidade serao
inteiros negativos, tendendo a —oo. Escrevemos

k(z, &) = ij(x,g), (2.1.26)

onde k;(x,§) é homogéneo com respeito a £, de grau d; — —oo. Tentaremos
determinar os termos sucessivos k; identificando os termos com mesmo grau
de homogeneidade com respeito a £ nos dois lados de (2.1.26). De acordo
com (2.1.27) a equagao para os termos de maior grau de homogeneidade em
¢ é simplesmente

Po(x, )ko(z, &) = 1. (2.1.27)

Assim vemos que dy = —m, ja que ky = 1/P,,. Equacionando os termos de
graus < 0 em (2.1.26) temos

j—1
Po(z, Okj(2,8) = = Y Piji(x,&, Da)kyp(2,§), j>0.  (2.1.28)

i'>j—m

Vemos que a determinagao sucessiva dos termos k; ¢ possivel: o lado direito

de (2.1.30) s6 depende de kj com j' < j (que ja foi determinado). Notamos
também que o grau de homogeneidade de k; com respeito a &, d;, ¢ igual

a —(m — j); portando d; forma uma seqiiéncia estritamente decrescente de
inteiros negativos.

Entretanto, aparentemente teremos alguns problemas, por duas razoes. Primeiro,
todos os termos k;(z, ) podem ser representados como funcoes racionais cu-
jos denominadores sao da forma P,,(x, )™ com w; > 0. Como conseqiiéncia
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os zeros de Py, (z, &) geram alguma dificuldade. Esperamos cuidar dessa difi-
culdade, introduzindo uma funcao caracteristica, com em (2.1.7). Mas agora
encontramos uma nova dificulade, devido ao fato da série (2.1.28) ser con-
vergente ou nao. Isto também tera que ser fixo. De fato, podemos fixar isso,
usando infinitas funcoes caracteristicas, cada uma multiplicando um dos ter-
mos homogeneos de k;(x,€). Seja x(t) € C* em R, que se anula quando
t <1/2eéigual a1l parat > 1. Paracada j=0,1,..., seja

Xi(€) = x(p; " [&]), (2.1.29)

onde p; forma uma seqiiéncia estritamente crescente de nimeros positivos,
tendendo a +o00. Seja k; definida como em (2.1.29) e (2.1.30), mas agora
defina k(z, &) nao por (2.1.28), mas por

k€)= D x5 (O)hs(, ). (2.1.30)

Sabemos que cada k; é uma fungao C* de (z,§) em 2 x (R, — {0}), onde
R,, é o espago dual de R", homogenea de grau —(m — j) com respeito a &.
Conseqiientemente, se K’ é um subcon(junto compacto de e «, 3 sao duas
enuplas, entao existe uma constante COZ/)@(K ") > 0 tal que

|DEDEk;(2,€)| < CYYK")g]~mHthel v e K0 £ € €R,.  (2.1.31)

Nés entao selecionamos uma seqiiéncia “encaixada”de subconjuntos com-
pactos K, (v =1,2,...) de Q. Isto quer dizer que a uniao dos K, é igual a {2
e para cada v, K, esta contido no interior de K, .

Depois de um certo aumento no valor das constantes C’g %,(K »), chegamos a

+00 +oo
DEDES (.6 < [0S CO R (2132)
=0 J=0

E necessario entao que

p; > 2 sup OV (K,)'9, (2.1.33)

v<j,la+B|<j

para que a série (2.1.32) seja convergente em C(Q2 x R,,) e que a soma sa-
tisfaca desigualdades similares a (2.1.33).

Agora perguntamos quando k(z,¢), definida por (2.1.32), satisfaz (2.1.26).
A resposta é claramente negativa, pois tiramos todos os pedagos (em vi-
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zinhangas de £ = 0) dos termos homogeneos de k;(x,&). O que temos é o
seguinte:

P(xz,D, + &)k(x,&) =1 —r(z,§). (2.1.34)
Temos .
r(@,€) = 1= x0(&) + 37, 6). (2.1.35)
onde
ri(2,€) = Y [r() = X5 ()] Pl & Do)ky (@, ). (2.1.36)

Vemos que o suporte de cada simbolo r;(z, £) estd contido num subconjunto
compacto do £-espaco (mais precisamente, na bola |£] < p;). Usando este
fato, juntamente com as propriedades da série (2.1.32) e a equagao (2.1.35),
podemos provar que o operador S definido por

Sf(x) = (2m) " / < (. €) f(O)E (2.1.37)

satisfaz (2.1.21). Como o objetivo da Teoria dos operadores pseudodife-
renciais é formalizar este tipo de argumento, nao daremos muitos detalhes
aqui.

2.2 Definicoes e Relacgoes entre Simbolo e Ntcleo

Operadores Pseudodiferenciais podem ser vistos como uma genaralizagao do
tipo (2.1.22) e de operadores diferenciais. Estes dois tipos de operadores
podem ser representados por féomulas do seguinte tipo:

Au(r) = (2%)_”/ei<x’£>a(x,§)ﬂ(§)d§. (2.2.1)

Isso é precisamente como construimos K na Secao 1. No caso de um operador
diferencial P(z, D) é suficiente aplicar P(x, D) a u(z), dado pela férmula
inversa de Fourier; o simbolo a(zx, ) é nada mais que o polinomio P(z,£).

Parametrizes de equacoes elipticas e operadores diferenciais parciais possuem
muitas propriedades em comum. Se assumimos que ambos estao definidos em
um conjunto aberto €, eles definem aplicagoes continuas de C°(2) em C*(12)
e de £(Q2) em D'(Q2). Eles sao pseudolocais. Um operador A : £'(Q) — D'(Q)

¢ chamado pseudolocal se, dado u € £'(2), Au é uma funcao C* em todo
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conjunto aberto que u é C™.

Antes de comecar a estudar essas propiedades, é conveniente lembrar algumas
generalidades sobre operadores lineares continuos agindo em distribuigoes, e
o primeiro deles, o Teorema dos Nucleos de Schwartz: Para qualquer
aplicacao linear K : C°(2) — D'(2), corresponde uma unica distribuigao
K(z,y) em Q x Q tal que, para todo u € C°(£2),

Ku(z) = /K(x,y)u(y)dy. (2.2.2)

Nos referiremos a K (z,y) como um nucleo de distribuicdo associado ao
operador K, e a K como o operador associado ao nicleo K(z,y).

Dizemos que K (z,y) é separadamente regular em z e y se esta é uma fungao
C* com respeito a cada uma das variaveis, com distribuigoes de valores com
respeito ao outro. Isto é equivalente a dizer que ambos K e seu transposto
K" (que é definido como o nicleo K (x,y)) vao de C°(€) em C*®(Q) conti-
nuamente.

Dizemos que K(z,y) é bastante regular se é separadamente regular e se,
além disso, é uma fungao C* no complemento da diagonal de €2 x €. Esta
terminologia também sera aplicada ao operador linear K, quando for aplicada
ao seu nucleo.

Uma das principais propriedades de operadores pseudodiferenciais é a que
diz que ntcleos sao bastante regulares.

Lema 2.2.1 Se K(x,y) € bastante reqular, o seu operador associado K ¢
pseudolocal (i.e., dada uma distrubui¢ao com suporte compacto u em €, sing
supp Ku C sing supp u).

(sing supp T: o suporte singular de T, i.e., o menor conjunto fechado tal que

no seu complemento T' é uma fungio C*.)

Demonstracao:

Sejam U e V subconjuntos abertos de € tais que V CC U. Seja ¢ € C*(U),
¢ = 1 numa vizinhanca do fecho de V. Seja u € £'(Q2) tal que u € C>*(U).
Entao Ku = K(¢u)+ K[(1 — ¢)u]. Como ¢u € C°(Q2) e como K ¢é separada-
mente regular, temos que K (¢u) € C*(2). Por outro lado,

K[(1 - ¢)ul(z) = / K (2, 9)[1 — d()uly)dy.

Veja que se x pertence a V' e y ao suporte de 1 — ¢, entdao (z,y) estd no
complemento de uma vizinhanca da diagonal de © x Q, na qual K(z,y) é
uma fungao C*. Que K[(1 — ¢)u] é C* em V segue da diferenciagao sob o
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sinal da integral. n

Diremos que que o operador (2.2.2) é regularizavel se ele pode ser estendido
como aplicagao linear continua de £'(2) em C*(€2). Neste caso, é necessario
e suficiente que o nicleo associado K (z,y) seja C* em Q x 2. Operadores
pseudodiferenciais serao definidos modulo operadores regularizaveis. O op-
erador S da Segao 1 (veja (2.1.37)) era regularizavel.

Lema 2.2.2 Seja P um operador diferencial em ). Suponha que existe um
operador bastante regular K : £'(Q) — D'(Q) tal que KP — I ¢ regularizdvel
(isto algumas vezes € expresso dizendo que K é uma parametriz a esquerda
de P). Entao P € hipoeliptico, i.e., ele tem a sequinte propriedade: Dada
um subconjunto aberto U qualquer de §2, toda distribuicao u em U tal que
Pu e C®(U) é uma fung¢iao C* em U.

Demonstracao:
Seja V' e ¢ como na demonstracao do Lema 2.2.1. Temos que

P(¢u) = ¢Pu +w,
onde w € £'(2), w=0em V. Seja S = KP — I. Temos, em V,
u = ¢u = KP(¢u) — S(ou)
= K(¢pPu) + Kw — S(¢u).

Como S é regularizével, S(¢u) € C*(R2); como K é separadamente regular
e gu € CX(Q), K(pPu) € C*(2). Como w = 0 em V e K ¢ pseudolocal,
Ku e C®(V). "

Um fato comum de operadores diferenciais e parametrizes tais como K da
Secao 1 é que os simbolos correspondentes a(x, ) podem, em ambos os casos,
ser representados por séries de termos que sao homogéneos de grau decres-
cente com respeito a £ (para |£| grande o suficiente). E reconhecido que
desigualdades tais como (2.1.33), juntamente com aquela representagao em
série, sao a chave para muitas importantes proprieadades dos operadores
em questao. Por esta razao tem sido adotada a estimativa do tipo (2.1.33)
como ponto de partida para a definicao dos operadores pseudodiferenci-
ais, pelo menos no caso classico. Assim operadores pseudodiferenciais sao
freqiéntemente definidos como operadores do tipo dado em (2.2.1), onde
o simbolo a(z,§) é uma fun¢ao C>* em 2 x R, tal que para todo subcon-
junto compacto K de €2 e para todo par o, 3 € Z existe uma constante
Cap(KC) > 0 tal que

[DgDJa(z,€)| < Cap(K)(L+ €)™, 2 €K,6 R,
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Chamamos a(z, ) de simbolo de ordem < m; aqui m é um nimero real qual-
quer.

Entretanto, a teoria amadureceu, foram realizadas algumas modificagoes
nesta definicdo que trazem vantagens expositérias. A versao modificada é
essecialmente equivalente a nao-modificada, como veremos. A versao modifi-
cada é baseada na observacao que, em virtude da férmula inversa de Fourier,
a expressao (2.2.1) é equivalente a seguinte:

Au(x) = (27r)"//GK‘Ty’5>a(x,§)u(y)dyd§. (2.2.3)

Uma vez que temos a expressao na forma (2.2.3), ndo parece nem um pouco
6bvio lidar apenas com os simbolos a(x, ) independente de y. Isto motiva a
seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2.1 Seja m um nimero real qualquer. Denotamos por S™(£2,2)
o espago vetorial das fungoes C* em Q x Q x R, a(z,y,§), que possuem a
sequinte propriedade:

Para todo subconjunto compacto K de §2 x € e para toda tripla de n—uplas

a, 3,7, existe uma constante Cy 5 (K) > 0 tal que

DD DYa(e,y,€)] < Capr (K)(A1+IEN™ 1), a,y) € K,€ € R, (2.2.4)

Chamaremos os elementos de S™(2,€2) de amplitudes de grau < m (em
2 x Q). Um polind6mio com respeito a £ de grau m, agora um inteiro > 0,
com coeficientes em C*({2) é claramente uma amplitude de grau m. A in-
tersecao dos conjuntos S™(£2, Q) quando m varia em R serd denotada por
S72(0,90).

O espago 8™ (2, 2) é naturalmente dotado de uma topologia localmente con-
vexa: denote por Pi.q,g,,(a) o infimo das constantes C, s~ (K) tal que (2.2.4)
é verdade; vemos que Py, ¢ uma seminorma em S™(€2,Q) e define a
topologia deste espago quando K varia na cole¢ao de todos os subconjuntos
compactos de € e «a, 3,7 varia em todas as n—uplas. Esta topologia torna
S™(2, Q) um espago de Fréchet.

De (2.2.4) vemos que a(z,y, ) é uma fun¢do C*> de (z,y) em Q x Q com va-
lores em Sé das distribuicoes temperadas de £ € R,,. Fazendo uma mudanca
da varidvel £ a varidvel z (em R,,), da transformada inversa de Fourier, obte-
mos uma funcio C® de (x,y) em Q x €, com valores em S’, A% (x,y,2).
Podemos definir a seguinte distribuicao em €2 x 2 :

Alx,y) = A% (2, y,2 —y). (2.2.5)
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O nicleo de distribuigdo A(z,y) define uma aplica¢ao linear continua A :
C(92) — D'(2) pela férmula

Au(x) = /A(a:,y)u(y)dy. (2.2.6)

Temos que
Az, y) = (27)" / < o3y €V (2.2.7)

A afirmacao de que A(z,y) é uma distribuicao em € x Q pode ser direta-
mente checada pela integragao por partes e usando a propriedade (2.2.4) da
amplitude a(z,y, ). De fato, podemos escrever

a(z,y,§)

an ‘€|2)Nd§, (2.2.8)

(27r)"A(:U,y) _ /(1 _ AI>N(6i<x_y7£>)
onde N ¢ um inteiro tao grande quanto quizermos. Noés entao usamos a
férmula de transposicao de Leibniz:

a(z,y, ) (L+ AN (=) = Y Dilease’™ ¢ Dia(x,y, )],
la+B|<2N
(2.2.9)
para uma escolha conveniente de coeficientes ¢, g (que, inicialmente, depen-
dem apenas do inteiro N). Assim, pondo (2.2.9) em (2.2.8), obtemos

A(:an): Z DgA(a)(xvy)7 (2210)
la|<2N
onde
e Ao = Y s [ @I Dlaloy )1 + 16V
I81<2N~o]
(2.2.11)

Se entao assumimos que
2N >m+n+1, (2.2.12)

onde m é o ntimero real de (2.2.4), vemos que os integrandos do lado direito
de (2.2.11) sdo dominados por uma g(§) € L', e assim, pelo Teorema da
convergéncia dominada de Lebesgue, A, ¢ uma fungao continua de (z,y) em
) x Q. Isto significa que (2.2.10) é a representagao usual de uma distribuicao
como uma soma finita de derivadas de funcoes continuas.

De fato, seja k um inteiro > 0 e tome

2N >m+n+k+ 1. (2.2.13)
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Neste caso podemos diferenciar k vezes com respeito a (z,y) sob o sinal de in-
tegral em (2.2.11) e ainda assim obtemos integrandos que sao L' —dominados.
Isto significa que na representagao (2.2.10), tomando N suficientemente grande,
podemos afirmar que A(,) € C*(Q2 x Q) para todo «, || < 2N. Isto mostra
que A(z,y) é uma funcado C* de y em 2 com valores em D! (€2). Mas obvi-
amente a definigao (2.2.7) de A(x,y) é “simétrica”com respeito a = e a y,
e assim é também uma fungao C* de x em ) com valores em D, (§2). Em
outras palavras, o nicleo de A(x,y) é separadamente regular em x e em y.
Também estamos contentes com a interpretacao analoga a de (2.2.3):

Au(z) = (27r)_”//ei<x_y’5>a(x,y,f)u(y)dydf. (2.2.14)

Definigao 2.2.2 Seja a € S™(2,)). Denotamos por Op a o operador linear
C(Q2) — D'(QQ) definido por (2.2.14).

Proposigao 2.2.1 Qualquer operador reqularizdvel A : £'(Q) — C*(Q) é da
forma Op a, com a € cal S~ (€2, 2).

Demonstracao:
O nucleo A(z,y) de A pertence a C*(£2 x ). E suficiente entao tomar

a(z,y,€) = e Az, y)x (€),

com x € C°(R,) tal que [ xd¢ =1. "

Definigao 2.2.3 Um operador linear A : £'(2) — D'(Q) é chamado um
operador pseudodiferencial (cldssico) de ordem m se existe uma amplitude
ae€S"(Q,Q) tal que A= Op a.

O conjunto dos operadores pseudodiferencias de ordem m serd denotado por

A unido dos espagos ¥™(€2), m real, serd denotada por U(f2), a intersegao
por W—°(Q).

Se P(x,£) é um polinémio com respeito a & de grau m € Z, com coefi-
cientes em C*>(2), entdo o operador diferencial P(x, D) é igual a Op a com
a(z,y, &) = P(z,€). E claro que P(z, D) € U™().

Operadores pseudodiferenciais nao sao apenas continuos de C°(£2) em D'(£2),
mas sao aplicicagoes continuas de C°(€2) em C*(£2) e podem ser extendidos
a aplicagoes lineares continuas de £'(2) em D'(2).
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Teorema 2.2.1 Seja A um operador pseudodiferencial em 2, de ordem < m.
Dado um niumero real s, u — Au pode ser extendida a uma aplicacao linear
continua de H:(QY) em H; ™(92).

loc

Demonstragao:
Precisamos provar que para qualquer func¢ao g € C2°(2) e para todo subcon-
junto K de 2, existe uma constante C' > 0 tal que

lgAuls—m < Cllully, Vu € C2(K). (2.2.15)

E claro que nada muda se trocarmos gA por gAh com h € C(£2) que é igual
a 1 em alguma vizinhanca de K. Oserve que um amplitude para gAh é dada
por

g(@)alz,y,€)h(y), (2.2.16)

supondo que a(z,y,§&) é uma amplitude de A. Como (2.2.16) tem a pro-
priedade de que a (x,y)—projecdo do seu suporte estd contida num sub-
conjunto compacto de € x €2, vamos assumir que a(x,y, &) possui esta pro-
priedade e omitir a mengao sobre as fungoes caracteristicas g e h. Nossa outra
suposicao é que para toda tripla de n—uplas «, 3,7, existe uma constante
Ca,~ > 0 tal que

|D¢DIDYa(x,y,8)| < Capr(1+ €)™, Va,y e R"EER,. (2.2.17)

Denote por a(¢', 7', &) a transformada de Fourier de a(zx,y, &) com respeito a
(x,y), que tem sentido ja que a(x,y, &) € (C),,- De (2.2.17) concluimos que
para toda n—upla « e para todo par de inteiros k,[ > 0 existe uma constante
Ca;k,l > 0 tal que

1Dga( 0, )] < Cogea(L+1€)F(L+ /)71 + |¢])m 1 (2.2.18)

para todo &,&',n € R,,.
Em virtude da férmula inversa de Fourier temos

Tu(¢') = (2m) 2 / / / IVETG(E €y, )l )dydeds

Multiplique ambos os lados de (2.2.19) por (1 + |¢/|?)(=™)/2 Usaremos a
seguinde desigualdade (as vezes chamada de desigualdade de Peetre).
Para todo ntimero real s e para todos vetores 6,60 em R,,,

(T4 10P) <261+ 160 — /1)1 + |6'1%)°. (2.2.19)

Com efeito, quando s > 0, a afirmacao acima ¢ evidente depois de tomar a
s—ésima raiz em ambos os lados. Quando s < 0, trocamos # e #' e aplicamos
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o resultado para —s.

1
Aplicamos (2.2.19) com § = ¢, 0" = £ e com §(s—m) em lugar de s. Obtemos
(L (€)™ Au(e')| <

c, / / (L4 1€ — ER)F2a(e’ — €. € —of, )1 + €)™ () dedr

Em seguida aplicamos (2.2.19) com 6 = £,0' = 7' e s/2 ao invés de s.
Obtemos .
(L+ [ P)E™2 Au(€))| (2.2.20)

<, / / (14 J6 = €1+ € — DL+ €)™ale — .6 — o €)]

x(L+ 1122 a(n')|dédn'.

Neste ponto aplicamos (2.2.18) com v = 0, k = [s—m|+n+1, = |s|+n+1,
&' — £ substituido por & e £ — i/ por n’. Obtemos entao

(1+ [¢/2)~™72| Au(e)| (2.2.21)

< Cé//(l = €N IE =0 )T+ I )Pty ) dedyy

Podemos ver o lado direito acima como uma convolu¢ao dupla e aplicar a
classica desigualdade de Holder, na forma interada:

1S 5 g bl < L flle gl IR - (2.2.22)

Obtemos entao
|Aul[s—m < CYlulls, (2.2.23)
que é precisamente o que queriamos provar. [

Corolario 2.2.1 Todo operador pseudodiferencial A em ) define uma aplicacdo
linear continua de C°(2) em C*(Q), que pode ser estendida a uma aplicagao
linear continua de E'(2) em D' (Q).

Demonstracgao:

Em virtude das relagoes (1.2.1) e (1.2.2) e do Teorema 2.2.1 deduzimos que
A define uma aplicagao linear de C°(£2) em C*(f2) e uma de &'(f2) em
D'(Q2). Para provar a continuidade destas aplicagoes ¢ suficiente provar a
continuidade de suas restrigoes aos subespacos C2°(K) e £'(K) consistindo
das fungoes ou distribuicoes com suporte em um subconjunto compacto fixo,
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porém arbitrario, K de Q. Mas C°(K) é igual a intersecao de H*(K), como
um espago vetorial topologico. E E'(K) é o “limite”de H*(K), o que implica
que uma aplicacao linear de £'(K) ¢é continua se e somente se sua restricao
a cada H*(KC) é continua. Por outro lado a primeira igualdade de (1.2.1) é

também vélida topologicamente, e todo Hj (£2) é continuamente mergulhado

em D'(Q2). Tudo isso, juntamente com o Teorema 2.2.1, implica o resultado.m

Corolario 2.2.2 Todo operador pseudodiferencial A de ordem —oo em ) é
regularizdvel, i.e., vai de E'() em C®(2) continuamente.

Demonstracao:
Segue do Teorema 2.2.1. ]

Coroldrio 2.2.3 O nicleo A(x,y) de um operador pseudodiferncial A de
ordem —oo em ) é uma funcdo C* em €2 x (2.
Demonstracao:

Segue do Corolario 2.2.2 e do Teorema do nicleo de Schwartz que diz que o
ntcleo de qualquer aplicagao linear £'(€2) — C*(2) pertence a C*(2 x 2).m

Teorema 2.2.2 O nicleo A(z,y) de um operador pseudodiferencial A em

€ uma funcao C* da diagonal de €2 x 2 em Q2 x Q, e A € pseudolocal.

2.3 O Calculo Pseudodiferencial

Seja A um operador pseudodiferencial num conjunto aberto €2. Sabemos que
A define um operador linear continuo de C° em C*(2) e de £'(§2) em D'(2).
Portanto o mesmo é verdade para seu transposto A’, que pode ser definido
como

< Alu,v >=<u, Av >, u,v € C(N). (2.3.1)
De fato, temos
Teorema 2.3.1 O transposto de um operador pseudodiferencial A de ordem
<m em Q, A, € um operador pseudodiferencial de ordem < m em €.

Demonstragao:
Seja a(x,y, ) aamplitude de A, que pertence a S™(£2, §2). Sejam u e v fungdes
testes em €. Por (2.3.1) temos

< Alu,v >= (27)” /// <evE> o, y, € )u(x)v(y)dodyde,
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que mostra que

Alu(z) = (2W)‘"//6i<z_y’€>a(y,x, —&)u(y)dyde, (2.3.2)

e assim A' = Op b, onde b(z,y,&) = a(y, z, —£). n

Observagao 2.3.1 Enfatizamos o significado da férmula (2.3.2). Se a(x,y,§)
¢ uma amplitude A € ¥™(Q), entdo a(y,z,—&) é uma de A*.

Observagao 2.3.2 Sempre vamos distinguir o adjunto A* de A da sua trans-

posta, At. A* € o conjugado complexo de At :
A*u= A, ue&'(9Q). (2.3.3)
Segue do Teorema 2.3.1 que
Aeum(Q) — A € ¥ (Q);
e de (2.3.2) segue que se a(y, x,§) é uma amplitude de A, entao

a(y,z,§) (2.3.4)

é uma de A*.
Queremos agora definir a composicao Ao B de dois operadores pseudodiferen-
ciais (de ordem < m,m’ respectivamente) em 2. Isto nem sempre é possivel.
Na verdade, A age somente em distribuicoes de suporte compacto em £2,
ja a imagem de B consiste das distribui¢oes em €2 que nao necessariamente
possuem suporte compacto. Precisamos entao impor a seguinte restricao em
B:

B:&'(Q) — &E(Q) continuamente. (2.3.5)

Se B(z,y) é o nucleo de B, entao (2.3.5) é equivalente a dizer que dado
qualquer fungao teste h em €, o suporte de B(z,y)h(y) é um subconjunto
compacto de Q x . Também veremos que (2.3.5) é equivalente & seguinte
propriedade:

B:CX(Q) — CX(Q) continuamente. (2.3.6)

De fato, se (2.3.5) vale, B vai de C2°(£2) em C*(2) N E'(R2). Reciprocamente,
suponha que (2.3.6) vale. Entao o transposto B' de B vai de D’'(2) nele
mesmo continuamente e assim (sendo pseudolocal, pelo Teorema 2.2.2) vai
de C*>*(Q2) nele mesmo continuamente. Conseqiientemente, o transposto de
B!, que é B, satisfaz (2.3.5).
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Sobre amplitudes que satidfazem (2.3.5) podemos dizer o seguinte: Seja B
satisfzendo (2.3.5) e seja b(z,y, &) € S™(£2,2) uma de suas amplitudes. Seja
{h;},7 = 1,2,..., uma particao da unidade em C*(£2). Por (2.3.5) sabemos
que, para todo j, existe um subconjunto compacto de €2 tal que

(2.3.7)
Dado qualquer distribuigdo v em €2, B(hju) anula-se em 2 — Kj.
Entao seja g; € C°(Q2) igual a 1 em uma vizinhaga de K e seja
(2,9,€) = Zgg b(z,y,€). (2.3.8)

Podemos ver que b* (x,y, &) € S™(Q, Q) é uma amplitude de B. E claro que,
b” tem a seguinte propriedade:
(2.3.9)

Dado qualquer h € C®(f2), a z—projecao do suporte de h(y)b*(x,y,&) é
compacta.

Assumimos a partir de agora que B tem a propriedade (2.3.5) e que b = b*
¢ uma amplitude de B com a propriedade (2.3.9). Seja v uma fungao teste
arbitraria em (). Entao temos

ABu) @) = em) ™ [ [ [ [,y by, ndydzagan

e apos trocar y e z segue que

A(Bu)(z) = (27)~ // S Ly, €)uly)dydé, (2.3.10)

onde
k(x,y,§&) = (27r)_”//ei<y_z’">a(x,y,f)b(z,y,n)dzdn. (2.3.11)

A integracao em (2.3.11) é entendida da seguinte forma: seja y pertencente a
um subconjunto compacto de 2, K’. Entao por (2.3.9) b = b# anula-se para
z ¢ K", outro subconjunto compacto de €2. Conseqiientemente, a integracao
com respeito a z da uma funcao de £ — 1 que pertence ao espaco S com
respeito a € — 7. Se £ permanece fixo, ou em um conjunto limitado de R,,,
esta funcao é integravel com respeito a 7.

Usando as expressoes (2.3.10) e (2.3.11) podemos provar

Teorema 2.3.2 Seja A € U™(Q), B € U (Q). Suponha que B vai de £'(Q)
nele mesmo. Entdo Ao B € U™ (Q).
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Demonstracao:

Provaremos que k(z,y,¢), definido em (2.3.11), pertence a S™(Q, Q). A
férmula (2.3.10) mostra que este ¢ uma amplitude de A o B.

Temos que, pela formula de Leibniz,

(2m)"Dg D} Dyk(w,y,€) =

«@ a—a' — i<y —z,6— o !
S (0)(3) [ o @) 0g Date, s 0y b iy

a’<ay'<y

=22 ( o ) (3, ) [ JAeD e pyp ey

o/ <ay'<y

x D¢’ Dla(x, 2,€) D) b(z,y,n)dzdn

o i<y—z,&E— —~! o a—o! /
=>. > ( o ) ( 3, ) //€<y 72 DY (DE Dia(, 2,6) Dy~ Dy b(z,y,m))dzdn

o'<ay'<y

o ( o ) ( ; ) [ [e=raic—np

a’'<avy'<y
x (1= A)MDY(DE' Dia(w, z,€) Do~ DY b(z,y,m))dzdn,

onde integramos repetidamente por partes com respeito a z e n. Quanto a M,
este é um inteiro positivo que iremos logo escolher. Vemos que D?Df D;k’(x, y,§)
¢ uma combinacao linear de termos do tipo

/ / expli <y — 2.6 — 1 >}(1+ |6 — g>) MDY DIDXa(x, y,€)

x {D;;-a’ D{;D;’b(z, y,n)}dzdn.

Obtemos, para (z,y) em um subconjunto compacto K de € x €,

| D¢ DYDY k(x,y,€)| < const Z /(1+‘€_n‘)_QM(1+|€’)m—|a’|(1+|77’)m/_|o¢—o¢/|dn‘

o' <a

Usamos aqui o fato que y pertence a um subconjunto compacto de 2 (A
y—projecao de K) e (z,y,n) permanece no suporte de b(z,y,n)(que sat-
isfaz (2.3.9)), logo z permanece num subconjunto compacto de € e con-
seqiiéntemente a integragao com respeito a z pode ser feita sem problema.
Basta agora observar que (cf. (2.2.20))

(14 )™ 71T < (14 Jey™ e (1 + [¢ — pf) el
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Trocando 1 e £ — 7 na integral acima, obtemos
IDEDED} (.. €)] < const(1 4+ ¢ ™) [ (1 [y 4 lay,

e é suficiente escolher 2M > n+1+|m’|+|al, para ver que k(z, y, £) realmente
pertence a S™™ (Q, Q). "

Se assumimos que B e seu transposto B tém a propriedade (2.3.5), entao
obtemos uma classe interessante de operadores pseudodiferenciais.

Definicao 2.3.1 Um operador pseudodiferencial A em €2 serd propriamente

suportado se ambos A e A" aplicam E'(Q) nele mesmo.

Proposicao 2.3.1 Um operador pseudodiferencial A em € € propriamente
suportado se, e somente se, seu nicleo associado A(x,y) € D'(Q2 x Q) tem a
sequinte propriedade:

(2.3.12)

Dado uma funcgdao g € C°(52), ambas g(x)A(z,y) e A(x,y)g(y) tem suporte

compacto(contido em € x Q).

Proposicao 2.3.2 Se A € V(Q) ¢é propriamente suportado, este pode ser
estendido a uma aplicagdo linear continua de C*(2) nele mesmo e de D'(2)

nele mesmo. Ainda mais, ele vai de C2°(§2) nele mesmo continuamente.

Demonstracao:

A tltima parte é ébvia, ja que A vai de C2°(Q2) em C*(2) (sendo um o-
perador pseudodiferencial) e em £'(Q2) (sendo propriamente suportado). Seu
transposto A’ tem a mesma propriedade. Conseqiientemente, o transposto
de A" que é A, vai do dual de C2°(£2) nele mesmo, e também no dual de £'(2)
nele mesmo. ]

Proposicao 2.3.3 Se A ¢é propriamente suportado, entdo também o sao A
e A*. Se B também € um operador pseudodiferencial propriamente suportado

em €1, entdo a composicao Ao B também o €.

Proposicao 2.3.4 Seja A € V™(Q2). Entao eziste um operador pseudodife-
rencial propriamente suportado A% € U™(Q) tal que A — A¥ € U=>(Q).
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Demonstracao:

Seja a(z,y,&) € S™(Q x Q) uma amplitude de A. Seja ¢(z,y) € C®( x
) tendo a propriedade (2.3.12), bem como g(z)¢(z,y) e ¢(z,y)g(y) tendo
suporte compacto em €2 x Q. qualquer que seja g € C°(2)(uma fungao
ou distribuicao em 2 x 2 com esta propriedade é dita ser propriamente
suportada). Nés também assumimos que ¢ seja identicamente igual a um
numa vizinhanga da diagonal de €2 x ). Seja

a#(x,yf) = qﬁ(:v,y)a(x,y,f).

Usando o mesmo argumento da demonstracao do Teorema 2.2.2 podemos
mostrar que

{1—o(z,y)}talz,y,€) € 577(Q,Q).

Conseqiientemente, a? (z,y, ) é uma amplitude do operador pseudodiferen-
cial A" em Q) que tem as propriedades assumidas e que é obviamente propri-
amente suportado. n

O significado da Proposicao 2.3.4 pode ser expresso da seguinte forma: mo-

dulo U~>°(Q) os operadores pseudodiferenciais em 2 correspondem aos nucleos
de distribuicoes concentrados em torno da diagonal de €2 x €.

Veremos agora o que acontece com um operador pseudodiferencial quando

ocorre uma mudanca de varidveis, ou entao quando aplicamos um difeomor-

fismo x — y = ¢(z) de um conjunto aberto 2 a outro subconjunto aberto

de R™, €. Lembramos que = — y é uma bijegao C* de §2 em ' cuja matrix
-1

Jacobiana J, é invertivel em todo ponto. Denotamos por y — = = ¢ (y) a

-1

inversa de ¢. Também é conveniente denotar 7 (y) a matrix Jacobiana de ¢

vista como uma funcao de y.
O difeomorfismo ¢ induz um isomorfismo ¢* : C°(§2) — C2°(2) pela férmula

(¢"u)(z) = u(d(x)), wue€CT().
Dali, pela férmula de transposicao
(pF,uy = (F,¢*u), uwelCX),FeD(Q),

definimos um isomorfismo ¢, : D'(2) — D'(Y'). A restrigdo de ¢, a CZ(2)
_1*

nao coincide com ¢ ; quando uma distribuicao em €2 é definida por uma

funcao f(y) localmente integravel, sua ¢,—imagem é também definida por

uma funcao localmente integréavel, bem como, por

-1

(9 /) ) = f(o(y)|det T(y)], yeQ. (2.3.13)
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A restrigao de ¢, a £'(£2) é um isomorfismo deste em E'(2').
Entao dado qualquer A € U™(Q)), seja

-1

A =¢,0A0(p,): () — D). (2.3.14)
Noés vamos nos referir a A? como a trasferéncia de A para Q' via ¢.

Teorema 2.3.3 Seja ¢ um difeomorfismo de Q) em . Para todo nimero
real m, A — A? é uma bijecao de W™(Q2) em W™ ().

Demonstracao:

E suficiente provar que se A € ¥™(Q), entdao A? € U™ ('), depois basta ver
-1
que B — BY com 1) = ¢ ¢ a inversa da aplicaciio em questdo. Na verdade

provaremos algo ainda mais forte, que se A = Op a com a € §™(2, ), entao
A% = Op a® com a® € S™(V,§Y) construida explicitamente de a.
Denotaremos por x, 2’ (resp. y, ') as variaveis em € (resp. €'). Precisaremos
do seguinte Lema.

Lema 2.3.1 Eziste uma cobertura {W;}(j € J) de Q' x ' tal que para
cada j existe uma fungdo C=, J;(y,y’), com valores no espago vetorial das

matrizes n X n, invertivel tal que

-1 -1

W) — o) =Ty y—v) (2.3.15)
para todo (y,y') em W;.

Demonstracao: (Lema 2.3.1):
Se y e y' estdo num subconjunto covexo de €)' podemos escrever

-1

¢ (y) — g(y') = /0 J(ty + (1 —=t)y")(y — y')dt, (2.3.16)

-1
onde J(z) é a matriz Jacobiana de ¢ no ponto y = z. Observando que

Toly. /) = / Tty + (1= 0)y)dt = T(') + Oly — /1),

vemos que Jo(y,7y’) é uma funcdo C* no espaco das matrizes, invertivel em
toda parte em alguma vizinhaca W, da diagonal em €2’ x €V’
Considere agora um par arbitrario (yo,y,) tal que vg = yo — 3 # 0. Existe
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uma vizinhanga aberta U(vy) em R™ e uma fun¢ao C* com valores no espago
das matrizes G(v), invertivel em U(vy), tal que

v==G(w)vy Yv e U(uv). (2.3.17)
-1 -1
Analogamente, como ug = ¢ (yo) — ¢ (y5) # 0, existe uma vizinhanga U (uy)

em R” tal que
u=F(u)uy Yu € Ul(uy), (2.3.18)

onde F' é uma matriz invertivel com entradas C* em U(ug). Escolha uma
matriz invertivel qualquer My, tal que ug = Myvy, e defina

M (u,v) = F(u)MoG(v) ™.
Temos
u= Mu,v)v, ¥(u,v)€ U(up) x U(uvp), (2.3.19)

e M(u,v) é uma fungao C* com valores no n—ésimo grupo linear, no conjunto
U(ug) x U(vy). Podemos formar

-1 -1

T,y 90,90) = M(o(y) — o),y —¥).

e vemos que existe uma vizinhanga aberta W(yo,y,) de (yo,y;) em que a
matriz J (v, '; v, y)) ¢ C* e invertivel em toda parte. n

Retornamos agora para a demonstracao do Teorema 2.3.3. Vamos assumir
que a cobertura {W;} e do Lema 2.3.1 seja localmente finita, e formaremos
uma particdo C* da unidade h;(y,y’) em Q x 2 subordinada a esta. Seja
entao a(z, 2, ) uma amplitude de A e v uma fungao teste em ', considerada
como uma distribui¢ao (com suporte compacto) em 2. Temos

A%(y) = ¢ (A{(vo ¢)[det T|7'})
= (2m) 7" 9. / / <t gz, 1! E)w(p(x'))| det T (2)|da' dE

— (27) " det T (1) / / expli < dy)—d(u),€ >}a(dy), S, €)o(y/)dy'de.

Defina i i
o (y,4/,€) = b (y, 4 )a(d(y), 6(¥), ).

Pelo Lema 2.3.1 podemos escrever, para (y,y’) no suporte de at

70

-1 -1

o) — o) =T,y )y —v),
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donde
(2m)"| det T (y)| " A%u(y) =

Z//exp{i <y—y, T,y > a® (y, i Do(y)dy' dé =

Z//6i<y_y"”>af(y7y’,Jj‘l(y,y’)n)ldet Ji(y,y)| " o(y')dy'dn.
J

Assim, seja
a®(y,y',n) (2.3.20)

= [det T (y)] Z hy(y, )| det T;(y,y/)| " a((y), 6(y), (T, 1)n).

Provamos que
A¢v(y) = (27‘(‘)_”//€i<y—y”n>a¢(y7y/’n)v(y/)dy/dn' (2'3'21)

Resta apenas mostrar que a® € S™(Q,), que é uma conseqiiéncia de

(2.2.5). O fato chave é que apesar da diferenciacdo com respeito a y e ¥’
. |
trazem, como fatores, poténcias de n, via diferenciacao de a( ¢ (y), ¢ (v'),€)

com respeito a £ = jj_l(y, y")n, cada diferenciacao desta abaixa o grau de &,
em virtude de (2.2.5), e portanto compensa o efeito do fator n;,i = 1,...,n,
que aparece por causa disso. ]

O Teorema 2.3.3 nos d& condicoes de provar a chamada invariancia de espagos

de Sobolev:

Teorema 2.3.4 Seja ¢ como no Teorema 2.3.3. Para todo real s a aplicagao
“imagem direta”¢, induz um isomorfismo de HZ(Y) em HZ(SY) (resp. de

Hi,, () em Hi, ().

Demonstracgao:

E suficiente provar a tese acima quando o indice é ¢ e usar a dualidade
quando este é loc. Se u € H(Q2) e A € U5(Q), temos (Teorema 2.2.1)
Au € L2(Q). Reciprocamente suponha que € £'(Q) e que (1 — A)™/?u €
L2 (Q) (veja 2.2.12); entdo u € H®. Em outras palavras, u € H?() se, e
somente se, Au € L} _(Q) para todo A € ¥%(Q). Mas ¢.(Au) = A?(¢.u);
e A? € U3(Q). Assim é suficiente provar a afirmacio quando s = 0, neste
o0 caso ja é bem conhecido. (Segue da férmula de mudanga de varidveis na

integral de Lebesgue.) ]
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Definicao 2.3.2 Seja m um nimero real. Denotaremos por S™(2) o sube-
spago de 8™(Q, Q) que consiste das amplitudes a(z, &) independentes de y.
Denotamos por S~(Q2) a interse¢ao dos espagos S™(2) quando m varia em

R.

Qualquer elemento de 8™ (€2) serd visto como uma funcao C* em 2 x R,
ao invés de Q x Q x R,,. Tais fungoes satisfazem a desigualdade (2.2.4). A
topologia de §™(Q2) é aquela induzida por S™(2,2) em que S™(2) é um
subespaco vetorial fechado; portanto S™(2) é um espago de Fréchet.

Definigao 2.3.3 Denotamos por S™(2) o espaco vetorial quociente S™ () /S=(€2).
Os elementos de S™(Q) serdo chamados de simbolos de grau < m em Q.
Denotamos por S(Q) a unido dos S™(Q).

E comum quando lidamos com conjuntos quocientes representar uma classe
de equivaléncia por um de seus representantes. Mas vamos também repre-
sentar esta por uma certa série, que introduziremos agora e que estao rela-
cionadas com a série que representa uma parametriz K na segdo 1 (veja
(2.1.28) e (2.1.32)).

Na verdade é conveniente lidar com simbolos formais ao invés de simbolos
verdadeiros. Um simbolo formal é uma seqiiencia de simbolos a; € ™ (12)
cujas ordens sao estritamente decrescentes e convergem a —oo. E de costume
representar esta por uma série formal

—+00

> ay(z,9). (2.3.22)

J=0

Agora, destes simbolos formais podemos construir os verdadeiros simbolos,
elementos de S™°(£2), que pertencem a mesma classe modulo S™>°(£2). Repre-
sentaremos esta classe pela notacao (2.3.22). Podemos proceder da seguinte
forma:

Primeiramente, podemos assumir que o simbolo a(z,{) pertence a classe
(2.3.22) se, dado qualquer nimero positivo “grande” M, existe um inteiro
J >0 tal que

<

(Z(l’,g) - Z(Zj(!ﬂ,ﬁ) € 87M<Q)

j=0

Depois, podemos construir tal simbolo a(x, &) como a soma de uma série

Z X;(a;(x,€), (2.3.23)
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onde x;(€) = x(p; '[¢]) como em (2.1.31).

De agora em diante usaremos a notacao W™ (Q) para denotar o espaco quo-
ciente W™ () /W ~>°(Q). N6s freqlientemente iremos nos referir aos elementos
de () como classes (mod W~°(Q)) de operadores pseudodiferenciais em
Q, de ordem m. A unido dos U™ (Q) sera denotada por W(€).

As nogoes de transposto, adjunto e composto podem ser transferidas numa
forma natural para as classe mod ¥~>°(Q2) de operadores pseudodiferenciais
em (2; se A e B sao congruentes mod W~>°(2), o mesmo é verdade para seues
transpostos A’ e B' e também para seus adjuntos A* e B*.

Se o operador Op a, definido por

(Opa)u(z) = (27)™ / ¢<o 60 (2. €)i(£)dE, (2.3.24)

pertence a classe A € U™(Q), dizemos que a classe de a(z,§) mod S7(€2) é
o simbolo de A, ou de qualquer representante A de A.

Teorema 2.3.5 Seja A € U™(Q) com simbolo a(x,€) € S™(). Entdio o

stmbolo do transposto At de A é definido pelo simbolo formal

S () (@ Dga) ), (23.25)

[0}

e o simbolo do adjunto A*, por
1 (0% (0%

Demonstracgao:

Trocamos A por um representante A, a(x,£) por um de seus representantes,
ainda denotado por a(z, ), tal que (2.2.3) vale. Podemos entao considerar
a(x,&) como uma amplitude de A, que nao depende de y. Entao a(y, —¢)
e a(y,§) sao amplitudes de A’ e A* respectivamente. Para que tenhamos
(2.3.25) e (2.3.26) ¢ suficiente formar a expressao

1 a Qo
aDg ya<x7x>§)7

«

onde trocamos a(z,y,§) por estes simbolos formais respectivamente. [

Corolario 2.3.1 Seja A como no Teorema 2.3. 5, mas assumimos que exriste
um simbolo real ag(x,€) € S™Q) tal que a(x, &) —ag(z, &) € S™1(Q). Entdo
A— A e gm-1(Q).
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Demonstracao: _
Escrevemos a(z, &) = ag(x, &)+r(x,€),r(z,&) € S™ (). Entao, por (2.3.26),
o simbolo de A* é igual a

(. ) + 70,8 + Y 06 DYa(r, ), (2327)

|| >0

e portanto A — A* pertence a S 1(Q). u



Capitulo 3

Variedades Assintoticamente

Hiperbodlicas

Seja X uma variedade compacta com fronteira e suponha que o seu interior,
o

X, é equipado com uma métrica Riemanniana completa g.

M=0X

Definicao 3.0.4 Seja X uma variedade compacta com fronteira ,0X = M,
com uma métrica completa g em seu interior. (X,g) € chamado conforme-

mente compacto se

g=p"h
numa vizinhan¢a de M para uma funcao que define a fronteira p, tal que
p>0em X, p=0em0X edp#0 em 0X, h é uma métrica C*° em X.

Note que p, logo h, sao determinados unicamente pela multiplicacao por
uma fungao positiva. Portanto g determina uma classe conforme de métricas
[h]ox] em 0X = M.

Exemplos importante de variedades do tipo descrito acima sao os espagos
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hiperbdlicos.
Note que p, logo, h sao determinados somente pela multiplicacao por uma

funcao positiva. Portanto g determina uma classe conforme de metricas
[hlox] em 0X = M.

Lema 3.0.2 A curvatura seccional de g se aprozima de —|dp|? na fronteira.

Demonstracao:
Temos que
g =y, (3.0.1)
donde )
R =e*(R—goy (D(f —df odf + 51 49)) (3.0.2)
1
e = ; — f = —logp
1 —1 1 1 |dp|?
"= —(R—goi (D(—dp) — (=)dpodp+ =8 0.
R pQ(R gou( (p p) (p) podpt 5= 9); (3.0.3)

onde o é o produto simetrico e

(hoirk)(x,y, z,t) = h(zx, 2)k(y, t)+h(y, t)k(x, 2)—h(z, ) k(y, 2)—h(y, 2)k(z,t)
(3.0.4)

Agora vemos que

1
g(XvX):L g/(XaX):_

p?’

onde X é uma vetor tangente. Logo pX tem de tamanho 1 com respeito a
g'. Temos

1
R'(pX, pY, pX,pY) = /;(R(pX, pY, pX, pY) = g(pX,pY)),  (3.0.5)

golg(x7y7x7y): 1"—1:2

1 1 1 1 1
—D(=dp) = —(d= @ dp + —Dp) + —dp & dp — —Ddp
p p p p p

Fazendo p — 0, temos o resultado desejado. ]

Definicao 3.0.5 X ¢ chamado uma variedade assintoticamente hiperbolica

se € uma variedade compacta conforme com |dp|? = 1 na fronteira de X, 0X.
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Agora fixe uma representagao da classe conforme, f, em 0X = M
Entao existe uma funcao que define a fronteira p tal que
dp* + h
= Tp> ho = f

perto de M.
Isso é equivalente a achar p tal que

h
se hlax = f ,

9g=-
|dp|2 =1 numa vizinhanca de M

Portanto
1 0
h ~
( 0 ho - h|3X )

Demonstracao: Fixe uma funcao que define a fronteira p.
Uma funcao que define a fronteira p pode ser escrita na forma

O.b.s.: queremos encontrar uma funcao equivalente para w.
h h h

g=== "o —9

p2 p2 e2wp 2

— €2wh

Escreva

dp = e*(dp + pdw)
|dply = €**|dp + pduwl;
= |dp + pdw|> =< dp + pdw, dp + pdw >
= |dp|? + 2p < dw,dp > +p*|dw|2
= |dpl; + 20V p(w) + p°|dw[i = 1
A equagao |dp|? =1 é a mesma que
2 p(w) + plduf2 =~ 17 (300

que possue uma solugdo w, pois (3.0.6) é uma equacao diferencial parcial

nao-caracteristica.
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De agora em diante denotaremos por (X, g) como sendo uma variedade
assintoticamente hiperbdlica com métrica completa g em seu interior.

h

(7) g= o (3.0.7)
(ii)|dx]} =1 em 0X (3.0.8)
Consideremos a forma normal:
2
g dz® + h(z,y, dy) (3.0.9)

T2

Nosso propésito é construir uma parametriz de A, — s(n — s), i.e., R(s) tal
que
(Ay—s(n—s))R(s) =1+ E(s), (3.0.10)

onde E(s) é um operador compacto (em L? ou em L? com peso). Nao
podemos esperar isso para uma variedade Riemanniana mais geral em algum
sentido, pois A, se torna eliptico no infinito, mas para uma métrica assinto-
ticamente hiperbdlica, temos uma descricao precisa das singularidades, e a
principal idéia do trabalho de Mazzeo-Melrose [1] é construir um refinado
calculo pesudodiferencial para lidar com estas singularidades.

O operador pseudodiferencial refinado tera nicleo de Schwartz em algum
espaco “blow up”que definiremos precisamente mais adiante.
Primeiramente discutiremos a forma do Laplaceano. Veremos como o ope-
rador de Laplace de um espaco assintoticamente hiperbdlico se parece.
Caso Modelo:

Considere o espago hiperbélico H**' = R} x R} com

_ dz? + |dy|?

ds? 5
T

(3.0.11)

Escrevendo g = ds® na forma
g = Z gijdx;dx;, (3.0.12)
i,j=0

obtemos

n

1 0 y 0
Ay = A = — > Yy/det g-— 0.1
g Hr det g ox; (g ¢ g@xj) ’ (3.0.13)

4,7=0



onde
- 0 0 2 0
0 &% -+ 0 o 0 a?
gi=1| . . .. .| 9=9 =
0 O 1,—12 0 O x
Temos que
"0 x> 0
A n+l — — n+l
e ! Z Oz, (x”“ 89@-)
7=0
N 0
2 gt (v Vg
j=0 ~J
0? "L 02 0
2
= — _ R —1 _
x <3$2+i218%2>+(n )x6$
= —(20,) — Z(:Béyi)Q + nxd,
i=1
Caso Geral:
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(3.0.14)

(3.0.15)

Consideremos agora uma variedade assintoticamente hiperbdlica geral.

Neste caso
B dz? + h(x,y,dy)

1
detg = sy deth, h=ho+zh + 2%hy + ...

Temos que
ho'h =1+ xhy'h + 2*hgthy + ...,
segue que
det hy'h = det(1 + zhy'h + 22hy thy + ...)
\dethg'Vdeth = /1 +xf(x) =1+ xf(2),
donde

Vdet h = \/det hy + zf"(x).

(3.0.16)

(3.0.17)

(3.0.18)

(3.0.19)

(3.0.20)
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Temos que

0
By =~ \/det Zf)ng detg &rj

1
:__8 det g 0 22heP detgi

\/ﬁax Yo~ \/det Z 8 0yg
Z ay "R (\/det hy + xf (x

!

(\/det ho+xf(x

n+

0
e haﬂ det hg— + ..
\/deth Z Yo ¢ ang

= $2Ah0 +x ()
Portanto

Ay =—x % +(n— 1)x82 +2°Apy +2E = —(20,)? + nwd, + 2° Ay, + vE,
(3.0.21)

onde E é um operador diferencial gerado pelos campos de vetores x0,, xdy.

Da expressao dada acima, vemos que A, é um operador diferencial gerado

pelos campos de vetores da forma xdx, xdy;, i = 1,...,n.

Isto define a classe de operadores diferenciais que esta contida na classe refi-

nada de operadores pseudodiferenciais.



Capitulo 4
Construcao do Resolvente

O principal resultado que provaremos ¢é o seguinte:

Teorema 4.0.6 Sejam (X, g) uma variedade assintoticamente hiperbdlica.
Ay—s(n—s) € invertivel para Res >> 0, o inverso, R(s), chamado resolvente

em s se estende a uma familia meromorfa
R(s) € Uy (X))

em C\ {conjunto discreto}.

Note que a aplicacio R(s) : C®(X) — 2°C>(X), mencionada anterior-

mente, é uma propriedade de ¥, 2’C’C(X ). O espago de operadores pseudodifer-

enciais ¥, > (X) serd definido posteriormente.

4.1 Simbolos

Definicao 4.1.1 Vy = { Campos de vetores em X que se anulam na fronteira}
xV(V € o espago dos campos de vetores em X ).

Se V€V, entao V = ax0d, + Z?:l bjx0y,. Vo € uma Algebra de Lie com
respeito ao colchete de Lie.

Dif f¥(X) = Espaco dos operadores diferencidveis de ordem k gerado por
um campo de vetores em Vy. Se P € Dif f§(X), chamamos P de 0-operador
diferencial. Em particular A, € Dif f¢.

Dado P € Diff¥, definiremos um simbolo, que chamaremos de 0-simbolo
principal de P e um novo simbolo chamado de operador normal de P. Todas
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essas defini¢oes e calculos se tornarao mais claros posteriormente. Na ver-
dade, teremos quatro simbolos, descrevendo o comportamento do nicleo do
operador na diagonal, na face frontal, na face de baixo e na face de cima.
Para definir o 0-simbolo principal de P é mais conveniente comecar definindo
alguns objetos auxiliares.

Note que os conjuntos dos termos de V) é localmente livre e eles sao as secoes
de um fribado vetorial denotado por °T'X (a descri¢ao local de °T'X é dada
pela base da segao {x0,,x0,,,...,x0,,}. Seu (fribado) dual é definido por
07T+ X e tem triangularizacio dada por {dz/z,dy,/z, ..., dy,/z}.

Defini¢ao 4.1.2 Dado P € Diffk, %o, (P) € C®(°T*X) ¢ obtido trocando
0s termos em P com ordem menor ou igual a k ,xD,,xD,,,...,xD,, por
0,61, .., & (aqui &, &1, ..., & sao consideradas coordenadas em °T*X com

respeito a base {dx/x,dy,/z, ..., dy,/x}.

Exemplo 4.1.1 Considere Agn+1 = —(20;)? — >_(20,,)* + nxd,. Entdo
002(AH”+1) = gg + |§/‘27£, - (517 7§n>

Definigao 4.1.3 P € Dif f¥*(X) € eliptico se, e somente se, °o,(P) # 0 em
T+ X.

Definicao 4.1.4 Seja P € Dif f§(X). Tome p € 0X, definimos o operador
em p de P normal, N,(P), congelando os coeficientes de P em p. Mais

precisamente, podemos escrever

k
P= " Pialz,y) (@D, (zD,)", (4.1.1)

j+lal=0

onde escolhemos uma coordenada normal local (com respeito a hy de 0X em
torno de p tal que p = (0,0, ...,0), entdo
k
Ny(P)= Y P;a(0,0)(xD,) (xD,)". (4.1.2)
j+|al=0

Exemplo 4.1.2

n

Ny(Dgr) = —(20,)* = Y (20,,)* + nazdy = Ao

=1
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4dz?
Exemplo 4.1.3 Considere a bola B"™, ds* = - (21, ey 2Zn)-

(1—z%)*

Considere r = |z| e p=1—|2|? € a fungdo que define a fronteira. Temos que

dz* = dr® + r’dw?..

dp2 dp2
=9 2 — Ay2dyr? 2 _
dp rdr = dp rodr® = dr 12 = A1 = p)
1 (35 + (1= p)detn) 2
- s 4 ( dp 5 )
= ds® = = — + (1 —p)dwgn
pg p2 1_p ( p) S
dp? 4(1 —
= ds® & + ( 5 p)dwgn.
(L—=p)p P
Ponha
dp2 _da?
p)p2 - a?
/ dx
V1—0p p T
Facan=1— p, seque que dn = —dp e
\/1— pp /\/_ -1’

dn
ponha 3 =n"?, seque que df = —1/5 donde
n

/ dp [ 2dp :2/ dp
ﬁi(n—l) 3 -1 B-1)(B+1)
+1

g
6+1 /ﬁ =—In(f+1)+In(B-1)= lﬁ—l

Rl (=)

—1/2_ ln—_ T2 = Inx,
7 1 (1—p) 1
(1-=p)*2+1
x:(1—p)—1/2—1:><1—P)1/295—x:(1—P)1/2+1
z+1

:>1—|—:C:(1—p)1/2(:£—1):>(1—,0)1/2:x_l

z+1\2 z+1)2 —4x
Zl-r= r—1 Zr=1- r—1 :(m—1)2
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(z —1)*
d 4(z+1)?
2 _ (@—1)% , 2
= ds” = ? + 1622 dwsn

(z—1)*

de?  (x+1)*(z—-1)?2 , do*  (2*=1)*
= ? + 4£K2 dwsn == ? + 4—1;2dw5m
donde
n(z + 1) 1

ABn+1 = (—l’ax)z — ﬁ$6x + mx2AS”

= Np(Apin) = —(20,)* + nzd, + Y _(20,,)%,

p € S™ em coordenadas normais em torno de p. Em p

Ao =3 2.
=1

Assim o mesmo para o N, (Agn+1) ou Agn+1 seguem do caso geral, o Laplaceano
para uma variedade assintoticamente hiperbdlica

A, = —(20,)* + nxd, + 2*Ay + 2E
Ny(Dg) = —(20,)* + nad, — Y (0,,)*.

Portanto eles sao o mesmo que o Laplaceano de Agn+1.

Isto termina as defini¢oes dos sfmbolos de P € Dif fi(X).

Agora vamos analisar a defini¢ao intriseca do operador normal.

Tome p € 0X, T,(0X) C T,(X) divide T,(X) em duas partes.

Seja X, =“inward point half’de T,(X)(sua fronteira é T,,(0X).) Tome f :
Q — €Y difeomorfismo tal que

f(0X) C 0X,

onde 2 é uma vizinhanca de 0 em X, {2’ é uma vizinhanca de p em X. Sejam
P € DiffE(X) e u uma funcdo C*® em X,. Ponha

Ny(P)u = lim R f*P(f 1) (RV") ", (4.1.3)
onde R, é a multiplicagao pelo escalar r em X,. Entao
1. N,(P) ¢é independente da escolha de f.
2. N,(P) coincide com a definicao feita anteriormente.

3. N,(P) é um operador diferencial em X,.
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4.2 Os Espacos Blow-up

Para definir ¥ 2’C’C(X ) precisamos introduzir a no¢ao de espago blow-up, in-
troduzida por Richard Melrose.

Vamos definir nossa classe “refinada”de operadores pseudodiferenciais pela
condi¢ao do nucleo de Schwartz.

Kp(z,2") € C°(X), para que Kp defina um operador compacto, precisamos
que Kp cresca com relacao a ' e decresca com relagao a .

Para distinguir os dois procedimentos, precisamos separar a diagonal e as
duas faces da fronteira.

Melrose faz isso através de um “blow up”no corner (que nao é nada mais que
uma mudanga de coordenadas (z,y) — (r,6),0 <r < 00,0 < 0 < 27.)

Uma vez que separamos a diagonal das duas faces da fronteira, gostariamos
de ser capazes de aplicar calculos simples para remover as singularidades da
diagonal. Isso pode ser feito se “dobrarmos”o espago “blow up”de modo que
nossa classe de operadores se estenda pela diagonal como uma distribuicao
conormal usual. Mas isso nao ¢ claro, ja que o operador A, tem singulari-
dades na diagonal. Os principais propésitos do “blow-up”sao:

1. remover singularidades do operador

2. separar as faces da diagonal e da fronteira.

Um caso interessante de espaco “blow-up”é o chamado produto esticado de
X x X. Faremos primeiramente uma discussao geral sobre espacos “blow-
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up”.
Sejam Y uma variedade com fronteira e M C Y uma subvariedade fechada
mergulhada em Y. Seja m € M, o fibrado normal a M em Y ¢é dado por
NoM = T,,Y/T,,M. O fibrado normal unitario SNM (“sphere normal
bundle”) tem fibras SN,,M = (N,M — {0})/R*. Entao o espago “blow-
up”de Y em torno de M é

Yy =SNM H(Y — M) (como conjunto), (4.2.1)

onde [ ] representa uniao disjunta,com estrutura C* tal que a aplicac¢ao ”blow
down”b : Yy — Y é C*, onde b é definida por
b=idemY — M, b= projecao SNM — M em M.

Exemplo 4.2.1 Seja Y =R?, M = {0}.

Exemplo 4.2.2 Sejam Y = R?, M =eizo-z.
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| /N
SN/

Aplique agora a definicao acima a Y = X x X, M = A;, onde A, é a diagonal
de Y(= X)) que tem como fronteira 0A,.

Perceba que esta é uma definicao um pouco diferente da definicao de espaco
“blow-up” que demos a pouco. Agora Y é uma variedade com bordo e M
esta no bordo de Y.

Ao invés de tomar a esfera fibrada normal, tomamos o quarto da esfera
normal fibrada S,y NM. Por exemplo Y =R x R,, M = {0}

Assim

X xg X =S NOA) [J(X x X —04), (4.2.2)
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S+NM

S:NM

eb: X xg X — X x X éa aplicagao “blow down”.

: o

B

Onde T ¢é a face superior (Top face), F' é a face frontal (Front face) e B é
a face inferior (Botton face). Temos que T, B, F sao faces de codimencao 1,
TNB,FNT,FN B sao faces de codimengao 2 e T'N B N F ¢é uma face de
codimencao 3.

Como F' é dada por S,y N M seu interior é simplesmente o interior da quarta
parte da esfera fibrada sobre dA,;. Portanto cada fibra de F' é uma quarta
parte da esfera.

Continuamos considerando (X, g) uma variedade assintoticamente hiperbdlica,
Vo = {campos de vetores gerados por x0,, 0y, , ..., 20y, } € Dif f(X) = con-
junto dos operadores diferenciais gerado por V.

Vimos que se P € Dif fE(X), entdao o 0—sfmbolo principal °o;(P) € C®(°T*X),
e se p € 0X, o operador normal N,(P) : C*(X,) — C>®(X,).

Seja G = RT xR™. Definimos a seguinte operagao em G, dados v = (s,v),7" =
(s',0") € G,

/

Yy = () - (s5,0) = (s',u + sv). (4.2.3)
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Vemos que dado 7 = (s,v) € G, entao o seu inverso, com relacao a operagao
acima, ¢ dado por v~ = (1, =2).

Vemos que G =~ X,,. Temos ainda que N,(P) : C*(G) — C*>(G) é um ope-
rador invariante, a esquerda, em G.

Noés agora veremos que F, (fibra sobre (p,p) € 0A;) tem uma estrutura de
grupo identificada com G,,.

Primeiramente veremos que existe um ponto distinto em £}, a origem na-
tural. Com efeito, tome v € X, (v,v) € X, x X, que define um elemento
Op = [(v,v)] € 511N, (0A).

Depois vemos que G, age em X, x X, de duas formas (que induz um mer-
gulho de G, em GL(T,X x T,X), chamado G}, a imagem de GL(T,X x T,X)
via aquela agao). Temos que

(i) v(v,w) = (yw,w), v € Gp;

(i) v(v,w) = (v,yw) v,w € X,,

que descendem da acao em F,.

A acao é transitiva e induz um grupo, usando a agao de Gé em F,. Assim
F,~G,.

A acao de Gé em [}, é entdao via translacdo a esquerda (G em F), ¢ feita
via translagao a direita). Finalmente damos algumas coordenadas locais do
espago “blow-up” X xy X perto da face frontal, F'.

Em X(g ) X X,y usamos (z,y,2’,y’) como coordenadas (como usual z, 2’
fungoes que definem a fronteira). Podemos também usar as seguintes coor-
denadas: (z,y,2,Y =y —y'). Agora 0A; = {z =2’ =Y = 0}, e podemos
identificar o fibrado normal de JA;, N(94,), com sua vizinhanga tabular.
Podemos ver z,z’',Y como coordenadas lineares nas fibras de N(04,;), y
como coordenada em 0.

Vemos que z,y, 2,1y, Y podem ser levantadas & X x X —9A; C X xg X, e
entdo se estendem a fungoes C* em X xo X. Ainda mais R = (2% + 2? +
1Y|?)Y/2 é uma funcdo que define a fronteira da face frontal, F.

Note que
x Y

/
1
§=—, z=—, t:m_:_7 (4.2.4)
! x! T S
-Y T o
Z/ ey —’ p fr— —’ pl = — (425)
x Y] Y]
Y
r=1Y|, w=-—— (4.2.6)
Y]

sao todas definidas em X Xy X, z,2',Y como coordenadas em N(0A,).
Temos que

1. As coordenadas (s, z,2,y’) estao bem definidas fora de BN F, 2/ =0
define a face frontal F' e s = 0 define a face superior 7.
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2. As coordenadas (t, 2/, z,y) estdo bem definidas fora de FNT, z =0
define a face frontal F' e t = 0 define a face inferior B.

3. As coordenadas (p, p/,r,w,y) estdo bem definidas perto de TN BN F
(fora do centro de F'), r = 0 define a face frontal F', p = 0 define a face
superior T" e p/ = 0 define a face inferior B.

Apo6s a definicao de produto esticado, podemos agora definir uma )V, classe de
operadores pseudodiferenciais. Esta classe de operadores pseudodiferenciais
nao ird conter a parametriz que estamos procurando. No paper [1], Melrose
chamaria isso de “pequeno” cdlculo, e uma classe de operadores pseudodifere-
nciais chamada célculo “completo” que contém a parametriz de um elemento
eliptico de Vp, que sera definido posteriormente.

4.3 O Calculo dos Simbolos

Como dissemos, a classe V, de operadores pseudodiferenciais serd definida
por propriedades do seu nicleo de Schwartz, mas para fazer isso mais invari-
ante, devemos incorporar a chamada meia densidade fibrada.

Lembremos que X é uma variedade compacta sem bordo. Um operador lin-
ear continuo A : C>°(X) — C~>°(X)(distribuicdes estendiveis), definido como
sendo o dual da densidade C~*°. Seu ntcleo de Schwartz K4 € C~*°(X X
X,T,), onde I, é o levantamento da desidade fibrada de X a X x X por .
Queremos incorporar a meia densidade.

['(X) = densidade fibrada usual em X.

Nao é nada natural para nés considerarmos como a densidade Riemanniana

de uma métrica assintoticamente hiperbélica tem a forma a(z,y)%%  em

dz® + h(z,y, dy)
2 )
Portanto, é mais natural considerar a meia densidade singular fibrada F(l)/ *(X)
como funcoes C* da forma

coordenadas locais (g =

dx dy 1/2
= 121 === 4.3.1
v = alwy)? | (43.1)
Assim considere o operador
B:C(X;TYA(X)) — (X Te2(X), (4.3.2)

onde Kp € C~(X x X,Tt/*(X x X)). Note que
To(X) = p7"7'T(X), (4.3.3)
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onde p é uma funcao que define a fronteira de X.
Do(X x X) = (pp) " (X x X), (4.3.4)

onde p, p’ sao fungoes que definem a fronteira de X x X. Logo definimos
[o(Y) para qualquer variedade Y com fronteira como

T(Y) = (propn) "I T(Y), (4.3.5)

localmente perto de p € Y, onde py, ..., p, sao func¢oes que definem a fronteira
de faces de codimensao 1 que contém p.

Lema 4.3.1 Seja b : X xg X — X x X a aplicacao “blow down”. Entdo
b (T (X x X)) = Ti2(X %o X).

Demonstracao:

Vemos que precisamos apenas checar a afirmacao acima perto de F, i.e.,

numa vizinhanga de F. Temos que (s, z,2’,y’) sdo coordenadas validas em
/

FNT (lembre que s = E,, z= u) Considere a aplicacao
x T
dxdydx’dy’ 1/2 dsdzdx'dy 12
xn—i—l CL’/TH_l SSn[L’,CL’m

Lembre que 2’ = 0 define F' e s = 0 define T. O caso de F' N B ¢é similar.
Para F'N BNT, considere

dxdydx’dy’ 1/2 dpdp' drdwdy 1/2
— H —
xn+1xln+1 pplrpnpmrn
Isto conclui a demonstragao. [

Observagao 4.3.1 Note que do Lema acima seque que Kg € C~°(X X,
X), T * (X xX)).

Vamos agora escrever em coordenadas locais B em termos de K 5. Na verdade,
o que vamos fazer é usar as coordenadas (', s, z) no interior de X xo X.
Usando as coordenadas (2',/, s, z) na face frontal, temos pela observagao
acima que

ds dz dx’ dy 12

KB - K@/?y/,&z)% Y=




o7

1/2

xdy
, temos que

xn+1

Tome f = f(z,y)u, p=

Bf - (Wl)*(b*KB X W:f) = (7Tl o b)*(KB X *ﬂ-:f)a

jd que mf = f(a',y' ), daf

T T x .ds

Bf(xay) - /K(fay - gz;572>f(g,y - gz>?dzu7

lembre que

/
y—y r o
—= == -

W= —dity=y— =
S

x
§=—,2=
/
x

VRS

Note que

T T

Kig = 8(s — 1)8(2)7, / 5(s — 1)3(2)f (Ey - gz) ds%u = f(a,y). (4.3.6)

Definicao 4.3.1 Seja K§(X) C C~°(X X X, Fém(X Xo X)) o espago das
secoes de distribuicoes conormais de F(l)/Q(X X0 X) associadas a Ay, € que

se anulam em T e B em todas as ordens.

Ponha B € UM(X,Ty*(X)) se, e somente se, Kz € K{*(X). Note que
Dif f§(X, Ty/*(X)) € WH(X,Ty*(X)).

A seguir, nés gostariamos de definir o 0—simbolo e o operador normal para
um B € Ui(X).

Note que Kp é uma distribuigao conormal associada a A, e que A, inter-
secta F' (face frontal) transversalmente. Logo

WF(Kg) N N*F =0, (4.3.7)
e Kp|r estd bem definida. Definimos para p € 0X

N,(B) = Kplr,. (4.3.8)

Assim, mais precisamente, estamos nos restrigindo a F},. Na verdade o fibrado
normal de F},, num ponto distinto, pode ser identificado com Ay, .
Lembremos que F, ~ G(~ X,,), logo interpretamos o operador normal N,(B)
como o operador convolucao invariante a esquerda em G. (Lembre que se
Ko é uma distribuicao em um grupo, o operador convolugao a esquerda
correspondente C' é dado por

C(g) = / Ke(2)f(z 'g)dz, == gh™)
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Assim, seja p = (0,7) um ponto em 0X = 0A; (aqui usamos o sistema
de coordenadas (x,y) em X). Escreva, como fizemos anteriormente, para
B € W(X,Ty?)

dsdzdz'dy’

kg = k("¢ s,2)y, 7= PrEE Y

bl

segue que
kglr, = k(0,y,s,2)y. (4.3.9)
Portanto para f = f(x,y)p uma meia densidade singular em F,, pu =
wdy 11/2
zn?}{ )
_ _1 ds 1 1 —z
NP(B)f(:Evy) = k(O,y,s,z)f((s,z) ('xvy))?dzﬂa (S,Z) = ga ?
_ T T \ ds

onde [ = f(z,y)u. Para ver que esta definigdo coincide com aquela dada
para operadores diferenciais, tome P € Dif f’g(X , Fé/ ? ¢ defina

P'= )" piale,y)(@d,) (0,,)"

j+lal<k
Como krg = d(s — 1)d(z)7, segue que
ke =Y pia(®,y)(s0.) (s9:)*8(s — 1)5(2),
J+lal<k
donde
Ny(P) = Kplg, = Y pjal0,9)(s0,) (s0.)0(s = 1)5(2),

J+lal<k

que é o nucleo de Schwartz do operador diferencial Z Pia(0,7)(50,) (50,)"
fora de F, >~ X,. Lembre que b.(s0;) = x0;, b.(s0,) = x0,.

Veremos agora o 0—simbolo para B € Uj'(X). Primeiramente, lembremos o
que 7 significa quando escrevemos B € V§'(X, F(l)/Q(X)),kB € KJ"(X), em
termos dos simbolos kg € C~°(X XX, F(l)/Q(Xon)) tais que kB‘XXOX_AZO €
C=(X xo X, Ty (X %o X)).

Perto de um ponto no interior de A,

kp(w,w') = (27T)"l/eKww/’&a(w,w’,f)df\dwdw’l”27 w = (z,y),w = (2/,y),
(4.3.11)
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onde a € §™.
Perto de um ponto em dA,;, usamos as coordenadas (s, z,z’,y’). Temos

dsdzdx'dy

sn—i—l x/n—i—l

(4.3.12)

I

kg(s,z,2',y") = (27r)_”/ei[(S_I)CH"}b(S,z,x',y',f,n)dnd(

quando b € 8™.

Na verdade, as duas expressoes acima sao exatamente a representagao local
da integral oscilatoria de uma distribuicao conormal. Note que w = w’
e s = 1,z = 0 definem A;. Uma distribuoi¢do u, u € I"™(X,Y) é uma
distribuicao conormal de ordem m em X se, e somente se, localmente, X =~
RPLT2 Y ~ R ~ {2/ = 0},

(a.a”)

u = (27T)"/ei<x/’€>a(:1:,§)d§,

a € SR x Rt 9207 a(z, €)| < Cap(l + &))" 1Pl Agora este
simbolo local se une (“patches together”) para dar o 0—simbolo principal de

B € WI(X), %0,u(B) € S™(°T*X) /S (OT* X).

Observacao 4.3.2 Vemos que na regiao sobreposta, (4.3.16) é obtida de
(4.3.15) por uma mudanca de varidveis. Em algum sentindo, o “blow-up”que
usamos para construir o produto esticado € destacado pelo fato que apos esta
mudanca de coordenadas, teremos a forma correta da integral oscilatoria que

representa a distribuicao conormal na diagonal.

Com relagao aos dois simbolos, temos o seguinte resultado (ver Mazzeo-
Melrose [1]).

Teorema 4.3.1 Para qualquer variedade com fronteira X, os espacos de
operadores pseudodiferenciais Vy formam um anel “symbol filtrede”de ope-
radores

B:C®(X) — C®(X), VB¢ X))

e para todo m € R a aplicagao de simbolos dd uma sequencia exata

0— \I’gb*l(X, F[l]/Q) - W?(X, F(l)/2) _ Sm(OT*X)/Smf%OT*X) 0
(4.3.13)
m 1/2 / m’ 1/2
tal que, para B € Vi'(X,T)"), B € U§" (X, T'y7),

0 msm (B - B) = 0,(B) 2 0, (B)) mod S™™YOT*X).  (4.3.14)
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Além disso, a aplicagao N, dd um isomorfismo, C* na base, no fibrado das
dalgebras G;— convolugdes nas fibras de Xyx, que consiste das metades pontos
interiores( “inward-pointing halves”) de Tyx X, sobre X e tem niicleo (espago
nulo) p¥i (X, F(l)/g), onde p € uma funcao que define 0X.

4.4 Construcao de Parametrizes

Terminamos aquilo que chamamos de “pequeno”célculo. Como dissemos an-
teriormente o “pequeno” calculo nao contém a parametriz que estamos procu-
rando, porque, como veremos adiante, o resolvente do modelo Agn+1 tem
nicleo de Schwartz com termos de fronteira. Assim, temos que incorporar
estes no calculo. Esses termos de fronteira sao dados pelas seguintes formas
conormais.

Definigao 4.4.1 Seja Z uma variedade C* com fronteira; seja p; a fungao

que define a fronteira de suas fronteiras de codimensao 1,1 =1,...,N.
Definicao 4.4.2
AN (Z) ={ueC>(2): Viu e p’ L™(Z),Vk},
onde J € um multi-indice, J = (j1, ..., jn), p” = pi*..o% .
Aplicando a defini¢ao acima a Z = X Xy X, temos a seguinte definigao.
Definicao 4.4.3
Ky (X)) = A" ([X %0 X])xxex ® C2(X xo X, Tg).

K" = Ko (X) + K3 (X).

Temos que
B e UMt ( X, TY?) & ky € KI(X).

B € RFU™ (X TY?) & kp € REKI™Y(X),

onde R é uma funcao que define a fronteira de F'.
Em Mazzeo-Melrose [1], temos o seguinte resultado.

Lema 4.4.1 Qualquer aplicagio B € R®U, (X)) define uma aplicagio
P LA(X,T?) = 2™C™(X,T%), VYm >> 0,

em particular se p > n—Db, entdo a aplica¢io acima é compacta em 2P L*(X, Féﬂ).
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Observacao 4.4.1 Na verdade no artigo original de Rafe Mazzeo e Richard
Melrose (Lema 5.5) € dito que qualquer B € Wy (X)) define uma aplicagdo
de P H°(X, F(IJ/2) em C=(X, Fé/2) sep >n—>b. Mas foi comprovado que isso

nao € valido.
Ainda em Mazzeo-Melrose [1], temos o seguinte.

Proposicao 4.4.1
Dif fExX, TY?) - wmeb (X TY? ¢ umthaeb(x T2,
Seja B € WX, T/?). Por defini¢io B = B'+B", B' € UT(X,T/%), B" €

\I/aoo,a,b(X7 Fé/2>, ekp =kp + kpn.

1. Defina o 0—sfmbolo principal de B € (X, T/?) por %0,,(B) =°
om(B’). Vemos que este estd bem definido, ja que Vg'(X, F(l)/2) N
W) = W (X T ).

2. Existe uma seqiiéncia exata
0= Wy (X TG ) — 0 (X T )
00, — S™(°T*X)/S™ 1 (°T*X) — 0.
3. Pe Dif fl(X,TY?), Be (X, 1)/?

00 mams (P - B) =° 0,,(P) o° 0,/ (B)

Seja B € Uy (X, Te/?), kg € C®(X xo X,TY/?).

1. Definicao 4.4.4 Seja p € 0X, N,(B) = kg, € bem definada.
2. Existe uma seqiiéncia exata
0 — RUG (X, Ty/%) — w0 (X, Ty*) N A (F,Ty/% ) — 0,
onde R é uma funcao que define a fronteira de F'.
3. Pe Diffi(X,TY? B e 0y (X T)%), p e dX,

Np<P ) B) = Np(P> ) NP(B>
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Lembremos que queremos encontrar um termo de erro em R®W;**"(X).
Logo, temos que remover singularidades conormais em A;, e remover a série
de Taylor do ntucleo na face frontal, F.

Isso é feito pelo 0—simbolo principal e pelo operador normal respectivamente,
como exemplificado pela seqiiéncia exata nos dois casos.

Como temos que remover a série de Taylor do nticleo de Schwartz na face
superior, T', temos que definir outro simbolo para a face superior.
Primeiramente note que o espago residual apds os dois primeiros simbolos é

R, " (X).
Definicao 4.4.5
R(¢) = (&g = ¢(n—=¢)) 7,
onde A, € um operador positivo auto-adjunto em L*(X,vol).
Temos R(C) : L*(X,vol,) — L*(X,vol,) limitado para Re¢ > n.(pois, neste
caso, ((n — () € R*.)

Considere v = |dzdg| = |voly|, A, = Y2A,y Y% R() = (A, — ((n —
)7t =4Y2R(¢)y~Y/2. Em Mazzeo-Melrose [1], temos o seguinte importante
proposicao.

Proposicao 4.4.2 Para n par a todo ( € C o resolvente
R(¢) € Uy 2¢(B™1 Ty/%) (4.4.1)

forma uma funcao inteira de ¢ no sequinte sentido. Existe uma decomposicao

R(C) = R(O+R"(C), R(C) € U*(B™,Ty%), R'(C) € Ug™(B™, 1)
(4.4.2)

com termo de fronteira, R"((), tendo nicleo na forma
K'(C) = () (0)°F(C),  F(C) € C¥(X %o X, Iy, (4.4.3)

onde F' € inteira em (; aqui p e p' sao fungoes que definem as faces superior
e inferior de X xo X, respectivamente. Para n impar, o mesmo fato € vdlido,
exceto que R(C) tem polos, de ordem finita, em —Ng = {0, —1, -2, ..}.

Lema 4.4.2 Se ¢ ¢ uma funcao que define a fronteira de B™, entdo
R(C) : C=(B™' T — ¢c=(B" T/ (4.4.4)

€ inteira em (, para n par, e meromorfa com polos de ordem finita em —Nj

para n impar.
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Talvés, o resultado mais forte do artigo de Mazzeo-Melrose [1] é o seguinte.

Teorema 4.4.1 Se g é uma métrica Riemanniana do tipo definido no capitulo
4 em uma variedade compacta com fronteira, X, de dimensao n+ 1, entdao o

operador
P(¢) = ldpl,*Ag +¢(n = ¢) (4.4.5)

€ wnwvertivel, pelo Teorema Espectral, para Re( suficientemente grande, com

INVETSOo R(C) estendivel a uma familia meromorfa
R(C) € Uy2(X, T (4.4.6)

em C\ {3(n+N)}.

O passo mais importante na demonstracao do Teorema acima é a construgao
de uma boa aproximagao de R(().

Proposicao 4.4.3 Sob as hipoteses do Teorema 5.4.1, existe uma familia de
operadores M (C), meromorfa com polos s6 em 5(n—N) e residuos de ordem

finita tal que
P(¢) - M(¢Q) = Id = E(¢) € R®Wy™>(X,T?). (4.4.7)

Demonstracao:
Dividiremos a demonstragao desta proposicao em trés passos.
Passo 1: Existe My(¢) € U, %(X, F(l]/Q) tal que

P(O)Mo(¢) — Id = Q1(¢) € Wy™(X,TH/?), (4.4.8)

com My(() inteira.
Primeiramete vemos que existe Mg tal que

P02(P(()) 0 -2(Moo(C)) =° o0(1d),
pois P(() é eliptico. Segue que

P(C)Moo(¢) — Id = Q10(C) € \Ifgl.

Vemos agora que existe M 1(() tal que

OUQ(P(C))OU—?)(MLO(C)) =0 o_1(Q1,0(¢))-
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Segue que
P(¢)(Mop(¢) + Mo (Q)) — Id = Qa0 € Ty

Procedendo induitivamente, ponha
Mo(¢) =D Mio(0). (4.4.9)
k=0

Passo 2: Existe M (¢) € Wy™“¢(X, Fé/Q) tal que

P(OM(Q) = Q1(€) = Qa(C) € W™ 14(X, 1) (4.4.10)

com polos em
N
(a) polos do resolvente modelo (n {mpar, polos em —70)
(b) Propriedades do resolvente modelo
f10-y-%

_No
2

Temos que existe M (¢) € ¥y tal que

Np(P(C))Np(M0(¢)) = Np(Q1(C)) (4.4.11)
Segue que
P(Q)My0(¢) = Q1(¢) = Qua(¢) € RUG™TE, (4.4.12)
donde
P(CO)Mio(¢) — Q1(¢) = —2Q7 1(¢) € RTZ™HC QY 1(C) € Wy ™,

(4.4.13)
onde = anula-se nas faces frontal e superior.
Considere o sistema de equagtes para M ;(() € \Ifaoo’C’C(X, F(l)/Q), k>0,

{ POMx(C) = QualC) = —2Q1p (C): 1ra(Q) € \Ijoioo’g’cik
Qui(€) = £QI(Q) € W™ k> 0(k = 0,Qu10(¢) = Qi(0))
(4.4.14)

Assume que a equacao acima é resolvivel. Ponha

My(¢) = a™ My x(¢) € Uy, (4.4.15)
k=0
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Temos que

POM(Q) - Q1<) = P(O) (z m"fMl,k@) (1.4.16)

= M (POMK(C) =D (@) (—Qur(Q) + 2Q1 111(0))
= Ql(o - fQ,ﬁ(O + lelll(C) - fleb(C) + I,wQ¥2(€> + .

Resta portanto provar que o sistema de equacoes acima possui solugao.
Temos que

Np(P(Q))Np(M11(C)) = Np(Q1,1(C)) (4.4.17)
= P(O)M;1(¢) — Qui(C) € RUyTH<F,

Logo, basta mostrar que a equacao (5.4.20) possui solucao M 4(¢) € W, ooeh
mas isto é exatamente a Proposi¢ao 6.17 de Mazzeo-Melrose [1], que enunci-
amos aqui.

Proposicao 4.4.4 Seja () uma quarta parte da esfera como fibras da face
frontal com x,r fungoes que definem a fronteira das faces superior e inferior,

respectivamente. Para k € N,p € 7

> . 2.CFDp,.C+k oo 1/2 CHp.C oo 1/2

R(C) : r¢PatThC™(Q, Ty ") — 1 PatC™(Q, Ty, (4.4.18)
(esz(n—k)—iNg, ¢ € ip— 3Ny e ( € =Ny para n impar.

Assim Q1(C) € r¢1a¢FC=(Q, Ty*) e My4(C) € réFasC™=(Q,Ty/?).
Passo 3: Existe My(¢) € R, (X, T/%) tal que

P(O)Ma(C) — Q(C) = Q3(C) € R®Wy ™™ (X, Ty/%), (4.4.19)

onde M5(¢) possui polos em %(n —N).
Em seguida ponha

M(C) = Mo(C) — Mi(C) — My(C) € Wy ™4 (X, Ty). (4.4.20)
Segue que

P(OM(C) — Id = E(C) = Qs(¢) € R®U5™>¢(X, T}/



Capitulo 5

A Matriz de Espalhamento

Continuamos aqui supondo que (X,g) é uma variedade assintoticamente
da® + h(z, y, dy)
2

hiperbdlica, onde g = , x ¢ uma funcao que define a fronteira

de X, 0X.
Considere hy = i*(2?g), onde i : 90X — X é a aplicacao inclusao.

T

Proposicao 5.0.5 Considere o sequinte problema de Poisson:

{ (A, —s(n— s))u; =715 € C¥(X), u; €C®(X),i=1,2

n 5.0.1
u; = 2" 5 fi + 2%g; + O(x2 1), fir9: € C*(0X). ( )

Onde Res = n/2, que implica que s(n — s) € real. Temos entdo o sequinte

/ (urF7 — r)dv, = (25 — 1) / (1T — 0175) v, (5.0.2)
X 0X

Demonstracao:
Com efeito, temos que

/X(ulr_g — rlg)dv, = /X w1 (Ay — s(n— s))us — (Ay — s(n — s))utzdv, =

_ / WA — AguTsdy,.
X
Usando o Teorema de Stokes:

Teorema 5.0.2 Sejam ) uma variedade compacta com fronteira OS2 e g uma

métrica Riemanniana suave a partir da fronteira de ). Entdo
0 0
/ P1Ads — P A¢rdv, = / ¢1ﬁ - ¢2ﬂvld Vg, (5.0.3)

onde v é um “unit tnward point of vector”em OS).

66



67

Escrevemos
/ w Aty — Ayuitzdv, = lim A gy — Aguitzdv,. (5.0.4)
X =0 X ={z>e}
Aplique agora o Teorema de Stokes acima com Q = X, ¢1 = uy, ¢ = Us.

Temos antes que calcular v e v1Ldv, no nosso caso.

1. v =2—. Temos a%J_ as superficies de nivel de {x =€}, ¢ (x(%, xa%) =
x
dxz(x%,x%)

Vvdet ho(1 + O(x))

xn—i—l

2. dvy, = dz N dy; A ... \ dy,, donde

Vdet ho(1 4+ O(z))dys A ... A dys,

:CTL

vldv, =

Temos entao que

/U1A9U_2—Agulu_2dvg—/ (2" fit2° g1 +O0 (22 +1)) ((n—3)a" > fo+52 g3+ 0 (2™ *1)
€ 0Xe

(5.0.5)
Vdet ho(1 + O(x))

xn

_/a:nsEJr:IJS%%—O(:U"/Hl))(n—S)x"8f1s:csg1+0($n/2+1) dyr..dy,, v =c¢

6u_2 _8U1

= — —Uy—vLdv,.
/BXE (75} 81; U9 aUU Ug

Podemos ignorar os termos com ordem O(e"™!). Calculando diretamente
obtemos que (5.0.5) é igual a

/M (25 —n)(f1f2 — 912)dvn, + O(e)] . (5.0.6)

E.g. o termo envolvendo fl,ﬁ

= ST — (= AT = (s — 9 COLT,

onde s = § +ia = s —5 = 2ia,2s —n =n+ 2ia —n = 2ia.

= " (n—8) fifo— €55 (n — 8) fifo = (25 — n)€E" f1fo.
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Observacao 5.0.2 Vemos que

/ (urry — ryug)dvy = (25 — n)/ (f192 — fag1)dvp,. (5.0.7)
X 0Xx

Tentaremos agora resolver o problema de Poisson. Primeiramente vejamos
as propriedades de A,.

1.

o(A,) = [”Z +oo> Uopp(Ay)

opp(Ay) C [0,n?/4) e é finito.
2. (Ay —s(n—s))"t = R(s) : C*(X) — 2°C>°(X), onde s ndo é um polo
de R(s).

~ . N . .
Proposicao 5.0.6 Seja s tal que Res > g,s # g + 70. Entao existe um

operador ®(s) : C*(0X) — " *C*(X) tal que para toda f € C*(0X)

(Ay —s(n—235))0(s)f € COO(X)
O(s)f =a"*f + O(a" )

Demonstragao:
Dada f € C*(0X) existe u € 2" °C*>*(X) tal que

{ (Ay—s(n—s))u e C®(X)
u=z""°f+ O(x" 5t

Pelo Lema de Borel, é suficiente achar uma série de poténcias

o @]
n—s+j,
E T uj,
=0

{ (Ag = s(n =) (3720 2"y = O(x%)
ug = f
Temos que
(A, — s(n— 8))(2" 5 uy) = (5.0.8)

= (= (20,)* + nzd, + 2*Ap, + 2E — s(n — 8)) (2" " uy),
onde E € Diffo(X), e (5.0.8) é igual a

]-(28 —n— j)l’n_s+jUj + O(mn_5+j+1),
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onde O(x"¥HH1) = "=t Bgu; 4 "5 H2( Ay uj 4 Eyug) + O (a1 7513),

onde Fj é um operador de ordem 0 e E; é um operador de ordem 1. Temos
j=0=j2s—n—j)=0.

Assim podemos escolher ug arbitrariamente. Tome ug = f.

j=1= (2s —n— 12"y = —2" ! Eyuy,
E
logo podemos escolher u; = —L.
2s —n—1
§=2=2(5s—n—s)a" T uy = —2" (A up + Erug) — 2" T2 Eguy

~[(Apof + Erf) — 5280
2(2s —n — 2) ’

E assim sucessivamente. ]

= Uy = 28—TL¢N0.

N
Proposicao 5.0.7 Seja s, Res > E, s # 3—1—70, s(n—s) & opp(4,). Entao
existe P(s) : C*(0X) — C*(X) tal que

{ (Ay — s(n — s)_)(P(s)f) =0 (5.0.9)
P(s)f =a"*F +2°G, FGeC®(X) Flox=f

Demonstracao:
Ponha
P(s) = (Id— R(s)(Ay — s(n—s)))P(s)f (5.0.10)

= &(s)f — R(s)(Ay — s(n — 5))0(s) f,

e O(s) € 2" °C®(X), i.e. P(s)=a" f + ...
(Ay —s(n—s)) € 2°C>*(X), temos que

(B, — s(n— $))(®(s)f — R(s)(A, — s(n — $))B(s) f)
— A, — s(n— $)B(s)f — (A, — s(n — ))B(s)f = 0

Proposicao 5.0.8 Com as mesmas hipdteses em s da proposicao anterior,

a solucao acima do problema de Poisson € unica.
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Demonstracao:
Suponha que w; e wy sdo duas solugoes. Temos que wy — wy = 2°C*(X).

n 2 ' o)
Res > 5 = w; — we € L*(X) <dvg = Wd:{:dyl...dyn,go eC (X)>

g2 L = 22t ¢ integravel quando Res > %. Isto implica que s(n —
n
s) € opp(4\,), contradigdo! Logo Res = BY usando a proposicao 5.0.1 com

uy = wy — wy, uy = R(n — s)1, onde ¥ é qualquer funcdo em C(X). Temos
quer; =0, f1 =0,79 =, g, = 0, segue que

[ (= wafid, = s =) [ 0=0

0X

onde 1 é arbitraria. Portanto w; — ws = 0. m

N
Defini¢ao 5.0.6 Dado s, Res > g,s #* s 2 s(n—s) € opp(A,). Defi-

nimos a matriz de espalhamento S(s) : C*(0X) — C®(0X) como
S(s)f = Glox, (5.0.11)
onde G € aquela da proposi¢cao 5.0.3.

Proposigao 5.0.9 A matriz de espalhamento S(s), Res = §,%5 # s, satisfaz

as sequintes propriedades:
1. S(n—s)=S(s)7.
2. 5(s) € unitdria.

Demonstracgao:
Aplicando a proposi¢ao 5.0.1 a u; = P(s)p1,us = P(8)po, 1 = 0,79 =0, f1 =
b1, f2 = phia, g1 = S(8)¢1, g2 = S(8)¢2, segue que

0= Qﬁl@_ S(S)¢1S(S>¢2fvho7i'e'7
0X

< ¢y, g >=< S(8)p1,S(s)py >, em outras palavras S(s)* = S(s)~L.
Usaremos agora o fato de que S(s) tem estengdo meromorfa a C, de fato,
podemos definir

S(n —3) = (S(s)*)"!, Re > g (5.0.12)
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n
Note que n — 5 é a reflexao de s em torno da reta Res = 5 Vemos que se
n - s
Res = BY entdao n — 5 = s, donde S(n —3) = S(s) = (S(s)*)!, desta tltima
igualdade segue que S(s) é unitéria. "
Um importante resultado que foi provado por Joshi e S& Barreto é o seguinte:

Teorema 5.0.3 .

(i) S(s) € WF(9X) ¢ uma familia meromorfa em C\ {conjunto discreto}
e

ot = T e

2

(i1) s € C\ {conjunto discreto}, singularidade do nicleo de S(s) determina
hii=01,2, ..
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