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Resumo

Neste trabalho mostramos alguns dos principais resultados acerca do nimero de pon-
tos omitidos pela aplicagao normal de Gauss de superficies minimas regulares completas.
Comecamos com uma das versoes do teorema de Bernstein e citamos os resultados con-
seguidos, no sentido de seu melhoramento, por Osserman, Xavier e Fujimoto. Por fim
introduzimos o teorema de Mo-Osserman o qual se caracteriza como uma extensao do

teorema de Fujimoto.



Abstract

In this work we show some of the main results on the number of points
omitted by by the Gauss map of a complete minimal surface in three-dimensio-
nal Fuclidean space. We start with one of the versions of Bernsteins theorem,
cite the results of Osserman, Xavier and Fujimoto on the subject, and finally
prove the extension of Fujimotos theorem done by Mo and Osserman.
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Introducao

Superficies minimas completas sao objetos muito interessantes de estudo. Durante o
século XIX muitos resultados foram encontrados e publicagoes foram feitas gracas aos tra-
balhos de matematicos como, Catalan, Bonnet, Riemann, Weierstrass, Enneper, Schwarz
dentre outros. Atualmente merecem destaque os trabalhos de Weierstrass e Enneper.
Estes introduziram a chamada representacao de Weierstrass que estabelece uma relagao

entre a teoria das superficies minimas com a analise complexa.

No século XX matematicos como Bernstein, Osserman, Xavier e Fujimoto obtiveram
resultados importantes acerca do nimero de pontos omitidos pela aplicagao normal de
Gauss de superficies minimas completas em R3. Bernstein mostrou ser o plano o nico
grafico minimo completo que dito de uma forma mais apropriada quer dizer que se a
aplicacao normal de Gauss omite um hemisfério de S? entdao a superficie é um plano. O
teorema de Bernstein é um resultado nao trivial em equagoes diferenciais parciais porém
resultados mais fortes que estes foram obtidos. O primeiro deles é devido a Osserman. O
mesmo generaliza o teorema de Bersntein afirmando que se um dominio é omitido pela
aplicacao normal de Gauss entao a superficie minima completa é um plano. Seguindo
esta linha poderiamos dizer que o resultado obtido por Xavier - se a aplicagao normal de
Gauss de uma superficie minima completa em R3 omite sete pontos, entdo a superficie
é um plano - é, sem duvida, espetacular pois este é o primeiro a obter uma quantidade

finita para o nimero de pontos omitidos pela aplicacdo normal de Gauss de superficies



minimas completas. Porém, este resultado poderia ainda ser melhorado. Fujimoto conse-

guiu mostrar que cinco era o nimero que tornava o resultado de Xavier o melhor possivel.

Basicamente esta dissertagao mostra as demontragoes destes resultados, um pouco das
teorias necessarias para compreendé-los e por fim uma extensao do teorema de Fujimoto,
o teorema de Mo-Osserman, conseguida por Osserman num trabalho conjunto com seu

aluno Xiaokang Mo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Um pouco de histéria

Atualmente definimos uma superficie que tem curvatura média, H, nula em todos
os pontos como minima. Porém o estudo de tais superficies comegou com Lagrange, em
1760, mesmo nao se conhecendo esta definicao. Ele considerou o problema de achar a
superficie de area minima que tem uma dada curva fechada e sem auto-intersecgoes como
fronteira. Contudo, em seu tempo, muitas das questoes sobre superficies minimas nao
foram esclarecidas e o proprio Lagrange nao deu exemplos de superficies minimas, exceto

o exemplo trivial do plano.

Ainda hoje, achar exemplos de superficies com curvatura média nula nao é uma tarefa
facil. Mesmo para o caso das superficies que sao graficos, z = f(x,y), de funcoes dife-

renciaveis, caso estudado por Lagrange, a curvatura média nula é equivalente a equacao

of\*\ 0*f . ofof &*f of\*\ o*f
<1+(a—y) >@+2%a_yax8y+<l+<%) )a—yz—O, (1.1)

que é conhecida como equacao das superficies minimas ou equagao de Lagrange.

Lagrange observou que uma fungao linear f(x,y) = ax + by + ¢ é claramente solugao
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desta equacao, onde de fato os planos (x,y, ax + by + ¢) sdo superficies minimas.

No tempo de Lagrange, além de nao se conhecer a definicao de curvatura média,
também nao estavam definidas as curvaturas principais k; e ks (estas introduzidas por
Euler num trabalho também no ano de 1760). Foi somente em 1776 que Meusnier inter-
pretou geometricamente a equagao (1.1) como significando

ki + ko
2

H = = 0.

Como a equagao (1.1) é complicada, Meusnier procurou solugoes com propriedades

especiais e obteve o helicdide, figura (1.1) e o catendide, figura (1.2) como solugoes.

Figura 1.1: Helicéide

Em 1835 Scherk obteve outro importante exemplo de superficie minima resolvendo a
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Figura 1.2: O Catendide

equagao (1.1) para fungoes do tipo f(z,y) = g(x) + h(y), obtendo g(z) = —logcosczx e

h(y) = log cos cy para ¢ constante. Assim o gréfico de

cos ¢y

f(x,y) =log
COS Ccx

é conhecido como a superficie de Scherk, figura (1.3) cuja vista de um angulo apropriado
é percebida como um ”tabuleiro de xadrez com infinitas casas”. Scherk também tentou,
mas sem sucesso, determinar todas as superficies minimas regradas, porém este problema
foi resolvido por Catalan em 1842, que provou ser o helicéide a nica superficie minima

regrada. Foi também mostrado que o catendide é a tnica superficie minima de revolugao.

Antes de Weierstrass, dar a solugao geral da equacao de Lagrange em 1866, Enneper
encontrou uma das mais simples superficies minimas, ver figura (1.4)no sentido em que
suas fungoes coordenadas sao produtos e somas de poténcias dos parametros u e v. Mais

precisamente a superficie consiste na imagem da aplicacdo = : R? — R3 dada por

u? )
xl(u,fu):u—g-l-uv :



Figura 1.3: A superficie de Scherk



Figura 1.4: A superficie de Enneper

1.2 A representacao de Weierstrass

Deste momento em diante passaremos a identificar o plano complexo C com o R?,

fazendo z = u + v onde (u,v) € R? e z € C.

Seja f : 2 C C — C uma fungao. Podemos escrever f como

f(z> = fl(uvv> + if2(uvv)=

10



onde fi : @ — R e fo : @ — R sado fungoes reais. Nestas condigoes f; = Re(f) é

chamada a parte real de f e fo = Im(f) é chamada a parte imagindria de f.

Definicao 1.2.1 Suponha que 2 é aberto em C. Dizemos que f é holomorfa se as fungoes
reais fi e fo possuem derivadas parciais continuas que satisfazem as equagoes abaixo:

oh _of 0K _ 0Oh

ou O © o Ou’ (1.2)

As equagdes (1.2) sao conhecidas como as equagoes de Cauchy-Riemann.

Definicao 1.2.2 Seja f uma funcao holomorfa num aberto €2 C C. Dizemos que z, €
C — Q é uma singularidade isolada de f se f esta definida e é holomorfa em todos os

pontos de uma vizinhanca perfurada de z.

Lembremos que uma vizinhanca perfurada de um dado ponto zy é um conjunto W que

nao contém zp e W U {zp} é uma vizinhanga de 2, no sentido usual.

Existem trés tipos de singularidades isoladas, e elas sao exclusivas, no sentido em
que uma delas ocorrendo as outras duas nao podem ocorrer. Sao elas as singularidades

removiveis, tipo polos e essenciais.

Podemos classificar as singularidades isoladas quanto ao comportamento da funcao f

numa vizinhanca perfurada:

1. zy é singularidade removivel de f <= f ¢é limitada numa vizinhanca perfurada de

29 <= existe e é finito o limite lim f(z2).

—Z20

2. zp é um pélo de f <= lim f(z) = oc.

—20

3. 2y ¢ uma singularidade essencial de f <= para toda vizinhanca perfurada W de

20, f(W) é denso em C <= o limite lim f(z) ndo existe.

z—20

Esta classificagao é uma conseqiiéncia dos teoremas da extensao de Riemann e Cassorati-

Weierstrass.
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Definicao 1.2.3 Dizemos que uma funcao f é meromorfa num aberto 2 € C, se existe
um conjunto discreto C' C €2 tal que f é holomorfa em 2 — C' e os pontos de C sao pdlos

de f.

Definigao 1.2.4 Seja f(u,v) : Q@ — R uma funcao de classe C?, onde Q é um aberto

de R?. Dizemos que f é harmoénica se,

o%f  O°f

o o0

Af =

em 2.

Definicao 1.2.5 Um dominio 2 C C é chamado simplesmente conezro se toda curva

fechada em 2 pode ser deformada continuamente em um ponto sem sair de ).

Seja Q C C um dominio simplesmente conexo e x(u,v) :  — R3 uma superficie

o 0\
ou ov/

entao x é uma aplicacao conforme e os parametros u e v sao chamados coordenadas

regular parametrizada X. Se

@
ou

o
| ov

1sotérmicas para a superficie X.

Teorema 1.2.6 Seja X uma superficie. Todo ponto reqular de X tem uma vizinhanga

na qual existe uma reparametrizacao em termos de coordenadas isotérmicas.

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [7], vol. 4, porém na se¢ao

(2.1) faremos uma demonstragao no caso em que X é minima.

Lema 1.2.7 Seja X uma superficie reqular parametrizada por x(uy,us), onde uy, uy SG0
) J )
parametros isotérmicos. As fungies coordenadas xy(uy,us) sao harmonicas se, e somente

se, X € superficie minima.
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Demonstracao Como uq, us sao parametros isotérmicos a primeira forma fundamental
de X é dada por

dr dxr\ [/ Ox Ox\ .,
Oxr Ox
diferenciando (1.3) em relacdo a uy e (1.4) em relagdo a usy , temos

2 2

O on\_( Fr ox .
8u1 8U1 8u18U2 8U2

2 2

o os\ (o O .
8U18U2 8U2 8U1 8u2

de (1.5) e (1.6) vem

0%z N OPx Ox \ 0
ou?  oul’ ouy /)

ox

o que corresponde a

e analogamente encontramos que

donde
Ax//N.

0%z 0*x
<ASL’,N> = <8—u%7N> —+ <a—u%,N> = b11 +b22

onde by e byy 820 os coeficientes da segunda forma fundamental. Usando a expressao da

Agora

curvatura média em termos de parametros isotérmicos (ver [9], pdg. 13) obtemos
(Az,N) =2)\?H(N)
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donde
Ax = 2>\2H(N)N.

Como as zp sdo harmonicas Az, = 0 , logo Az = 0 onde H(N) também é zero e isto

implica X minima. A reciproca é imediata . m

Facamos agora uma conexao com func¢oes harmonicas. Dada uma superficie X consi-

dere as fungoes complexas:

. oxy, axk _ ; -
0O = G —igh C=witin k=123 (-2
Note que :
3 3 3
9 o YLkyo TRN2 v
Z(bk(g) o Z(au1> Z(8u2> 2ZZ Ouy Ougy
k=1 k=1 k=1 -
x| o],/ 00 Oa
N U1 8uQ ! 8u1’ 8u1
e
3 3 3 2 2
2 8:):k 2 axk 2 _ O I
; [9e(E)]” = ;(aul) +;(8u2) | Ouy Qua

donde temos as seguintes propriedades:
(i)  ¢r(€) é analitica em & <= 1, ¢ harmonica em wy, us.

(i1)  wy,ug sdo parametros isotérmicos <=

PCAQEL (1.8)

(13i)  se uy, ug S0 parametros isotérmicos, entdao X é regular <=

> (& # 0. (1.9)

Lema 1.2.8 Seja X uma superficie minima reqular, com uy,us parametros isotérmicos.

Entao as fungoes ¢r(€) definidas em (1.7) sao analiticas e satisfazem as equagoes (1.8) e

14



(1.9). Reciprocamente, sejam ¢1(€), ¢2(€) e ¢3(§) funcoes analiticas de & as quais satis-
fazem (1.8) e (1.9) num dominio simplesmente conexo S). Entdo, existe uma superficie

minima reqular X definida sobre ), tal que as equagdes (1.7) sdo vdlidas.

Demonstracao Como X é uma superficie minima regular com parametros isotérmicos
entao, pelo lema (1.2.7) as fungoes coordenadas x, k = 1,2, 3, sdo harmonicas em uy, us
e pela propriedade (i) as ¢, sdo analiticas em £. Quanto a satisfazer as equagoes (1.8) e

(1.9) o resultado segue-se de (i7) e (ii7).

Reciprocamente, sejam ¢1(§), ¢2(&), ¢3(§) : @ € C — R analiticas. Seja P, uma

primitiva de ¢, em (2, isto é,
Pi(&) = ¢(§) VEe.

Assim

OReP, .0ImP
PUE) = =g, = +img,—

. 8R6Pk _ ZaRﬁ’Pk
N 8u1 8u2

= (bk
Desde que € é simplesmente conexo basta definir
3
o
ao longo de qualquer caminho ligando &y a &. =

Exemplo 1.2.9 Sejam ¢1(§) =1, ¢2(§) = —i e ¢3(§) = 0. Temos que

15



M)

3
Gr(€) =0 e Y |o(&) #0,
k=1

k=1
logo pela reciproca do lema (1.2.8) existe X superficie minima cuja parametrizagao x(§),

& = uy + iug com uq, uy parametros isotérmicos, é
z1(§) = Re [d§ =y
72(§) = Re [ —id€ = uy

(L’3(£) = 07

isto é, o plano z(uy, us) = (uy, us, 0).

Definicao 1.2.10 O recobrimento universal de uma variedade bi-dimensional M ¢é a
aplicagao II : M — M de uma variedade bi-dimensional simplesmente conexa M com a
propriedade que todo ponto p € M tem uma vizinhanca U tal que II7*(U) é uma unido
disjunta de conjuntos abertos V; em M , chamadas vizinhancas distinguidas do recobri-

mento de U, cada uma das quais é aplicada homeomorficamente por II sobre U.

O par (]\/4\ ,II) é chamado a superficie de recobrimento universal de M e desde que II
¢ um homeomorfismo local qualquer estrutura local de M é herdada por M. Sendo X
uma superficie minima regular definida pela aplicacao X : M — R3, temos associada
a X uma superficie minima regular simplesmente conexa X , chamada a superficie de
recobrimento universal de X, que é definida pela composicao X oIl : M —s R®, Segue-se
que

X é regular <= X é regular

X é completo <= X é completo.

Lema 1.2.11 Uma superficie minima reqular ndo pode ser fechada'.

lcompacta sem bordo
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Demonstracao Seja X uma superficie minima regular definida pela aplicagao x : M —
R3. Entao cada funcdo coordenada z, k = 1,2,3, é harmonica sobre M. Se M for
compacta, xj atingird um maximo interior e pelo principio do maximo cada xz;, deve ser

constante o que contradiz a definicao de superficie minima regular. m

Teorema 1.2.12 (Teorema da uniformizagao) O recobrimento universal de qualquer

2

superficie de Riemann® ¢ conformemente equivalente ao plano, ao disco unitdrio ou a

esfera.
O teorema da uniformizagao foi demonstrado por P. Koebe e H. Poincaré.

Observacao 1.2.13 Pelo lema (1.2.11) e pelo teorema da uniformizagao poderemos sem-
pre nos restringir a superficies minimas regulares x : Q — R? onde € é o plano complexo

ou o disco unitério.

Considere a equacao

$1(€) + ¢3(8) + #3(§) = 0. (1.10)

Lema 1.2.14 Seja Q2 um dominio no plano complezo, g(§) uma fung¢ao meromorfa ar-
bitrdaria em Q e f(&) uma func¢ao holomorfa em Q tendo a propriedade que em cada ponto
onde g(&) tem um polo de ordem m, f(&) tem um zero de ordem pelo menos 2m. Entdo

as fungoes

b= 300~ . b= fU+G) e b3=fg (1.11)

sao holomorfas em ) e satisfazem (1.10). Reciprocamente, toda tripla de fungoes holo-
morfas em ) satisfazendo (1.10) podem ser representadas na forma (1.11), exceto para
o1 =192 e g3=0.

2ver definicao 1.3.2

17



Demonstracao Com um célculo simples verifica-se que as fungoes em (1.11) satisfazem
(1.10).

Reciprocamente, dada uma solucao de (1.10), sejam

L 93
f=o1—igs , 9= by (1.12)
Se escrevermos (1.10) na forma
(61 — ig2) (01 + ig2) = — 93,
teremos
brtics= 2 g (1.13)
T b —io | |
Combinando (1.12) e (1.13) temos :
200 =f(1—g%) -~ &= £(1 —9°)
gy =—f(1+5) - b="T(+g)
9= % ¢3 = fg.
Como
¢ +igy = —fg°

¢ holomorfa segue-se que fg? é holomorfa e assim nos pontos onde g tem um polo de ordem
m, f terd um zero de ordem pelo menos 2m. Esta representacao pode falhar, somente se

o denominador de g em (1.12) se anular, isto é, ¢; = i¢2, 0 que implica ¢3 =0. =

Teorema 1.2.15 (Representacao de Weierstrass) Toda superficie minima X em R?

definida num dominio simplesmente conexo ) € C pode ser representada na forma

18



3
zk(€) = Re( : or(2)dz), k=1,2,3 (1.14)

onde as fungoes ¢y sao definidas por (1.11) e as fungoes f e g tem as propriedades do
lema (1.2.14), sendo o dominio Q o disco unitdrio ou o plano inteiro, e a integral sendo
tomada ao longo de um caminho arbitrdario ligando & a &. A superficie serd reqular se, e
somente se, f satisfizer a propriedade de se anular somente nos polos de g com a ordem

dos zeros exatamente o dobro da ordem dos polos de g.

Demonstracao Ver [9] pdg. 64. m

Podemos construir uma infinidade de exemplos de superficies minimas conhecendo-se
as fungoes f e g. No exemplo a seguir daremos as funcoes f e g da representacao de

Weierstrass para as superficies minimas mencionadas na se¢ao (1.1):

Exemplo 1.2.16 Para g(¢) = —ief e f(§) =e™¢ , £ € C, temos:

61(€) = (1 +¢%) = cosh

a(€) = (1~ %) = —isinh
¢5(&) = —1

onde

€
x1(€) = Re(/5 cosh zdz) = sinh u; cosus
0
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3
x9(§) = Re(/ —isinh zdz) = sinh uy sin ug

o
13
25(€) = Re( / —idz) = us.
o
Portanto x(¢£) é dada por x(uj,us) = (sinhwu;cosus , sinhujsinuy , us) que é a

parametrizacao do helicéide.
Para g(§) =& e f(§) =1, £ € C, temos a superficie de Enneper.

Para g(§) =& e f(&) = g% , £ € C— {0} temos o catendide.

Para g(§) =& e f(€) = ﬁ , [€] < 1, temos a superficie de Scherk.

Mostraremos agora a forte relacao que ha entre a funcao ¢, definida anteriormente e

a aplicacao normal de Gauss que passaremos a definir.

Seja x : ) — R?® uma parametrizacao da superficie minima regular X no dominio
simplesmente conexo 2. O plano tangente em cada ponto xz(&),£ = uy + ius, é gerado

pelos vetores

o o
8u1 ’ 0U27
onde ,
oxr Or 9,
Jur Za—u2 = (¢1, ¢2, ¢3) com ;%(5) =0

Segue-se por (1.8) que uy, uy sdo parametros isotérmicos. Assim

2 2

| Oz

e

D lo©F

ox

Oy

>\2

N —
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95”+%}«1—MFV%HfVM4

—_
—
o

— 4 2 2
-3 7r@+QMI%Hﬂ\m]

(1+Ig\ +2lg] )]
logo
/] i
v = |Laas1gp) (1.15)
Além disso, note que

ox " Or 0wy 0wz B Oxs 0xy Ox3 01 B Oxy Oxrs  O0xq1 0xo B 09 011
8u1 8uQ N 8u1 8uz 8u1 8uQ ’ 8u1 8uQ 8u1 8uz ’ 8u1 8uz 8u1 8uQ

= Im {($a0hs , G361 , $162)}

e por (1.11) temos

g—ixg—izfm{%(l+gz)7§, fgg(l—yz) : _Tif(l—g)

l\Dl\hl

(1+g)}

|f| YL (1 + |9/ (2Re {9}, 2Im {g} .19l — 1)

Disto segue que

ox ox
X

_ T
8u1 8uz

(L4 19P) (4 (Reg)® + 4 (Img)* + lgl* — 2] +1)°

'”(1+@|wwﬁ+2mf+1ﬁ
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P
4
= \2

(1+1g/?)?

logo

e X o 2Reg 21 21
N = Ouy Ousa _ €g mg |g| (116)

o0 o on| - \1+g[* 1+ |9l 1+ g/

our 7 Ouy

¢ a normal unitaria da superficie X com a orientacao usual.

Definicao 1.2.17 Seja N o campo normal & superficie X : Q — R3. Como N é unitério
podemos vé-lo como uma aplicacdo de ) sobre a esfera unitaria , N : Q — S?, o qual

denominaremos a aplica¢ao normal de Gauss de X.

Seja agora a projecao estereografica a partir do pélo norte, isto é, a aplicacao

7:S*-{(0,0,1)} — C

(21, T9, x3) = o Iy - (1.17)
1-— T3 1-— T3

e cuja inversa 7 1(2) : C — S§? — {(0,0, 1)} é dada por

r1(z) = ( 2Rez 2Imz |z — 1) (1.18)

dada por

L2 142 142
E evidente a relacio entre 72(2) e a aplicacio N dada em (1.16). Note que

7o g(§) = N(9), (1.19)

ou seja, g ¢ justamente a aplicacao normal de Gauss de X seguida da projecao estere-

ografica. Note que g é holomorfa justamente nos pontos onde N # (0,0, 1).

Proposicao 1.2.18 Se z : Q — R3 define uma superficie minima regqular em coorde-
nadas isotérmicas, entao a aplicagao de Gauss N(§) define uma aplicagio complexa de

sobre a esfera unitdria considerada como esfera de Riemann.

Demonstracao Segue da precedente observacao. m
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1.3 Superficies minimas completas

Definicao 1.3.1 Uma variedade bi-dimensional M é um espaco de Hausdorff, em que

cada ponto tem uma vizinhanca homeomorfa a um dominio do R2.

Um atlas A de uma variedade bi-dimensional M é uma colecao de triplas (V,, Qq, F,),
onde V,, é um dominio em R?, ), é um conjunto aberto em M, F,, é um homeomorfismo

de V, sobre €1, e a uniao de todos os €, é igual a M.

Uma variedade M ¢é orientavel se possue um atlas no qual cada transformagao F, IoF,,
preserve orientacao sempre que estiver definida. Uma orientacao de M é determinada pela

escolha de um tal atlas.

Uma estrutura de classe C* em M é um atlas para o qual Fojl1 o F,, é de classe C*.

Neste caso M é chamada uma variedade diferenciavel de classe C*.

Uma estrutura conforme, ¢, em uma variedade bi-dimensional M é um atlas de
cartas F' :  — R? com a propriedade que a aplicacio de transicao Fy 1o F,, entre
quaisquer duas cartas F,, : Qo, — R? e F,, : Q4, — R? é uma aplicagao biholomorfa

(difeomorfismo conforme com jacobiano positivo) de F,, (24, N8y, ) sobre Fy, (24, N4, ).

Definigao 1.3.2 Um par (M, ¢) consistindo da variedade bi-dimensional M e da estru-

tura conforme ¢ é chamado superficie de Riemann.

Seja x : M — R3 definindo uma variedade bi-dimensional conexa e orientdvel X.
Sabemos pelo teorema (1.2.6) que na vizinhanga de cada ponto regular de X, existe uma
reparametrizagao em termos de parametros isotérmicos u, v, tais que

Ox ox Jx Ox
— —l=Ae (—,— ) =0,
ou v ou’ Ov

ou seja, a aplicacao x é conforme e induz em M uma métrica, representada localmente

pelos parametros u, v por

ds® = N|dz|> = N*(du® + dv?), onde z=u+ iv.
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Pode ser verificado que a mudanca de coordenadas entre dois quaisquer destes sistemas

de coordenadas é biholomorfa, isto é, x induz em M uma estrutura conforme.

No caso em que z : M — R? ¢ minima a métrica induzida pode ser representada
localmente em termos da representacao de Weierstrass por

s L7120+ gy

d
° A

|dz|?.

Definicao 1.3.3 Um caminho divergente numa variedade Riemanniana M é uma curva
continua « : [0,1) — M tal que, para qualquer subconjunto compacto K de M, existe

um nimero ¢y € [0,1) tal que y(t) esta contida no complemento M — K para todo t > t.

Proposicao 1.3.4 Uma variedade Riemanniana M é completa se, e somente se, todo

caminho divergente arbitrdrio de classe C1, vy :[0,1) — M tem comprimento infinito.

Demonstracao Ver [11] pdg. 179. m
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Capitulo 2

Omissoes da aplicacao de Gauss em

superficies minimas completas

O objetivo deste capitulo é mostrar os resultados obtidos por Robert Osserman e Fre-
derico Xavier os quais melhoraram significativamente o teorema de S. Bernstein. Faremos
isto em trés secoes. Na primeira secao damos a demonstracao do teorema de Bernstein,

provado pelo mesmo em 1915, o qual afirma que

Sendo f(x,y) uma solugdo da equagdo de Lagrange definida em todo plano, entio f é
linear
ou de forma equivalente, porém mais apropriada,

Se X € uma superficie minima completa cuja aplicacdo normal de Gauss omite um

hemisfério de S?, entdo X ¢é um plano.

Na segunda secao serao mostrados os resultados obtidos por Osserman em 1960, os quais
melhoram o teorema de Bernstein, mostrando que apenas a omissao de um dominio em S?

é condicao suficiente para que a superficie minima completa seja um plano. Mostraremos
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também um resultado de Osserman mais forte que este envolvendo a nogao de conjunto

de capacidade logaritmica zero.

Por fim, na terceira secao, exibiremos a prova do extraordinario resultado obtido por
Xavier em 1981, onde o mesmo afirma, que na verdade, basta que a aplicagao normal de

Gauss omita sete pontos na esfera para que a superficie minima completa seja um plano.

2.1 O teorema de Bernstein

Antes de comecarmos a demonstracao do teorema de Bernstein facamos as seguintes

observagoes:
2 2 2
Obs.1 Fazendo p = g—fl, q = aa_me’ ro= g—é, s = % e t = g—m]é
a equagao (1.1) assume a forma
(1+¢*)r—2pgs+ (1+p°)t=0 (2.1)

e pode ser mostrado que as equagoes
0 [1+¢* d [pq d [/pq 0 [1+p?
_ pq pay _ 9 2.2
o1, ( W ) O (W> ¢ on <W> Oz \ W )’ (22)

W=v1+p*+¢,

sao satisfeitas por toda solucao da equagao (2.1).

onde

Obs.2 Dadas as funcoes F' e G definidas num dominio simplesmente conexo € com

oF _ oG
01'2 N 81’1’
entao existe H (1, x9) tal que
OH OH
—=F ¢ — =G.
81’1 ¢ 81’2

Obs.3 Sendo X uma superficie, cada ponto onde X é regular admite numa vizinhanga

deste ponto uma reparametrizagao como gréfico.

26



Teorema 2.1.1 (Existéncia de parametros isotérmicos) Seja X uma superficie minima.
Todo ponto regular de X admite numa vizinhanca uma reparametrizacao de X em termos

de parametros isotérmicos.

Demonstracao Pela observagao 3 podemos achar uma vizinhanga de um ponto regular
de X na qual X pode ser reparametrizada como um grafico. Temos assim as equagoes
(2.2) sendo satisfeitas em algum disco D e pela observacao 2 existem fungoes F'(z1, ) e

G(z1,x2) em D satisfazendo

0F:1—|—p2 0F:ﬂ.

2.
8:171 W 7 81’2 W’ ( 3>
2
oG _pa  0G _1+q (2.4)
8331 %74 8332 |74
Considere agora
§i=x1+ F(r1,22) , &= 20+ G201, 12). (2.5)
Verifica-se que
% ., 1Hr 0%
8331 |74 8332 %74
% o O 1id
8331 %74 81’2 |74 ’
onde encontramos
9(&1,&) 2+p*+ ¢
BASLIA L/ R S . 2.
8(1’1,1’2) + W >O ( 6)

Assim a aplicac@o (2.5) tem uma inversa local (&1,£,) — (21, 22) onde podemos repre-
sentar a superficie em termos dos parametros &;,£,. Com um céalculo simples podemos
mostrar que os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por

0932_ 0932_ W2 . <8$ 0:)3>_0

851 852 B 2W + 2 +p2 + q2 851’ 852 o

onde de fato &;,£5 sao parametros isotérmicos. m
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Lema 2.1.2 Seja f(xy,22) uma fungdo real de classe C' num dominio conexo Q2. A
superficie obtida como grdfico de f € um plano se, e somente se, existe uma transformac¢ao

linear invertivel (uy, us) — (1, x2) com uy , ug parametros isotérmicos.

Demonstracao Suponha que tais parametros isotérmicos u; , us existam. Introduzindo
as fungdes ¢r(€),k = 1,2,3, temos ¢; e ¢y constantes desde que x; e xo sao fungdes

lineares de u; , us. Como uq, us sa0 parametros isotérmicos,

k=1

logo ¢3 deve também ser constante. Isto significa que x3 tem gradiente constante com
respeito a uy , us, portanto também com respeito a x1,xe. Assim f(x1, z9) = Ax;+Bxs+C.
Reciprocamente, se a superficie é um plano, ou seja, f(z1,z2) = Azy + Bxy+ C, podemos

tomar a transformacao linear invertivel como sendo
(ul, Ug) — ()\Au1 + BUQ, )\Bu1 — AUQ)

onde
9 1

“1yarp "

Teorema 2.1.3 (Liouville) Uma fungao inteira e limitada deve ser constante.
Lema 2.1.4 Seja f uma funcao inteira tal que Im(f) < 0. Entao f é constante.

Demonstragao Defina F (&) = e=/©). F é inteira e |F| < 1. Pelo teorema de Liouville

F' deve ser constante o que implica f constante.

Teorema 2.1.5 (Bernstein) Se f(z,y) é uma solu¢io da equagio (1.1) definida em

todo o plano, entao f € linear.
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Demonstracao Seja a aplicacao (z1,22) — (&1,&2) definida em (2.5). Temos &, &
parametros isotérmicos e por um argumento usado em [9], capitulo cinco, sabemos que
esta aplicagao é um difeomorfismo global. Logo temos uma superficie minima regular,

(&1,&) — (21, 2, f(x1,22)), onde as fungoes

sao holomorfas. Desta forma,
—_— 8331 81’1) (8@ 81’2)
= 4 —
710 (851 96, ) \oe ~ g,

o (8x1 8332 4 8331 8332) i (8x1 8x2 _ 81’1 81’2)
06 081 0& 0 06y 06 08 06 )

onde encontramos

9(&1, &)

]m(a(??) = _8(1’1 x2)'

Portanto Im(¢1¢) < 0. Por outro lado ¢1¢s = |¢1|>¢2/¢1, logo Im(¢a/¢1) < 0. Pelo
lema (2.1.4) ¢o/¢1 deve ser constante. Logo, existe ¢ = a — ib, b > 0, tal que ¢o = co;.

Assim,
%—z’% (a — ib) (% —z%)
0& 08 061 s )’
onde
8332 . aailfl _ ngl
06 0& 0,
81’2 81’1 81’1
=b +
&2 &1 aaﬁé
Definindo

1 =Up € :L’gzau1+bu2

as equacoes acima se escrevem como:

O(auy + buy) a@ul B b@ul
&1 06 &2
O(auy + buy) Ouq ouq
=b + ,
96, o6 " o6



onde obtemos

Ousy ouy Ouy,  Ouy

06, 0& © 0& o0&

ou seja, a aplicagao
h& +1i&2) = (w6, &), u2(61, &2))

é holomorfa, logo conforme onde h'(§) # 0. Portanto wuj,us sdo também parametros

isotérmicos. Do lema (2.1.2) segue-se o resultado. m

2.2 O teorema de Osserman

Iniciaremos esta secao introduzindo alguns conceitos e lemas basicos que nos auxiliarao

numa melhor compreensao das demonstracoes que nos proporemos a fazer.

Definicao 2.2.1 Uma funcdo real u é chamada subharmoénica num dominio €2 do plano

se satisfaz as sequintes condicoes:

(i) u é semicontinua superior em €, isto é, u(z) > h—m u(Z');
22—z

(i) Para qualquer fun¢do v, harménica numa regiao Q' C €, a diferengca u — v ou €

constante ou nao atinge um mdzimo em §2'.

Definicao 2.2.2 Uma superficie de Riemann X é chamada parabdlica se X é nao com-
pacta e nao existem fungoes subharmonicas negativas e nao-constantes em X. Se X admite
a existéncia de func¢oes subharmonicas negativas e nao-constantes , entao X é chamada

Hiperbolica.

Definicao 2.2.3 Uma superficie minima regular x : M — R3? é dita parabdlica se M é
conformemente equivalente a C e Hiperbodlica se M é conformemente equivalente ao disco

unitario.

30



Se M nao é simplesmente conexo podemos passar para o recobrimento universal T :
M — R3? cujo dominio paramétrico M é simplesmente conexo e neste caso dizemos que
a superficie minima regular é parabdlica ou hiperbdlica se M é parabdlico ou hiperbdlico

respectivamente.

Exemplos 2.2.4 O plano complexo C é parabdlico. Para ver isto considere a métrica

hiperbdlica,
2r|dz|
r2 —|z|2
: : 2r <
no disco de raio r. Fazendo r — oo vemos que 27‘2 — 0 onde o plano nao é
r? — |z

hiperbdlico. Como este ¢ ndo compacto o resultado segue da definigdo (2.2.2).

O disco unitério é hiperbdlico visto que f(§) = Re(§ — 1) é uma fung¢ao subharmonica

negativa e nao constante em |£| < 1.

Definicao 2.2.5 Um conjunto fechado, F, na esfera de Riemann cujo complemento é
parabdlico é chamado um conjunto de capacidade logaritmica zero. Caso o complemento
de F nao seja parabdlico o chamamos neste caso de conjunto de capacidade logaritmica

positiva.

Uma maior abordagem acerca desta definigdo pode ser vista em [5].

Lema 2.2.6 Seja x(§) : M — R3 uma superficie minima reqular X, onde M ¢é o plano
complexo. Entdo x(§) estd num plano ou as normais de X assumem todas as diregoes

com no madximo duas excegoes.

Demonstragao Para a superficie X definimos a fungao g(£) que néo esta definida apenas
para ¢ = i e ¢3 = 0. Porém neste caso x3 é constante e a superficie esta num plano.
Como g¢(§) é meromorfa em M deve pelo teorema de Picard (uma fun¢do meromorfa

nao constante omite no maximo dois pontos na esfera de Riemann ) admitir todos os
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valores com no méximo duas excegoes ou ser constante. Como a aplicagao g é justamente
a aplicacao normal de Gauss seguida pela projegao estereografica, o resultado segue da

representacio N(§) =mtog(€). m

Lema 2.2.7 A aplicacdo normal de Gauss de uma superficie minima regqular nao plana

X : M — R? do tipo parabdlico omite no mdximo dois pontos na esfera unitdria.

Demonstracao Se X é do tipo parabdlico entao o correspondente recobrimento uni-
versal X : M — R3? é definido num dominio paramétrico M que é conformemente
equivalente ao plano complexo C. Como as imagens esféricas de X e X sao iguais, o

resultado segue do lema (2.2.6). m

Lema 2.2.8 Sep: Q) — C é uma fungao holomorfa no disco unitario €2 com um nimero

finito de zeros, entao existe um caminho divergente ~ : [0,1) —  tal que

/ 1(2)] 2] < oo. (2.7)

Demonstragao Suponha primeiro que p(w) # 0 em €. Entdo a funcao holomorfa
F: QQ — C definida por

é invertivel numa vizinhanga da origem em (). Seja G(z) uma inversa local de F' numa
vizinhanga de z = 0 a qual é definida em algum disco |z| < R. Podemos assumir R como
o raio de convergeéncia da expansao de G em série de Taylor. Seja I o conjunto de todos

p € (0, R] tal que G(B,(0)) C Q2 e que a aplicagao
G : B,(0) — G(B,(0))
seja bijetiva. Pelo teorema de Liouville o ntimero

r=supl
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é finito pois G é nao-constante.
Afirmamos que existe um ponto zy € 9B,.(0) tal que

hn11 |G(tzo)| =1
M

implicando que o caminho
v(t) = G(tz), 0<t <1,

é divergente em (2 e

/|u(w)||dw|=/|F’(w)l|dw|=/ dz] = |z0] = 7 < 00
0% ¥ F(v)

0 que prova o lema.

Se nao pudermos achar zy € 9B,.(0), como afirmado, entao para qualquer zy € 0B,(0)
escolhemos uma seqiiéncia {t, } de numeros t, € (0,1) tal que t,, — 1~ quandon — oo e
que G(t,zp) converge para algum ponto wy € €2. Como F’(wg) # 0, existe uma vizinhanga
Vo de wy onde F' é invertivel. Seja G a inversa de F lv,. Como

F(’UJ(]) = lim F(G(th(])) = nh—r>noo thO = 20,

n—-—uoo

a interseccao F(Vy) N B,(0) é ndo vazia e G deve ser uma extensio de G em alguma vizi-
nhanca de zy. Por um argumento de compacidade deduzimos que G' admite uma extensao
holomorfa em algum disco B, (0) tal que r < p' < R e G(B,(0)) C €. Pela unicidade da
continuagao analitica deduzimos que G é bijetiva em B () desde que F(G(z)) = z para
z € B,(0) e 0 < p < r. Entretanto a existéncia de um tal p contradiz a definicao de r.

Assim o lema esta provado se p(w) # 0 em €.

Se pu(w) tem finitos zeros wy, ...w, € D de ordens ky, ..., k,, entdao a fungao

n

) = (o) [ (A20)

i=1
nunca se anula em 2. Como para qualquer a € €2 a transformacgao

w—a

w —— —
1—aw
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fornece uma aplicagao conforme de D sobre ele mesmo, temos
[(w)| = |p(w)] em €.

O precedente argumento implica que existe um caminho divergente v : [0,1) —  tal
que

/|ﬁ(w)||dw| < oo donde /|,u(w)||dw| < 00
ol ol

0 que prova o lema no caso geral.m

Lema 2.2.9 Seja Q um dominio no plano complexo. O complemento E de ) na esfera
de Riemann tem capacidade logaritmica zero se, e somente se, a funcdo log(1+ |w|?) ndo

tem majorante harmonico em §2.
Demonstracao Ver [9] pag. 70. m

Teorema 2.2.10 (Osserman) Seja X uma superficie minima reqular completa. Se a
aplicacao normal de Gauss omite um dominio aberto na esfera unitaria, entao X € um

plano.

Demonstragao Por um movimento rigido podemos assumir que o ponto (0,0, 1) estd
nesse conjunto aberto. Desta forma a normal unitdria N = (N7, Ny, N3) satisfaz a
condicao N3 < 1 < 1. O mesmo acontece com a superficie de recobrimento universal
X de X , a qual podemos pela observagao (1.2.13), representar na forma 7(§) : D — R3

onde D é o plano ou o disco unitario. Por (1.16) temos que

9> — 1
gFF1 ="
onde )
+n
9P < L = R< oo,
-n
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Isto mostra que g(§) é holomorfa e sendo X regular f (€) nunca se anula. Seja v um

caminho qualquer em X. Entdo seu comprimento é dado por

1 1+ R?
ANdé| = = 1+ |g/»)|d dg|.
[ e =5 [1910 -+ 1aidel < S5 [ i

Se D é o disco unitério, entao pelo lema (2.2.8) existe um caminho divergente v em D tal

/ Fllde] < oo
i

o que contradiz a completude de X. Assim D é o plano, e desde que a aplicacao normal

que

de Gauss de X omite mais que dois pontos segue do lema (2.2.6) que X estd num plano.

O mesmo ocorre com X e sendo X completa X =C. m
Lema 2.2.11 O plano complexo perfurado C — p é parabalico.

Demonstracao Desde que a funcao e* + p definida em C recobre C — p o resultado segue
da definigao (2.2.3). m

Teorema 2.2.12 (Osserman) Seja X uma superficie minima regular completa em R3.
Entao, a menos que X seja um plano, o conjunto dos pontos omitidos pela aplica¢ao

normal de Gauss de X tem capacidade logaritmica zero.

Demonstracao Se X nao é um plano, entao a aplicacao de Gauss é uma funcao analitica
nao constante. Pelo teorema da aplicacao aberta a imagem de X pela aplicacao de Gauss é
um conjunto aberto e conexo da esfera cujo complemento, F, é um conjunto compacto em
S?. Se E é vazio o resultado é imediato. Caso E seja diferente do vazio, podemos supor por
um movimento rigido, se necessario, que E contém o ponto (0,0, 1). Podemos passar para
a superficie de recobrimento universal X de X , cuja aplicacao de Gauss omite o mesmo
conjunto E. Sabemos que a superficie X é dada por uma aplicacio z(§) : Q — R3? onde,
de novo pela observagao (1.2.13), © é o plano complexo ou o disco unitario. No primeiro

caso E pode conter no maximo dois pontos, onde pelo lema (2.2.11) a superficie X é do
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tipo parabdlico e portanto F tem capacidade logaritmica zero. Se §2 é o disco unitario,
noés temos a fungao g(£), a qual é analitica em €, visto que a aplicagao de Gauss omite o
ponto (0,0, 1). Pela regularidade da superficie de recobrimento universal X , f(€) #0 em
Q2. Suponha agora que E tem capacidade logaritmica positiva. Entao na imagem ' de )
pela aplicagao g(£) = w existe um majorante harmonico, h(w), para a fungao log(1+|w|?).
Entao h(g(§)) é harmonica em €, e é a parte real de uma fung¢ao holomorfa G(§) em €.
A funcio F(€) = e ¢ holomorfa em € e nunca se anula. Para um caminho arbitrario

~v em (2, nés temos o comprimento

1 1
[ ael =5 [+ loPiag <5 [ 1sFlael

Porém a fungao f(£)F(£) nunca se anula em €2 e pelo lema (2.2.8) existe um caminho

divergente ~ tal que

/ FF||de] < oo,

donde a superficie X nao é completa. Assim o conjunto £ deve ter capacidade logaritmica

zero e o teorema estd provado. m

2.3 O teorema de Xavier
Para a demonstracao do teorema de Xavier precisaremos dos seguintes resultados:

Lema 2.3.1 Sejag: Q — C—{0,a}, (a#0), uma funcao holomorfa no disco unitdrio

Q. Seja o =1—1/k, onde k é um nimero natural. Entao,

e )
Bk T lgpe < W

para todo p com 0 < p < 1.

Demonstracao Ver [10].
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Teorema 2.3.2 (Yau) Seja M uma variedade riemanniana completa de volume infinito

e u uma fun¢do nao-negativa satisfazendo Alog u =0 em quase toda parte, entao

/ uPdA = oo,
M

para todo p > 0.

Teorema 2.3.3 (Xavier) Seja X uma superficie minima regular completa em R3. Se a

aplicagcao normal de Gauss de X omite sete ou mais pontos, entao X € um plano.

Demonstracao Seja x : M — R3? uma superficie minima, nao plana cuja aplicacao
normal de Gauss omite 7 pontos em S?. Mostraremos entao que M nao é completa.
Passando para a superficie de recobrimento universal de X, segue-se pelo lema (2.2.7)
que este é nao parabdlico, logo podemos assumir que M é o disco unitario . Como o
conjunto de pontos omitidos pela aplicagao normal de Gauss nao muda com a passagem

ao recobrimento universal podemos assumir que X estd parametrizada em ).

Denotemos por (f,g) o par da representacao de Weierstrass. Por uma rotagao da
superficie em R? podemos assumir que um dos pontos omitidos é o pdlo norte e assim g
se torna holomorfa e |f| > 0. em €.

Considere a fungao
6

h= 12y T[(o - a0)™,
i=1
onde 5/6 <a < 1eap=D5/6.
Observe que f~2/P estd bem definida em € pois | f| > 0.

Seja a fungdo u = |h|. Fora de um conjunto discreto de € (onde ¢’ se anula) u é

harmonica donde temos Alogu = 0 em quase toda parte de 2.

Afirmamos que u ¢ LP(M). De fato, se u é uma constante nao nula, entao, a afirmagao

segue-se do fato de que no caso em que estamos considerando a area de M € infinita, isto
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[ [ 15+ 9oy = o

Para tanto basta observar que o raio de €) é divergente e por ser {2 completa este deve ter

comprimento infinito, assim

J [ty = [ [ i iy

1/2<|z|<1

2 1
~ [ [ 110+ lgPyaras
0o Ji/2

27 1
> 12 / [ / W1 ol = o0

visto que a expressao
1
[ 1l igiyar
1/2

representa o comprimento do caminho divergente definido no segmento [1/2, 1) que também

tem comprimento infinito. Porém, se M tem area finita temos

[ [ 152+ g ey < o

, logo para todo r < 1 temos pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

[ [ s igpasdy < [ [ asagpe [ [1apaeiar e

0<|z|<r 0<|z|<r 0<|z|<r
Tomando-se o limite de ambos os membros desta desigualdade quando r — 17,

obtemos uma contradicao se M tiver area finita. Assim a area de M é infinita.

Se u é nao constante isto segue-se do teorema de Yau. Desta forma podemos escrever

a condigao de u ¢ LP(€)) como sendo:

lg'IP(1 + |g|*)*
o [l lg — aifre

/ BPLFR(L + [gP)?|dz dudy = dxdy = oo,
Q
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Para achar uma contradigao mostraremos que a integral acima é finita contradizendo M

ser completa. Para isto consideraremos os conjuntos:

 ={z€Q:lg(2) —a| < £},

onde ¢ é tomado suficientemente pequeno para que os €); sejam disjuntos. Considere

também
6

! (] 2\2
() = WO+ g2
Hi:l ‘9(2) - ai‘pa
Desta forma temos

6
/ Hdxdy = / Hdxdy + [ Hdxdy.
Q =179 ol

Note que em cada §2; temos que |g—a;| > €sei # je|g| = |g—a;+aj| < |g—a;j|+|a;] <
¢+ |a;|, portanto

g PA+E+la)?? gl
T g -t T g —agfre
Sendo C' = max{C}} teremos
[ e A
~ g —aylre

Note que

lg—a;]* > |g—a;*~®
donde obtemos

lg — a;|* + |g — a;|*®

2

lg — a;|* >
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0 que equivale a

1 2

< (2.8)
lg —a;|* ™ |g —a;|* + |g — a;[*

Multiplicando por |¢’| e elevando a p ambos os membros da desigualdade (2.8) obtemos

i 2y
lg —a;[P* = (lg — a;|* + g — a; =)
Podemos assim aplicar o lema (2.3.1) em cada 2; obtendo

/ Hdzdy < oo.
&y

Mostremos agora que

Hdzdy < oo.
Q/
Como pa =5/6,e 0 < p < 1 sobre {2 temos que
Clg'l? _ Clg'P

H<

— . 2.9
= |g — aglpetoreTt g — ag (2:9)

fazendo Y = |g — ag| > ¢, note que
(Yo 4 y2e)p
Y
é limitada por uma constante C’ quando Y — oo desde que 0 < p < 11/12 e a > 10/11.
Assim a dltima igualdade em (2.9) se torna
ClgP g’
g — as| — (lg — as|* + g — ag]>~*)P’

e de novo pelo lema (2.3.1) temos

Hdzdy < oo.
Q/
Como
6
Q=0 ]J9,
j=1
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temos
/ Hdzdy < oo
Q

e o resultado esta provado. m
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Capitulo 3

Uma extensao do teorema de

Fujimoto

O resultado de Frederico Xavier foi um passo importante na tentativa de se resol-
ver completamente o problema da distribuicao das normais de uma superficie minima
completa, entretanto nao se conseguiam exemplos de superficies minimas completas das
quais a aplicacao normal de Gauss omitisse cinco ou seis pontos em S%. A procura destes
exemplos terminou em 1988 com o extraordinario resultado de Hyrokata Fujimoto o qual
afirma que tais exemplos nao existem e que na verdade a aplicacao normal de Gauss de
uma superficie minima completa e nao plana pode omitir no maximo quatro pontos na

esfera unitaria.

Inspirado pelo trabalho de Fujimoto Robert Osserman e seu aluno Xiaokang Mo, dois
anos depois, puseram na forma final a conexao entre curvatura total e aplicagdo normal
de Gauss de uma superficie minima completa em R3. O resultado destes autores inclue a

seguinte extensao do teorema de Fujimoto:

Sendo X wuma superficie minima reqular completa em R3, se a aplicacio normal

de Gauss de X atinge cinco valores distintos um numero finito de vezes, entao X tem
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curvatura total finita.

Nosso objetivo neste capitulo é exibir a prova desta extensao. Iniciaremos com algumas
consideragoes sobre a métrica hiperbdlica induzida em superficies de Riemann hiperbdlicas
bem como daremos alguns conceitos que serao utilizados na prova do teorema de Fujimoto
que pode ser encontrada em [11] pdg. 188. Por fim mostraremos o resultado principal a

que nos propomos desde o inicio exibindo a prova do teorema de Mo-Osserman.
Iniciaremos analisando o comportamento assintético da métrica hiperbélica induzida

em superficies do tipo 2 = C—{wy, ..., w, } com n > 2, na vizinhanga dos pontos wy, ..., w,.

Definicao 3.0.4 Uma métrica hiperbdlica ou de curvatura gaussiana —1 em uma su-
perficie de Riemann hiperbdlica, X, é uma métrica conforme e completa, dsx = px (w)|dw|,

em X, satisfazendo a equagao
Alog px = pi- (3.1)

Denomina-se pxy como a expressao da métrica dsx e define-se a densidade da métrica pela

expressao

p(w) = log px (w). (3.2)

Exemplo 3.0.5 Como exemplos de superficies de Riemann hiperbdlicas temos:
(i) o semi-plano de Poincaré. Esta superficie consiste do semi-plano superior
H={ze€C; Im(z) >0}

munido com a métrica

dsy = pu(z)|dz| onde py(z)= T’

(ii) o disco hiperbdlico. Esta superficie consiste do disco unitério
A={weC; |w|l <1}
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munido com a métrica

2

dsa = pa(w)|dw| onde pa(w) = = o

(iii) o disco perfurado. Esta superficie consiste do disco perfurado na origem
Ag={ueC; 0<|ul <1}

munido com a métrica

1

dsa, = pao(u)|du| onde pa,(u) = W.
[ul

Note que pm, pa € pa, satisfazem (3.1) donde sao, de fato, métricas hiperbdlicas em

H, A e Ay respectivamente.

Exemplo 3.0.6 Sejam H, A e Ay como no exemplo (3.0.5) e considere as fungoes

h:H — Ay dada por h(z)=e"

g:A— Ay /dada por g¢(§) = e
Verifica-se que h e g sao homeomorfismos locais donde (H,h) e (A, g) sao dois exemplos

de superficies de recobrimento de Ag. Como H e A sao simplesmente conexos e localmente

conexos por caminhos (H,h) e (A, g) sdo chamadas superficies de recobrimento universal
de Ao.

Para fixar idéias, suponha que nao se conheca a expressao da métrica hiperbdlica em
Ag. Como conhecemos algumas das superficies de recobrimento universal de Ay, podemos

usa-las para induzir a métrica hiperbdlica em Ay. Procedemos do seguinte modo:

44



Seja a superficie de recobrimento universal (H,h). Queremos munir Ay com uma
métrica de tal forma que o pull-back, h*, via aplicacao h seja a métrica hiperbdlica dsy

em H, ou seja, queremos encontrar pa, de tal forma que

h*(pao(w)|dw]) = pr(2)|dz|. (3.3)
De (3.3) segue-se que
pao(w) = pr(2)|2 ()] (3.4)
e como z(w) = —ilogw temos
#(w) = e Im(z) = ~loglul
|w '
Portanto (3.4) é dada por
1
pao(w) = ————-
2a() |w| log

como queriamos.

Analogamente, para a superficie de recobrimento universal (A, g), temos

pao(w) = pa(€)I€ (w)]. (3.5)
Como | .
_ logw +
fw) = logw — 1
temos 5 | e
€ w) e pale) = ZHeew 11

- lwl|| logw — 1|2 2log |w|

logo (3.5) também ¢é dada por

1

pAo(w) = m

como queriamos.
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Como veremos mais adiante no lema (3.0.9), podemos nos deparar com a situac¢ao onde
teremos que induzir a métrica hiperbélica numa superficie Q = C — {wy, ..., w,}, n > 2,
cujo recobrimento universal 7 é conformemente equivalente ao disco hiperbélico A. Apesar
de nao termos uma expressao para a aplicacao de recobrimento universal 7 : A — Qe
conseqiientemente nao podermos explicitar a expressao da métrica, pg, podemos estudar
0 seu comportamento assintotico na vizinhanca dos pontos wy, ..., w, € w,y1 = 00, que
sao na verdade singularidades, visto que a expressao da métrica po(w) torna-se nula ou

infinita nestes pontos.

Seja w; um dos pontos wy, ..., w, e R; tal que 0 < R; < min|w; — w;| para i #
jel <5 <4 O fato a ser usado é que a métrica pq restrita ao disco perfurado
Ay, ={w € Q;0 < |w—w;| < R;} se comporta como a métrica hiperbélica em A, que

¢é determinada por

—R,
P, (W) = lw — w;|log |w — w;|

Desta forma

(w) —f ando =1 (3.6)

w) ~ u w— Ww; =1,...,n )

PO |w—w]|log|w—w]|7 q iy J PRERERAS]
e para wy.1 = 00
Ry
pa(w) quando w — oo, (3.7)

|w] log [w|’

onde R; > 0 para j =0,1,...,n.

Finalizamos enunciando o lema de Schwarz o qual usaremos na demonstragao do lema
de Schwarz-Pick.

Lema 3.0.7 (Schwarz) Se f(z) € analitica em |z| <1 e satisfaz as condigoes

f(Z)[ <1 e f(0)=0,

entao

f) < 2] e [FO)] <L
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A igualdade € vdlida se, e somente se,

com 0 real.

Teorema 3.0.8 Seja f: A, — Ag uma aplicagao analitica do disco de raio r no disco
de raio R. Entao sao reduzidas por f as sequintes quantidades:

(i) a distancia nao-euclideana entre dois pontos;

(i) o comprimento nao-euclideano de um arco;

(7ii) a drea ndo-euclideana de um conjunto.

No que segue precisaremos apenas do item (ii) deste teorema, o qual é conhecido como
lema de Schwarz-Pick e sua demonstracao se baseia numa generalizagao do lema de

Schwarz.

demonstracao do item (ii). Em outras palavras queremos mostrar que sendo

f A, — Apg uma aplicacao analitica vale a seguinte desigualdade:

par(fDIF ()] < pa, () (3.8)

Suponha que f(z9) = wp onde 29| < r e |wg| < R. Sejam T : A, — AeS:Arp — A
transformagoes lineares fracionérias tais que T'(zp) = 0 e S(wg) = 0. Usando o fato que

uma transformagao fraciondria P : A — A com P(&p) = 0 é dada por

Pl = 1L,

segue-se que a expressao para 1" é dada por

T(rv) = ! —— para |v| <1,
1 — v
onde para z = rv temos
r(z — zo)
r2 —Zoz



e analogamente para S encontramos

R(w — wy)

R? —wow

S(w) = (3.10)

Como a aplicacao F' = S o f o T! é uma aplicacao analitica do disco no disco, segue-se
do lema de Schwarz que
[F(E)] < [¢] onde §=T(z)

0 que é 0 mesmo que

S0 f(2) < [T(2)],

e por (3.9) e (3.10) chegamos a desigualdade

R(f(zﬁ(20>> < T(Z - ZO) ) (3'11)
R? — f(z0)f(2) rt— %z
Fazendo zy — z em (3.11) encontramos
RIFEI _ v 1)

R —[f(z)* — r?—2]*
que nos dé a desejada desigualdade em (3.8). m
A igualdade em (3.12) é véalida somente quando f é uma transformacao linear fra-
cionéria.
Lema 3.0.9 (Fujimoto) Seja h(z) analitica em |z| < r e omitindo os pontos wy, ..., wy.
Sejam e, €' satisfazendo

0<4é <e<1. (3.13)

Entao existe uma constante positiva b dependendo somente de wy, ..., wy, €, € tal que

(L+ |h(2))'T (W ()] 2br

ITj-, 1h(z) —wy ™ 7 r2 = 2

(3.14)
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Demonstragao Seja Q2 = C — {wy,...,ws}. O recobrimento universal de Q é con-
formemente equivalente ao disco unitdario A. Podemos induzir a métrica hiperbdlica,
dsq = po(w) |dw|, em Q, de tal modo que o pull-back de dsq via a aplicagao de recobri-

mento universal seja a métrica hiperbdlica em A, isto é,

T (pa(w)|dw]) = pa(§)ldE] , w=m(E). (3.15)

Para pq(w) temos o comportamento assintético descrito em (3.6) e (3.7),

Cj

pa(w) quando w —w; , 1<j<4 (3.16)

Y
|lw — w;|log |w — w|

Co

pa(w) quando w — 00 = w; (3.17)

|w]log [w]

onde ¢y e ¢; sao constantes diferentes de zero.

Consideremos a funcao

w € (3.18)

que ¢ positiva e continua em 2. Por (3.16) e (3.17) temos ¢(w) — 0 quando w — wy,
j =1,...,5. Portanto ¥ (w) tem um méaximo positivo em €2, o valor b, o qual depende

somente de wy, ..., wy, €, € e portanto obtemos
PY(w) <b (3.19)
para algum w € €.

Sendo m : A — € a aplicagdo de recobrimento universal, podemos levantar
h : A, — § para uma aplicagdo analitica H : A, — A onde h = 7o H, ver [8].

Por (3.15) e pelo lema de Schwarz-Pick temos que
pa(h(2)) W ()] = pa(H(2)) | H'(2)] < pa,(2)
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logo

2r
r2 — \2\2'

pa(h(2))[W(2)] < (3.20)

Usando as desigualdades (3.19) e (3.20) na funcao (3.18) obtemos a expressao (3.14)

como queriamos. m

Teorema 3.0.10 (Fujimoto) Se X : M — R? ¢ uma superficie minima regqular com-
pleta e nao-plana, entao a aplicagao normal de Gauss de X pode omitir no mdximo quatro

pontos em S?.

Ver [11] pdg. 188.

Para a prova do teorema de Mo-Osserman precisaremos dos seguintes resultados:
Teorema 3.0.11 (Picard) Se f : C — {2} — C ¢é uma fun¢ao analitica e tem uma
singularidade essencial em zg, entao em cada vizinhanca de zy [ assume cada valor em
C, com uma possivel exce¢ao, um numero infinito de vezes.

Demonstracao Ver [3] pdg. 300. m

Este teorema é conhecido como o ”grande teorema de Picard”e é uma notavel extensao

do teorema de Cassorati-Weierstrass o qual afirma que

Sendo zy uma singularidade essencial de uma funcao analitica f : U — C, entao

para toda vizinhanga perfurada de zo, Wo C U, o conjunto f(W,) € denso em C.

Definicao 3.0.12 Uma superficie de Riemann M é do tipo topolégico finito se é confor-
memente equivalente a uma superficie de Riemann fechada (compacta sem bordo), M,

com um numero finito de pontos removidos.
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Como exemplo de uma superficie de Riemann de tipo topolégico finito temos a esfera

com n asas e com um numero finito de pontos removidos.

Em 1957 A. Huber estabeleceu a extraordinéria relagao entre curvatura total finita de

uma superficie completa X e seu tipo topoldogico. Huber demonstrou que :

Teorema 3.0.13 (Huber) Se a curvatura total de uma superficie completa X eziste e

¢ finita, entao X € do tipo topoldgico finito.

Uma demonstracao mais simples foi dada por V. Bangert em 1980 e para o caso em
que K < 0, que é o que precisamos para superficies minimas , uma prova simples dada
por R. Bryant, pode ser encontrada na dissertacao de mestrado no IMPA de D. Benarrods
[1] em 1986.

Mostraremos agora alguns resultados obtidos por Osserman a partir do teorema de
Huber.

Teorema 3.0.14 (Osserman) Seja M uma variedade Riemanniana completa bi-dimensional

cuja curvatura Gaussiana satisfaz

K<0 e //|K|dA<oo. (3.21)
Q

Entao existe uma variedade Riemanniana compacta bi-dimensional, M, um nimero finito

de pontos pi,...,p, em M e uma isometria entre M e M — {p1,...,pn}.

Demonstracao Ver [9] pdg. 81. m

Teorema 3.0.15 (Osserman) Seja x : M — R? denotando a superficie minima requ-
lar completa X. Se a curvatura total de X € finita, entao a conclusao do teorema (3.0.14)

¢ vdlida e a funcao g : M — C se estende para uma funcdo meromorfa em M.

Demonstragao Ver [9] pdg. 82.m
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Teorema 3.0.16 (Osserman) Seja X uma superficie minima completa em R®. Entdo a
curvatura total de X pode admitir somente os valores —4mm, m um inteiro nao-negativo,

ou —0o0.
Demonstracao Ver [9] pdg. 83. m

Teorema 3.0.17 Seja g : M — S? uma aplicacio holomorfa onde M € uma superficie
de Riemann compacta. FEntdo existe um inteiro positivo m tal que todo ponto de S* ¢é

atingido exatamente m vezes em M por g, contando-se as multiplicidades.
Demonstracao Ver [2] pag. 12.

Definicao 3.0.18 O numerom mencionado no teorema, serd chamado o grau da aplica¢do
g e diremos que g é um recobrimento de m folhas de S* por M, ou seja, (M,g) é uma

superficie de recobrimeto de m folhas de S

Teorema 3.0.19 (Mo-Osserman) Seja X uma superficie minima reqular completa em
R3. Se a aplicacio normal de Gauss de X atinge cinco valores distintos, o, ..., a5 € S?,

apenas um numero finito de vezes, entao X tem curvatura total finita.

Demonstragao Seja x : M — R3 e o par (f, g) denotando, respectivamente, a superficie
minima completa X e sua representacao de Weierstrass. Por um movimento rigido da
superficie X em R3, podemos assumir que um dos pontos ay, ..., a5 é o pélo norte de S%.
Fixemos a5 = (0,0,1). Como ay, ..., a5 sd@o pontos distintos atingidos um ntmero finito

de vezes, existe K compacto tal que
N_l({Oél, ...,045}) CKCM.

Desta forma a restricio de g a M — K omite os valores m(a), ..., m(as) = 0o € C, onde é,

portanto, analitica.
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Seja
M ={{e(M-K)|g(£)#0}.
Note que os valores de ¢’(£) dependem da escolha do parametro £, porém nunca se anulam.
Em M’ definimos a nova métrica

ds? — &)™ Hj:1(9(§)p_ m(ay)) TP |d§|2 ’ (3.22)

g(§)rr

onde

2
3—¢€

0<4é <e<l e p= (3.23)

Essa representacao é independente da escolha do parametro local £ e da indeterminacao
que aparece por conta dos expoentes fracionarios. Como f e g sao holomorfas a métrica
ds? é plana em M’. Podemos entao estendé-la suavemente sobre K, obtendo assim uma
métrica em

M =M UK

que é plana fora do conjunto compacto K.

Nosso propésito é provar que M” é completa na métrica ds?. Faremos isto por con-
tradigdo. Se M” nao é completa, entao existe um caminho divergente () : [0,1) — M"
com comprimento finito. Sem perda de generalidade podemos supor que existe uma
distancia positiva d entre 7 e o conjunto compacto K. Assim, v(t) C M’ e como 7y é
divergente em M”, com comprimento finito, segue-se que ¥(t) ou tende para um ponto &,
onde ¢'(&) = 0, ou ~(t) é divergente em M quando t — 17. O primeiro caso nao pode

ocorrer, visto que se ¢'(§y) = 0, entao

gE) ~c(§=8&)", m>1,
e por (3.22) e (3.23)
ds? ~ &€ — &| 1 |dg
~ € =&

2m
e—1

dé|?
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> 1€ — &o|7?|dg .

1 1 1
/Odsl>c'/0 |§—€o|‘1|d€|2c’A(f—ﬁo)‘ldf‘zoo

contradizendo o comprimento finito de 7. Podemos, entao, assumir que v é divergente em

Assim

M, isto é, v(t) tende para um fim de M quando t — 1~. Escolha t, tal que

g
/ ds, < 2, (3.24)
¢ 3

0

isto é, tal que o comprimento de 7([to, 1)) seja menor do que d/3. Considere o menor
disco geodésico, A, centrado em 7(ty). Como ds? é plana, A ¢ isométrico a um disco no
plano. Seja I uma isometria de D(0,r) sobre A com I(0) = y(ty). Podemos estender [
em M’ como uma isometria local no maior disco possivel D(0, R). Por (3.24) e pelo fato
de v ser um caminho divergente em M, temos que R < d/3. Portanto a imagem sobre [
deve ser limitada fora de K por uma distancia de pelo menos 2d/3. Assim, o motivo pelo
qual I nao pode ser estendida para um grande disco deve ser que a imagem chega a um
fim de M"”. Como os zeros de ¢’ ocorrem infinitamente longe na métrica, a imagem deve
na verdade chegar a um fim de M. Mais especificamente, deve existir um ponto wy com
lwo| = R, tal que a imagem sob I do segmento de linha de 0 & wy é um caminho divergente
I em M. O objetivo é mostrar que I' tem comprimento finito na métrica original ds* em

M, contradizendo a completude de M.

Defina G = g o I no disco D(0, R). Como g omite os valores m(ay), ..., m(as) = 00
em M’ e desde que a imagem sob I de D(0, R) estd em M', G deve omitir os mesmos
valores. Estamos, assim, nas hipdteses do lema (3.0.9). Mostremos, entdao, que I' tem

comprimento finito. Como I é uma isometria local, temos
ds? = |dwl|* . (3.25)

Como a expressao (3.22) independe da escolha de parametros conformes, podemos usar
w como parametro local. Comparando (3.22) com (3.25) temos

Fw) T (G (w) — m(ay))P0=)
G'(w)p

=1
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ou

w) = ‘ Gw)
T2, (Glw) — ()

(3.26)

Se C' é o segmento em D(0, R) ligando zero a wy e I' é a imagem de C' em M, entao

para o comprimento L de I'; temos

2L = /C Fw)] (14 [Gw) ) |du

! p
oy s DIICIO IS
¢ T [G(w) — n(ay)

onde a primeira equagao é a expressao para o comprimento em termos das funcoes F' e G

e a segunda equacao segue de (3.26). Pelo lema (3.0.9) e por (3.23), obtemos
141G 2y(3-9)/2 | p
(LGP W]

= T 1G(w) ol

<[ ()
_ (Jif_)f /01 ; ilttz)p-
B (Ji’i)f /01 (1—t);if1+t)¥’

(2B (' at
= RP—1/0 =0y

Isto mostra que se a superficie M” nao é completa, podemos achar um caminho diver-

e desde que p < 1 temos L < oo.

gente em M com comprimento finito na métrica original

as = 2N 1 4 G ) aw)
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implicando na nao completude de M, o que é absurdo. Esta contradicao prova que M” é
completa na métrica ds?. Como a métrica ds? é plana fora de um conjunto compacto de
M", temos M"” com curvatura total finita. Pelo teorema de Huber, M"” é do tipo topoldgico
finito. Em particular, ¢’ tem um ndmero finito de zeros e M é do tipo topolégico finito.
Portanto cada fim anular de M”, e portanto de M, é conformemente equivalente a um
disco perfurado. Assim a superficie de Riemann M deve ser conformemente equivalente
a uma superficie de Riemann compacta, M, com um ntmero finito de pontos removidos.
Na vizinhanga de cada um destes pontos, g é holomorfa e omite quatro valores. Pelo
teorema (3.0.11) cada um dos pontos deve ser no maximo um pélo de g. Desta forma g
tem uma extensao meromorfa em M. Pelo teorema (3.0.17) existe um inteiro positivo m
tal que (M, g) é uma superficie de recobrimento de m folhas para S?. Assim pelo teorema

(3.0.16) a curvatura total é dada por
/ KdA = —4mm,
M
0 que prova o teorema. m

Lembremos um importante resultado de Osserman o qual diz que a aplicagao normal
de Gauss de uma superficie minima regular completa de curvatura total finita omite no
méximo trés pontos em S?. Baseado neste teorema e de posse do teorema de Fujimoto é
natural indagarmos sobre o comportamento da aplicagao normal de Gauss em superficies
minimas regulares completas de quem a aplicagao normal de Gauss omita exatamente
quatro pontos. Uma resposta a essa pergunta se dd como uma extensao do teorema de

Fujimoto:

Teorema 3.0.20 (Extensao do teorema de Fujimoto) A aplica¢io normal de Gauss
de Uma superficie minima reqular completa omite no mdzximo quatro pontos e se omitir
exatamente quatro deve cobrir todos os outros uma infinidade de vezes, a menos que a

superficie seja um plano.

Demonstracao Suponha que a aplicacao normal de Gauss omita quatro pontos e nao

cubra todos os outros uma infinidade de vezes. Assim deve existir pelo menos um coberto
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um numero finito de vezes. Estamos nas hipdteses do teorema de Mo-Osserman e assim a
superficie deve ter curvatura total finita e pelo resultado de Osserman mencionado acima

a superficie deve ser um plano. m
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