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Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar solucoes homograficas do problema New-
toniano de n corpos e as configuracoes formadas em cada instante fixado, chamadas

configuragoes centrais.

Palavras Chave: Mecanica Celeste, Configuragao Central, Solucoes Homograficas



Abstract

The subject this word is to study the homographics solutions of N body problem

and its relation with the central configurations.

Key Words: Celestial Mechanics, Central Configuration, Homographic Solution
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Introducao

A Mecanica Celeste ¢ um ramo da astronomia e da matematica proveniente de duas leis
da natureza, a segunda lei da dinamica que afirma ser a forca resultante atuando sobre
um corpo igual ao produto de sua massa por sua aceleragao, e a lei da gravitacao univer-
sal que estabelece que a for¢a de atracao gravitacional entre dois corpos é diretamente
proporcional ao produto de suas massas e inversamente proporcional ao quadrado da dis-
tancia entre elas. Embora o estudo dos movimentos planetarios seja milenar, a Mecamica
Celeste nasceu no século XVII. Mais precisamente, seu inicio é considerado em 1686, ano
em que foi publicado o famoso tratado PhilosophiceNaturalis Principia Mathematica, por
Sir Isaac Newton.

O problema de n corpos em Mecanica Celeste consiste em determinar a dinamica
de n corpos no espaco, sob a acao apenas da forca gravitacional que age mutuamente
entre eles. Para n = 2 tal problema estd completamente resolvido, pois pode ser re-
duzido a um problema de forca central no qual a forca atratora varia com o inverso do
quadrado da distancia, o chamado problema de Kepler. Para o caso n = 3 o problema
é o de um sistema dinamico num espago de dimensao dezoito, sendo possivel baixar sua
ordem para oito devido as dez integrais primeiras encontradas por Clairaut e Euler. Esta
ordem ¢é ainda muito alta e seria preciso encontrar novas integrais primeiras. No en-
tanto, em 1887 o matematico alemao Bruns mostrou que todas as integrais primeiras
que sao funcoes algébricas das coordenadas das posicoes e velocidades sao funcoes das
dez integrais primeiras ja encontradas, tornando o problema de 3—corpos analiticamente
impossivel de ser resolvido. A partir dai, ao invés de buscar solucoes para o problema de
n—corpos, o que muitos matematicos tém feito é estudar particularidades do problema.

Dentre estas, as solucoes homogréficas e o tema correlato configuracoes centrais sao os
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objetivos de estudo deste trabalho.

Uma solucao homografica do problema de n corpos é tal que a configuracao inicial
é preservada ao longo do tempo a menos de homotetias e rotacoes. Para n = 3, Lagrange
[?] mostrou que tal solu¢ao é sempre planar, e ele enfatiza (p. 292) que este é um teorema
central. No mesmo artigo, Lagrange também mostra que esta tal solucao particular do
problema de 3 corpos que estao situados nos vértices de um triangulo equilatero, cada
vetor posicao das massas, com referéncia ao centro de massa, descreve um movimento
Kepleriano, e em cada instante os trés corpos continuam formando um triangulo equi-
latero. O resultado de Lagrange para solucoes homogréficas é generalizado por Pizzeti
(Rend. Acc. Lincei (5)13; (1904), 276-283) mostrando que toda solugao homografica flat
(ou seja, solu¢ao que em cada instante existe um plano contendo os corpos) do problema
newtoniano de n corpos é planar. Aqui, estamos supondo que os corpos estdo em R3, mas
para o caso dos corpos estarem em um espaco de dimensao arbitraria n, Alan Albouy e
Chenciner [1] mostraram que uma solu¢ao homografica deve sempre estar em um sube-
spaco fixo de dimensao par. Pizzeti também mostrou que se uma solu¢ao homografica
do problema de n corpos nao é flat entao ela é homotética. Assim, com os dois teoremas
dados por Pizzeti, podemos caracterizar todas as solugoes homograficas em ou planares
ou homotéticas, tornando mais simples a determinacao de suas o6rbitas. Estas solucoes
tém a caracteristica de que a configuragao formada pelos corpos em cada instante é de
carater especial, tais configuracoes sao chamadas de configuragoes centrais.

Para o problema de n corpos da mecanica Newtoniana, uma configuracao central é
uma configuracao de n particulas onde o vetor aceleracao de cada particula ¢ um multiplo
escalar comum do vetor posicao correspondente, se supusermos que a origem do nosso
sistema de coordenadas ¢ o centro de massa. Tal propriedade geométrica justifica o nome
dado a este tipo de configuracao. A nocao de configuracao central foi introduzida por
Laplace em 1789 conduzido pelo tratamento, por ele dado, as solucoes homotéticas de
Lagrange. As configuracoes centrais tém papel relevante no estudo do problema de n cor-
pos. Além das orbitas Keplerianas do problema de 2 corpos, as tnicas solugoes explicitas
do problema de n corpos sao Orbitas homograficas que formam em cada instante uma
configuragao central; de acordo com um teorema provado por Sundman [13| em 1907,

todas as 6rbitas que se iniciam ou terminam em colisao total sao assintéticas a um movi-
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mento homotético, i.e, a configuracao formada pelos corpos tende a uma configuracao
central; todas as mudancas de topologia nas variedades integrais Iy as, correspondentes
a energia H = %ZmZHqZH + U e momento angular M = Zmiqi X ¢; constantes,
sao devidas a conﬁgilragf)es centrais. Um exemplo deste tipo de éonﬁguragéo é o caso do
triangulo equilatero que pode ser usado para analisar a configuracao Sol-Jupiter-Trojanos
[11]. Dai, o interesse que muitos matematicos tém de entender melhor este tipo de con-
figuracao. Muitas questoes surgem, dentre elas destacamos o problema de determinar
a quantidade de configuragoes centrais para um dado conjunto de massas. Mas, para
que essa contagem faca sentido é necessario passarmos ao quociente modulo as rotagoes
(SO(3)) em torno do centro de massa e as homotetias. Contamos, entdo, as classes de
configuragoes centrais. Esta questao proposta inicialmente por Wintner [13|(§360), e re-
forgada por Smale [9] em sua lista de problemas matematicos para o proximo século é
conhecida como a conjectura de Wintner/Smale: Dadas n massas positivas no problema
de n corpos, o niumero de classes configuragoes de centrais € finito. A hipdtese das mas-
sas serem positivas é de extrema importancia, pois se uma das massas fosse negativa
(forca repulsiva) esse ntimero deixaria de ser finito, terfamos na verdade a existéncia de
um continuo de equilibrios relativos, [7]. No que diz respeito ao problema da finitude,
poucos sao os resultados em carater geral, ou seja, validos para valores positivos arbi-
trarios das massas m;. Em 1767, Euler mostrou que existe uma configuracao central para
cada ordenamento de trés massas arbitrarias contidas numa reta. Ja, em 1772, Lagrange
mostrou que para cada tripla mq, mso, ms existem exatamente duas configuracoes centrais
planas de trés corpos, a saber, triangulos equiladteros com vértices q1, g2, q3 € q1, q3, Go.
Lehmann-Filhés mostrou, em 1891, que para cada ordenamento das massas mq,...,m,
existe uma configuracao central colinear. Um dos resultados de maior importancia, foi
mostrado por Moulton [3|, em 1910, afirmando a existéncia de uma tnica configurac¢ao
central colinear para cada ordenamento dos n—corpos, portanto o ntimero de configu-
racoes centrais colineares de n—corpos é %' Mais tarde, 1970, Smale [10] mostrou esse
resultado de uma forma mais simples. Em 2004, Moeckel e Hampton mostraram que
o nimero de configuragoes centrais planares de 4 corpos é finito. Alguns resultados de
carater menos geral, mas de importancia bastante significativa sao dados a seguir. Em

1926, Lindow mostrou que todas as configuragoes centrais formadas por n massas iguais



CONTEUDO 12

nos vértices de um poligono regular e 1 massa nula no plano do poligono sao simétricas.
Em particular, se n = 3, existem exatamente 10 configuracoes centrais. Pedersen mostrou
numericamente, em 1944, que no problema restrito de 4 corpos com 3 massas arbitrarias
na configuragao equilatera de Lagrange, existem 8, 9 ou 10 configuragoes centrais. Perko
e Walter, em 1984, mostraram que as configuragoes formadas por n massas nos vértices de
um poligono regular, com n > 3, sao centrais se e somente se as massas sao iguais. Mais
recentemente, Albouy mostrou, em 1995, que todas as configuragoes centrais de 4 corpos
de massas iguais sao simétricas. Existem exatamente quatro possibilidades no plano: a
configuragao colinear, o quadrado, o triangulo equildtero com uma massa no centro, e um
triagulo isosceles com um dos corpos no eixo de simetria. E;, em 2001, Moeckel mostrou
que para n corpos de massas genericamente arbitrarias em dimensao n — 2, o niimero de
configuragoes centrais é finito.

Este trabalho ¢ essencialmente baseado no livro de Wintner [13], sendo dividido em
trés capitulos.

No capitulo 1, é feito um estudo sobre solugoes homograficas no problema de n
corpos objetivando os resultados obtidos por Pizzeti em 1904. Veremos também que cada
teorema decorre do fato da forca atratora ser inversamente proporcional ao quadrado da
distancia, pois em cada caso construiremos um exemplo mostrando que, se esse nao fosse
o0 caso, tais resultados nao valeriam.

O capitulo 2 é dedicado ao estudo das configuracoes centrais onde daremos uma
caracterizacao em termo das distancias mutuas que sao as coordenadas mais apropriadas
para tal estudo, devido a sua invariancia com relagao as rotacoes e, quanto as homote-
tias, por um miltiplo escalar. Mostraremos, também, o teorema de Moulton com a
demonstragao baseada na dada por Smale. Mostraremos o surpreendente resultado dado
por Sundman em 1907, com respeito aos corpos colidirem simultaneamente e, no limite,
formarem uma configuragao central.

O capitulo 3 é a juncao dos capitulos anteriores, onde mostraremos a relacao exis-
tente entre configuragoes centrais e solucoes homograficas, ja dada anteriormente em

linhas gerais.



Capitulo 1

Solucoes Homograficas

Neste capitulo falaremos sobre um tipo especial de solu¢ao do problema newtoniano de
n > 3 corpos em R3, as solucoes homogréficas. Os resultados principais sao os teoremas
1 e 2, toda solugao homogrdfica flat do problema newtoniano de n corpos € planar, e toda
solugao homogrdfica nao flat do problema newtoniano de n corpos € homotética. Estes
dois resultados nos permitem caracterizar tais solucoes entre planar e homotética, e esta

caracterizagao seré a ferramenta chave para o terceiro capitulo.

1.1 O problema de n corpos e Definicao de Solucao
Homografica

Sejam m; e ¢; (i = 1,...,n) as massas e os vetores posicoes de n corpos em R3. Pela
segunda lei de Newton, temos que a forca F; atuando sobre q; ¢ dada por

—

Fi = m;q;.

A lei gravitacional newtoniana estabele que a forca de atragao Fj-j que g; faz sobre ¢;

(i 7#7) ¢

v mim; 45 — 4i
g — a;l1* llg; — &l

13
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onde G é a constante da gravitagdo universal. No caso de termos n particulas, a

forca gravitacional resultante atuando sobre ¢; é
E:ZF ZG mm]g _Qi)
21 = 2 g =]

De uma forma geral, podemos considerar a idéia acima para os corpos estarem em R?. O
problema de n-corpos em mecanica celeste propoe estudarmos a dinamica dos corpos de
coordenadas ¢; (i = 1,...,n) considerando apenas a forca gravitacional entre eles. Neste
caso, teremos F1 F2 Portanto,

m m;
= ai—g

é o sistema de equacoes diferenciais que rege o sistema das n particulas. E comum
considerar as unidades de modo a se ter G = 1. Consideremos a funcao U de ¢ =

(q1,-..,qn) definida por

=

7J<‘] ||ql _q]H

entdao a equagao (1.1) toma a forma

onde V,U(q) ¢ o gradiente de U em relagao ao Vetor gi- A funcao U(q) é conhecida como

a funcao potencial Newtoniana. Seja T'(g Z il a energia cinética do sistema. A
Jj=1 M
funcao
h(q,q) =T(q) — Ulq), (1.3)

que é chamada a energia total do sistema, é uma integral primeira, isto é, ela é constante
ao longo de cada solucao. De fato,
h=>Y mgi— > VU(q) 4= (myi; — Vy,U) - 4; = 0.
J J
Assim, h = const. Além desta, existem outras integrais primeiras, como veremos a seguir.

O centro de massa do sistema é o vetor

1
==Y myg (1.4)
N
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onde p = E m;, e dele tiramos seis integrais primeiras. De fato,
J

. l = o mzmj q; — ) _
= u;mlqz ZZ =0

i llg: — q;

mim;(q; — q;)

T E se cancelarao com os
qi — gj

pois ao fazermos variar os indices 7 e j, os termos

mim;(q; — ¢:)
g — g
A, B € R? tais que

. Integrando C(t) duas vezes com respeito a t obtem-se vetores constantes

O(t) =tA+ B,

isto nos diz que C descreve a reta que passa por B com velocidade A. Donde,
1 . 1 .
==Y mig; e B=—) mg—ty my
a ! j

nos dao mais seis integrais primeiras. Uma importante observacao com respeito ao centro

de massa ¢é a seguinte:
OBS 1 O centro de massa independe da escolha da origens do sistema de coordenadas.

Demonstracao: De fato, consideremos dois sistemas de coordenadas com origens O e O.
Sejam (q,...,Q, os pontos onde estao localizadas as massas, e C' e C os pontos onde

estao localizados os centros de massas calculados com relacao a cada sistema. Como

0Q; = 00 + OQ;, temos que

_ 1 (Z miOQZ) _1 (Z mi(05+5Qi))
=00+ - (ZszQ> +0C=0C

Como os vetores OC e OC' tém a mesma origem O segue-se que C' = (', como queriamos

mostrar.
[ |

Devido a observacao acima e ao fato do centro de massa descrever um reta uniformemente,
¢ comum, para facilitar nas contas, supormos que C(t) = 0 V¢, ou seja, que o centro de
massa esta fixo na origem do sistema de coordenadas. Doravante, sempre que falarmos

em sistema de coordenadas, estaremos nos referindo ao sistema de coordenadas inercial
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com origem no centro de massa. As outras trés integrais primeiras sao obtidas do vetor
momento angular, definido por

M= 3T my(a % d5). (15)

J

De fato, derivando M com relacao a t obtemos que

M = Zma’(dj X q;) +qu‘ X m;gj
- :

J

=> > 4 HWL;W(%—%) =0.
7 %

g — gl?
Disto, decorre que existem mais trés integrais primeiras. Com isto, mostramos a ex-
isténcia de dez integrais primeiras. Na verdade, o matematico alemao Bruns mostrou,
em 1887, que qualquer outra integral algébrica serda funcao das dez integrais primeiras
encontradas acima.
Dadas as informagoes necessarias sobre o problema de n corpos, definiremos o que

é uma solugao homogréfica do sistema de equagoes diferenciais (1.1).

Definigao 1 (Solugao homogréfica) ' Uma dada solugio q(t) do problema den corpos
é dita homogrdfica se existem funcgées diferencidgveis v : I — Ry e Q : I — SO(3),

definidas num intervalo aberto I C R, tais que

q;(t) = r()2(t)g; (to)- (1.6)

Intuitivamente, uma solucao homogréfica é tal que a configuracao inicial ¢ =
(q1,-.-,qn) € preservada ao longo do tempo a menos de homotetias e rotacoes. Uma
pergunta natural seria: existem solugoes homograficas do problema de n corpos? Para
respondermos a esta pergunta, consideremos 3 corpos no plano fazendo a identificagao

de C com R2. Desta forma, uma solucao homogréfica pode ser escrita como

ai(t) = o(t)a; (1.7)

onde  : R — Cea; € C (i =1,...,n), jA que o produto de ntimeros complexos
corresponde a uma rotacao seguida de uma homotetia. Agora, suponhamos que ai, as e

as sao os vértices de um triangulo equildtero no plano complexo.

!'Podemos definir uma, solu¢do homogréfica sem considerarmos o centro de massa na origem, neste

caso (1.6) se escreve como ¢;(t) — C(t) = r(t)2(t)(g;(to) — C(to))
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mi + Mo + M3
I3
as|| = |laz — as|| o lado do triangulo equilatero. Vemos que ¢; satisfaz a equagao (1.7),

Definamos ¢;(t) = e*“!a; onde w? = , sendo [ = ||lay — as|| = ||a; —

com ¢(t) = e™*. Falta mostrar que ¢;(t) é solu¢ao da equagio (1.1). Com efeito,

mi + Mo + M3

i = —Po(t)a; = — T2 1),
dai,
G = —% Ej mj = %[— Zj mja;| = %[(—miai) - Zj;éi m;a;]
= %[(Zﬁéz mja;) — Zj;éi mja;] = zl3 Z#i m;(a;(t) — a;(t))

_ m;(g;—a)
= 2t Ta-gll -
Na segunda igualdade, usamos o fato de que miq; +mogs+mszqs = 0 e, na ultima, usamos
que [[¢(t)]] = 1 donde, | = [|a; — aj||[|o(*)[| = [|a:d(t) — a;d(t)|| = [lg; — g;]|. Mostramos,

entdo, que ¢ = (q1,q2,qs3) definida acima é uma solugao homografica do problema de 3

COrpos com massas 1My, Mo € M3.

1.2 Transformacoes Ortogonais e Solucoes Homografi-
cas

Seja Q(t) € SO(3), Vt. Suponhamos que Q(t) é de classe C2. Sendo (Q(t))TQ(t) = I
segue-se que L[(Q(1))TQ(t)] = 0, donde QTQ + QTQ = 0, logo, Q7'Q = —(Q'Q)T
implicando que Q') é uma matriz anti-simétrica. Assim, existe uma matriz ¥ = 3(t)

tal que

Y=070=| s 0 —s |=-%7 (1.8)

O sinal das componentes s1, s2, 3 sao escolhidos de tal forma que

T S1
YX=SxXondeX=| y | eS=| s (1.9)
z S3

A relacao X = Q1 nos da uma equacao diferencial de primeira ordem

O =0

?
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cuja solucao é

Q = Q(ty)elo =%, (1.10)

Proposicao 1 Sejam sy, So, s3 as entradas da matriz ¥ dada em (1.8). Entao, supondo

Qto) = I (matriz identidade de ordem 3), teremos:

0 —s3 0 cos¢p —sen¢ 0
a))S=|s35 0 0|eQ=]| sen¢ cos¢ 0 |; d=s;
0 0 0 0 0 1
0 0 s cos¢p 0 seng
b) ¥ = 0 0 0 |&0= 0 1 0 L o=
-5 0 0 —sen¢ 0 cos¢
0 0 O 1 0 0
) X=100 —s1 [©Q=] 0 cos¢p —sen¢ |: ¢ = s
0 s O 0 sen¢p coso

Demontracao do item a):

Suponhamos que ¥ = s3F, com

&

I
o ~ o
o o
o o o

Entdo, Q = e*F onde ¢ = ftz s3(x)dz. Sendo

(0E)*  (0E)°

L _
e =1+ o¢oF + o + 3l +...
e observando que
1 00 1 00 1 00
FP=—-1010|,FP=-E,E*'=|l 010 |,EF°P=E,E°=—|010],...
0 00 0 00 0 00
segue que
, , 1 00 , . 0 -1 0
_ oE _ _ L _eL e
O=ce _I+( 2!+4!+...) 010 +(<b TR 1 0 0
0 00 0 0 O
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resultando
0 00 1 00 0 -1 0 cos¢p —seng 0
Q=100 0 [+cosp| 0 1 0 |+sendp| 1 0 0 | =| sen¢p cos¢ O
0 01 000 0 0 0 0 0 1

Isto significa que num sistema de coordenadas (z,y,z) a matriz ) é uma rotacdo em
torno do eixo z.

As demonstragoes dos itens b) e ¢) sao anédlogas a do item a) tomando-se E como

sendo
0 01 0 0 O
0 00 e 00 -1 1,
-1 0 0 01 0
respectivamente.

Reciprocamente, se
cos¢p —sen¢g 0
Q=] sen¢g cos¢ 0
0 0 1
temos ' '
—¢psengp —¢cosop 0
Q= gzﬁ cos ¢ —(ﬁ seng 0
0 0 0

Sendo ¥ = QTQ, resulta que

2=0T0=1 s, 0 0 |,

onde s3 = qb

O raciocinio é analogo para os itens b) e ¢).
|

Vamos, agora, deduzir algumas relacoes correspondentes a uma solucao homogra-

fica. De acordo com a Defini¢cao 1, uma solucao homografica tem a forma

=10 i=1,...,n
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Derivando duas vezes com relacao a t, segue-se que
= (iQ + 27 + rQ)q)
Sendo 2 = QY temos 2 = QX + QX donde
G = QG + 2P + (22 + %)). (1.11)

Usando a convencao 1.8, temos

0 —s3 $9 —3% — s% 5189 5183
_ 2 2 2
Y= s3 0 —s | eX™= $951 —52 — 57 5953 - (1.12)
—s9 s 0 S351 S35 —s? — 52

Substituindo a rela¢ao (1.11) na equacao do problema de n corpos (1.1) e lembrando que

2 é uma tranformacao ortogonal, logo preserva norma, segue-se que

Q@I + 278 + (22 + %)) ¢ ( _QZ ||3 —q?)) :

]751/ ||Q’L - (:Z]

Sendo €2 invertivel, considerando a matriz K = (k,,) definida por

K = r2(f1 4+ 275 4 (X2 4+ %)) (1.13)
e o vetor a = (ay,...,a,) dado por
=> @ =)
j#i |qz

resulta que se ¢; = ¢ é uma solugao homografica, entao
K¢ =a i=1,....n (1.14)

sendo a; independente de t.

1.3 Solucoes Homograficas Flat e Nao-Flat

O objetivo desta secao é mostrar que toda solu¢ao homografica flat (ver Definicao 5
adiante) é planar, e se ela nao for flat entdo é homotética (ver 1.29), isto é, €2 é constante.
A demonstracao baseia-se no fato da forca gravitacional Newtoniana ser inversamente

proporcional ao quadrado da distancia.
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Definicao 2 (Solugao Retilinea) Uma dada solugao do problema de n corpos € retilinea

se existe uma linha reta Ay que contém os n corpos para todo instante t.

Defini¢ao 3 (Solugao Colinear) Uma dada solu¢ao do problema de n corpos é colinear

se existe, para cada t, uma reta A = A(t) que contém os n corpos neste instante t.

n
Seja M = Zmiqi X ¢; o momento angular dos n corpos. Temos o seguinte Lema

i=1
Lema 1 Seja ¢;(t) (i =1,...,n) uma solugao colinear e nao-retilinea. Entao, temos que

M #0.

Demonstragao: Sendo ¢;(t) colinear segue que existe um vetor unitario e = e(t) e uma
fungao A\; = X\i(t) tais que ¢;(t) = Ai(t)e(t), aqui estamos supondo que a reta passa
pela origem do nosso sistema de coordenadas que é sempre verdade, como veremmos na

Proposicao 3 adiante. Derivando ¢; em relagao a t temos ¢; = Ae + Aé, donde,

M = (i/\fmz> exe

Como e é unitério, temos e-e = 1, donde e-é = 0, ou seja, e e € sao ortogonais implicando
que e X € # 0, pois € # 0, j4 que a solucao nao é retilinea. Assim, M # 0 pois, para

algum indice 7, temos que \; # 0.

Defini¢ao 4 (Solugao Planar) Uma solugao do problema de n—-corpos é dita planar

se existe um plano 11y que contém os n corpos para todo t.
Proposicao 2 Toda solucao colinear € planar.

Demonstracao: Seja ¢; = ¢;(t) uma solugao colinear, entdo ¢; X g, = 0Oonde i,k =1,... n.
Dai, (¢; X qx) - ¢; = 0, donde, (¢; X ¢;) - qx = 0, logo, M - q = 0 (k= 1,...,n), ou seja,
para todo t, todos os corpos estao no plano que passa pela origem e cujo vetor normal é

o vetor constante M.
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Definicao 5 (Solugao Flat) Uma solugao do problema de n corpos € dita Flat se existe

para todo t um plano TI(t) que contém os n corpos no instante t.

No que diz respeito as defini¢oes anteriores, toda solucao planar é flat, mas nem
toda solugao flat é planar, ver [13] pagina 245. Por exemplo, no problema de 3 corpos

em R?, toda solucao ¢ flat mas em geral ndo ¢ planar.

Proposicao 3 Dada uma solugiao flat, plano 11(t) que contém os corpos, em cada in-

stante t, passa pela origem do sistema de coordenadas, que € o centro de massa.

Demonstragao: Seja q; (i = 1,...,n) uma solugao flat do problema de n corpos com
massas m;. Assim, para cada t existe um plano IT = TI(¢) que contém os corpos de

massas m;, para todo i = 1,...,n. Seja ¢y € II(¢), assim (gx — qo) X (¢; — qo) € ortogonal

1 <& BN
(gx—qo0), logo a II. Seja C' = — Z m;q; o centro de massa, entao C' = — Z m;(gi—qo)+qo
S i=1

N RS
implicando que C' — ¢y = m Zmi(qi — qo). Sendo (C' — qo) - (g — qo0) X (¢j — qo) =0

i=1
resulta que (C' — qo) é paralelo a I1(¢), donde C' € I1(t), para todo t.

Se ¢; = ¢i(t) é uma solugdo homografica (Definigdo 1) entdo ¢; é caracterizada pela
existéncia de uma rotacao 2 = Q(t) e uma fungdo escalar r = r(t) > 0 tais que, para

todo t, qi(t) = rQq(ty), i =1,...,n.

Teorema 1 Uma solu¢ao homogrdfica flat do problema newtoniano de n corpos é uma

solucao planar.

Demonstracao:

Seja ¢; = ¢;(t) uma solu¢ao homogréafica do problema de n corpos. Pela Proposigao
2 podemos supor que ¢; nao é uma solucao colinear. Sendo assim, existem indices «, 3 e
um instante ¢, tais que g, X gg # 0 neste instante. Sendo a solucao flat, segue-se que para
cada t existe um plano II(¢) contendo os n corpos. Pela Proposi¢ao 3, este plano passa

pela origem do sistema de coordenadas. Se (z,y, z) denota o sistema de coordenadas no
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instante to, podemos supor que II(#y) é o plano zy. Entdo, ¢;3(tg) =0 parai=1,...,n.

De (1.57) segue-se que

ki1 ki Kis Qil(to) i1
ko1 koo kos gGia(to) | = | an
k31 ksa  kss 0 0

onde a; = (aﬂ, a2, O) Dai,
ki1 (t)gin(to) + kja(t)gia(to) = ai; j=1,2,3ei=1...n
Fazendo i = « e i = 3 teremos o seguinte sistema

ki1 (t)qar(to) + kja(t)qaz(to) = aa;

kj1(t)as(to) + Kja(t)gse(to) = ag;

(1.15)

Vamos mostrar que kj;; e kjo independem de t. Sendo A a matriz dos coeficientes do

sistema anterior nas incognitas kj;; e kj2, temos que
i ik
Go(t0) X 45(to) = | qai(to) dualto) O | = (doa(to)gsa(to) — a1 (t0)gaa(te)) k = (det A) k.
qs1(to) qpa2(to) O
Segue-se que det A # 0, pois ¢ (to) X ¢z(to) # 0. Assim, podemos resolver (1.15) e
achar kj1, kj2 em fungdo de anj, asj, Gai(to), qpi(to) (i = 1,2) resultando que kj;; e
kj> independem de ¢. Além disso, para j = 3, o sistema anterior ¢ homogéneo, logo

]{331 = ]{?32 = 0. Assim,

]{312 + k’21 = const, kll - ]{?22 = const (116)

kgl = 0, ]{332 =0 (]_]_7)

A matriz K = (k,,) em (1.13) é dada por

P+ r(—s5 — s2) —21s3 + (51852 — §3) 2789 + (5183 + $2)
K =12 2055+ r(sss) + $3) P4r(—s3—s?)  —2s; +71(ses3 —51) |
—27sy +7(8381 — $a) —2rsy +71(s3sa+ 1) P4 r(—s — s3)

(1.18)
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onde as fung¢oes sy, S2, s3 sao as entradas da matriz antissimétrica ¥ dada em (1.8).
Segue-se que

3 3/.2 2
Fio + ko1 = 175182, ki1 — kag = 1r°(s] — 53)

ksy = 12[—278y + (=52 + 8351)], k3o = 122781 + (81 + 5352)]

Logo, as equagoes (1.16) e (1.17) implicam que

5159 =0, r3(s? —52) =0, (1.19)

72[—2789 + 1(—8o + 5351)] = const, 1[27s1 + (8] + s382)] = const (1.20)

Vemos que (1.19) implica que 73s7 = const e 73s3 = const 2, resultando que existem

constantes c; e ¢y tais que

S =cCir 2 e sg = czr’% (1.21)

Substituindo (1.21) em (1.20) teremos o seguinte sistema com incognitas ci, ca,

S3rcy — %7'“02 =0 (1.2

%7’"01 +s31rcg =0
cujo determinante é (s37r)? + (%7’")2. Assim, teremos duas condigoes:

i) O sistema é possivel e determinado: (s3r)? + (17)2 # 0, donde ¢; = ¢, = 0
2

(i) O sistema é possivel e indeterminado: (s3r)? 4+ (37)> = 0. Neste caso, s3

Il
o
)

r = const.

A condicao (i) implica que s; = s3 = 0 por (1.21). Assim, pela Proposigao 1,2 é uma
rotacdo em torno do eixo z. Logo, a solu¢ao ¢; = 79 esta no plano xy que é o plano
I(to).

Vamos mostrar que a condigao (ii) ndo pode ocorrer. Se r = const segue-se de

(1.21) que s; = const, sy = const e s3 = 0. Agora, observemos que, se s3 = 0, o eixo de

2 2 =

x -y = const e v — y = const implicam que 42y = (v +y)?> — (v — y)? = const, como x — y = const

segue-se que  + y = const e, assim, ¥ = £[(z + y) + (z — y)] = const, resultando que y = const.
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rotacao de ) pertence ao plano xy. Mais precisamente, este eixo é o vetor S = (s1, $2,0).

t
De fato, por (1.10) Q = el ™ o como ¥ & constante resulta que

t —to)? t—to)?
Q=el=0% = T 4 ((t—1y)%) + %22 + %23 ...
implicando que

t —

_ 2 3
QS =S+ (t—t))XS + MEQS—F (S—f‘))235+... (1.23)

2!
Mas, como visto anteriormente S = S x S = 0 resultando que 25 = S, ou seja, S é o
eixo de rotagao de 2. Como r = const, isto so seria possivel se todos os corpos girassem
em torno do eixo constante S, todos contidos em um plano ortogonal a S. Como no
instante ¢y os corpos estariam na intersecao deste plano com o plano invariavel, todos
estariam sobre uma reta girando ortogonalmente em torno de S. Isto significa que a
solugdo seria colinear, contrariando a hipétese inicial. Logo, a condigdo (ii) nao pode

ocorrer.
|

Um fato importante a observar é que a demonstracao anterior baseia-se no fato de
que a forca gravitacional newtoniana ¢ inversamente proporcional ao quadrado da distan-
cia. Vamos contruir um exemplo no qual, se a forca atratora é inversamente proporcional
ao cubo da distancia e o teorema anterior nao é valido.

Sejam m; e ¢; = (&,m:;,¢) (1 = 1,2,3) as massas e os vetores posigoes de trés

R3 laca ist d denad j i ( tro d
COrpos em em relacao ao sistema de coordenadas cuja origem é o centro de massa.

Suponhamos que no instante %,

x(l):—xg>():xg; y?:yg>o>yg7 Z?IZSIZ:?ZO (124)
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Assumindo que a atracao entre os trés corpos é inversamente proporcional ao cubo da

distancia, teremos que

m;m;
mig; = Z ool (g, —q;) = VU (1.25)
qi — QJ
onde U(q) = 5 Z | |2 Escolhemos o fator de propormonahdade = de tal forma que
qi — q

1<J
o modulo da forca entre duas particulas de massa 1 separadas por uma distancia unitaria

seja 1. Supondo que ¢; = ¢;(t) é uma solu¢ao homogréfica resulta que

TK(]ZQ =q;
nde a; = (a1, a;2,0) é 0 vetor constante 0—4 qZ ou seja, Mm;a;1 = dq e
’ o 1f = o] dr,
JF

aUu
i
uma rotacao em torno do eixo y. Entao,

Mt = (i =1,2,3); e K é a matriz definida em (1.13). Consideremos 2 como sendo

cos¢p 0 —seno
Q= 0 1 0
sengp 0 cos¢

Pela Proposicao 1,
0 0 S9

Y= 0 0 0
—8200

onde sy = QS Logo, a equagdo rK ¢’ = a; nos dé

PF—rss 0 —27sg+ 18y o a1
r’ 0 T 0 yz‘o = ;2 )
2rée + 759 0 P — 183 0 0
donde
(i — r¢?)ad = a;r
ry;) — Clz'27”_3 (126)
(2189 + 789)2? = 0
\
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Por (1.24) vemos que
Uy, =-Uy, <0=U.; U) =U,), <0<U,; U =U,, =U) =0 (1.27)
Assim, por (1.24) para i = 1,2 o sistema (1.26) equivale a

p

P—rd? =—ar?

= —br (1.28)

(27’5’2 + ’f’SQ) =0

\

;1 ;2 .1 a21 12 @22 . ..
onde a = ——(5 eb = ——5, pois —5 = —5 e —5 = —5. Se i=3 a primeira ¢ a
T; Y; L1 ) Y1 Y

terceira equa(;ézes de (1.26) sio validas devido a (1.24). Podemos escolher as posi¢oes dos
corpos de tal forma que a > b. Das duas primeiras equacoes do sistema (1.28) segue que
¢ = (a —b)2r~2. Usando esta tltima relaciio, vemos que a terceira equacao de (1.28)
¢ uma identidade em t. Sendo ng = s3 vemos que para ¢; = (z;,Y;, z;) ser uma solugao

homografica satisfazendo (1.25), 7(t) e ¢ devem satisfazer o par de condigdes
b= ((JL—Z))%'F2 P=br

cuja solucao é

1.1 1 11 1

r=r(t)=(14+2a2)2 e ¢:¢(t):§(a—b)2a 2 log(1 + 2a2t)
Isto prova a existéncia de uma solucao flat nao-planar no caso da forga ser proporcional
ao inverso do cubo das distancias.
Existem dois tipos especiais de solucoes homograficas.

No primeiro tipo, a solu¢ao se expande ou se contrai mas nao roda, isto &, Q(t) = 1.

Estas solugoes homograficas particulares sao, em vista de ¢; = rQ2q?, caracterizadas por
¢ =rq’ Qt)y=1I, r=r(t) >0) (1.29)

e sao chamadas solucoes homotéticas.
No segundo tipo, a configuracao roda sem dilatacao ou contracao, isto é, r(t) = 1.

Estas solugoes homograficas particulares sao, em vista de ¢; = 7Q¢?, caracterizadas por

6 =Qq¢ (r(t)=1,2=0())
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e sao chamadas solucoes de equilibrio relativo. Esta terminologia é justificada pelo fato
que as particulas se encontram em repouso com relagao a um sistema em rotagao conve-
niente.

Uma caracterizacao destes dois tipos particulares de solu¢goes homograficas pode ser

dada como segue:

I) Uma solugao homografica é homotética se, e somente se, ela nao tem plano invariavel

(isto é, M = 0).

IT) Uma solu¢ao homografica é uma soluc¢ao de equilibrio relativo se, e somente se, é

planar e roda com uma velocidade angular constante.

Obs.: O plano invariavel de uma solucao é o plano que passa pelo centro de massa, e cujo
vetor normal é o vetor momento angular M. Estas duas afirmacoes serao mostradas no
final deste capitulo.

Vamos, agora, demonstrar uma propriedade de solugoes colineares nao-retilineas do

problema de n corpos.

Proposicao 4 Toda solucao colinear nao retilinea do problema de n corpos € homogrd-

fica.

Demonstragao: Seja ¢;(t) uma solugao colinear nao-retilinea do problema de n corpos.
Vamos mostrar que ela é homografica. Pela Proposi¢ao, 2 ¢;(t) é planar. Podemos
escolher o plano II° que contém os corpos em todo instante ¢t como sendo o plano zy do
nosso sistema de coordenadas. Escolhamos neste plano um sistema de coordenadas (7, 7)
cuja origem também é o centro de massa, mas que gira com velocidade angular gzﬁ = gb(t)
de tal maneira que o eixo Z(t) seja a reta que contém os corpos no instante t. Entao a
coordenada y; de m; se anula para todo t. Como a rotacao do sistema ¢ em torno do eixo

dos z, ela ¢ dada pela matriz
cos¢p —sen¢g 0

Q=1 sen¢ cos¢p 0
0 0 1
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Agora, X = QX nos diz que

T; — QC@z — ¢°T; — ¢y@ T — 7,
Q_lX =X + 29X + (E —+ 22)7 = gz _ 2¢§Z i (ngZ . (bfz _ _2§b§'i _ ¢fz
0 0

onde X denota o vetor posicio de um ponto no sistema rotacional (Z,%,0) e X denota o

vetor posi¢ao do mesmo ponto em nosso sistema (x,y,0). Observemos que
20T; + ¢T; = 0 (1.30)

para todo ¢ e todo £, ja que a forca gravitacional tem, sobre o eixo ¥, projecao nula. Mas
a velocidade angular (,b é uma funcao analitica de ¢ e, portanto, se anula no maximo para
valores isolados de t. De fato, ¢(t) = 0 é excluido pois estamos supondo que a solucao nao
é retilinea. Além disso, T; # 0 para ao menos n— 1 dos n valores de 7. Consequentemente,

podemos dividir (1.30) por (ﬁz para ao menos n — 1 valores de i. Segue-se, entao, que

T_ 0
T 2
donde
Z;(t) = r(t)7;(0), (1.31)
onde

r(t) = e 2,

Portanto, (1.31) é valido para ao menos n— 1 dos n valores de i e para a fungao r(t) que é
independente de i. Para completar a prova temos apenas que substituir (1.31) na rela¢ao

do centro de massa E gim; = 0 e concluir, assim, que o n-ésimo Z;(t) nao precisa ser

excluido, de modo qué como x; = )T;, obtemos
x;(t) = r(t)Qz;(0),
provando que a solucao ¢ homogréafica.
[ |

Em virtude do Lema 1 (pagina 21), da afirmagao (I) (pagina 27) e da proposi¢ao

que acabamos de demonstrar, toda solucao colinear mas nao-retilinea é homografica mas



CAPITULO 1. SOLUCOES HOMOGRAFICAS 30

nao-homotética, enquanto que as solucoes colineares homotéticas sao idénticas as solucoes
retilineas que sao homograficas. Observemos também que para que uma solucao colinear
seja solugao de equilibrio relativo, é necessario (mas, por (II), nao suficiente) que a solugao
seja nao-retilinea.

A proxima proposicao é basicamente algebra linear, e serd importante para uso

posterior na demonstragao do teorema 2.

Proposicao 5 Se Xy € uma matriz anti-simétrica constante, existe uma matriz ortogo-
nal Py tal que POEOPJ1 € anti-simétrica e todos os termos da tiltima coluna sao nulos,

consequentemente os termos da ultima linha também sao nulos.

Demonstragao: Sendo ¥y uma matriz anti-simétrica, vimos em (1.8) e (1.9) que existe

um vetor S = (s1, 82, 53) tal que 3o X = S x X. Sendo {ej, es,e3} a base canonica de
S S X €3

= ——" e vz = v X Uy e definamos

|S| |S x e
a transformagdo linear 7" tal que T'(vy) = e3, T(v2) = €1 e T(v3) = e2. A matriz B

R3, consideremos a base ortonormal v, =

associada a transformacao 7" é uma matriz ortogonal com determinante 1, pois 7T leva
base ortonormal em base ortonormal preservando a mesma orientacao da base canodnica.
Temos também que X} = —Y e Py ortogonal implica que (PyXo Py 1) = (Py)TSl Pl =
—PyXoPy !, ou seja, PyYoP; ! é antisimétrica, e (PyXoPy ')es = PyXv; = 0, pois Yv; =
S x v; e vy é miultiplo de S implicando que a tltima coluna da matriz PyXoP; ! ¢ nula, e

portanto, também a dltima linha.

Teorema 2 Toda solu¢cao homogrdfica nao-flat do problema newtoniano de n corpos €

homotética .

Demonstragao: Seja ¢; = ¢;(t), i = 1,...,n, uma solugdo homografica que nao é flat.
Entdo, existem indices o, 3 e 7, e um instante to, tal que det(qy,q3,q)) # 0, onde
¢} = qi(to). Vimos em (1.13) que K¢; = a; se ¢; = rQ2q) resultando que K(t)(q0,¢3, ¢}) =
(o ag, ay), donde, K(t) = (aa,as,a,)(q0,q3,4)) " ja que (g2, q3,q)) é invertivel, pois
det(ql, q3, ¢%) # 0. Assim, K é uma matriz constante. Sendo K = r2(i']+2/S+r(X24))
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e observando que X7 = =X e (¥?)T = 32, resulta que R,y = 5(K + K7) = 1% + r3%2
Como K = const, segue-se que
(Ryg) = 71 + r°%? = const (1.32)
Como Ryq = 12,5, para p # q e Ry, = r°F + 1r3(—s7 — 57) para i, j # p segue-se que
15,8, = const e r3(si — %) = const; p,y=1,2,3 (1.33)
Pelo que foi visto, (1.33) implica que

r3si =const; pu=1,2,3 (1.34)

~ . _3 , . e,
Da relacao anterior segue que X = r~ 2%, onde Xy é uma matriz antisimétrica constante,

pois
0 —7"%93 7“332
N =r2 385 0 —ris
—7’382 7“351 0

o 3
e r¥s” = const implica que 725, = const para y = 1,2,3.

Pela Proposigao 5 existe uma matriz ortogonal Fp tal que PyXoF, ! ¢ anti-simétrica
e tem tultima linha nula. Disto, segue-se que POEPO_1 é anti-simétrica e tem a tultima

linha nula, ou seja,

0
PYP'=13 0 0
0

Como ¥ = Q71 temos BEP; ! = PO~ ' P ROPT = (Q)'Q, onde 0 = BQP; .
Pela Proposicio 1, © é uma rotacio que deixa fixo o eixo es. Consequentemente, se
So = (59,9,59) ¢ o vetor associado a matriz ¥y como na Proposigao 5 entao QS; =
Po_lﬁPoSo = Po_lﬁeg = PO_1€3 = Sp. Se x,y, z denotam as coordenadas do nosso sistema

cuja origem esta fixado no centro de massa, podemos escolhé-lo de tal forma que Sy

coincida com o eixo z. Ou seja,
cos¢p —sen¢ 0
Q=] seng cos¢ 0
0 0 1
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Segue-se, entao, pela Proposicao 1 que s; = s, =0 e s3 = ¢.
Queremos mostrar que ¢ = 0 e r nao é constante para entao concluirmos a demon-

stracao. Para isto, faremos uso da relagao (1.33) e do fato do momento angular M =

Zmiqi X @; ser constante.
i=1
Sendo ¢; uma solucao homogréﬁca ¢ = rQq? implicando que ¢; = (7Q + rQ)q’.
n

Dai, M = Zmi(rﬂq?) x (1 4 rQ)q Zmz (rQq°) x rQq’. Como Q € SO(3),
=1

temos Qu x Qu = Q(u x v), segue-se que M = r*() (Z miq x Zq?). Observemos que
i=1
Xq; = s3p; onde pj = (g2, qui, 0). Assim,

M = r?s3Q <Z miq) x pg)

i=1

Desenvolvendo o produto vetorial acima obteremos que

DX P = Zmz 0i)° + (g20)°),

e lembrando que 2 deixa fixo o eixo z, vemos que
M =rs3 > mi((qu)” + (g21)°).
i=1

Ja vimos no inicio deste capitulo que M é constante. Seja ¢ = > m;i((q1;)? + (g2i)?)
e observemos que ¢ = 0 implica que q;; = g2; = 0 para todo ¢ = 1,...,n, mas isto nao
pode ocorrer, pois estamos supondo que a solugdo nao é planar. Logo, ¢ # 0 resultando

que — = r?s3 = r°¢. Disto, decorre que

2 = const (1.35)

7“4(/52

Das equacgoes (1.34) e (1.35) se s3 = ¢ # 0, para todo t, entdo r = = const. Mas,

732
se r = const entdo K se reduz a K = r3(X + ¥?), logo tem determinante nulo visto que
s1 = s9 = 0 implica que todos os elementos da terceira coluna da matriz > e 12 se anulam.
Por outro lado, vimos no inicio da demonstragao que K = (aq, ag, a)(qq, 43,43) ", logo

det K = det(aq,ag, ay)det(qo, q3,q) " # 0. Assim, ® =0er # 0 implicando que g

1 =1,...,n é uma solucao homotética.
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Poderiamos ter a impressao de que esta complicada prova do teorema 2 é desneces-
saria, visto que a demonstracao parece ser uma consequéncia apenas da conservacao
do momento angular. Mas este nao é o caso, como veremos considerando o caso da
forca de atracao ser inversamente proporcional ao cubo da distancia. Notemos que neste
caso, a relacdo (1.34) sera 7’48i = const; u = 1,2,3, e esta ¢ mesma condicao que
r% = const achada na demonstracao do teorema anterior como sendo uma consequéncia
da conservacao do momento angular. Portanto teriamos apenas uma relacao envolvendo
re (15, e portanto a prova nao poderia ser concluida. Mas sera que pode existir uma
outra demonstracao para o teorema sem envolver estas relacoes? A resposta é nao, como
veremos na constru¢do de uma solu¢do homografica do problema de n corpos (para o
caso da forca ser inversamente proporcional ao cubo da distancia) que nao é flat e nao é
homotética.

Assumindo que a atracao entre os n = 4 corpos é inversamente proporcional ao cubo
da distancia e supondo que os vetores posigoes dos corpos m; sao ¢;(t) = (z;(t), yi(t), zi(t))

para (i = 1,2,3,4), teremos
onde

1 m;m;
U=3 >, s — q].||2 com [|gi — g;I[* = (i — 2))” + (4 — y;)* + (2 — 2)*  (1.37)
i<j J

Escolhamos as massas e os vetores posicoes tais que

0 0 0_.0 ,0_ 0 0_,0 .0 0 0_ .0
Ty =—wy<O0=w3=wy, Y=y <0<y =vys, 2z3=-—2<0=2=2 (1.38)

mip = Mg, M3 =14y (139)

/'qg
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onde o sobre-escrito  refere-se a t = ty. Sendo a origem do nosso sistema de coordenadas

o centro de massa, temos

4 4 4
Zmix? =0, Z’miy? =0 Zmiz? = 0; (1.40)
i=1 i=1 i=1
consequentemente
4 4 4
dul=0, Y Uy=0 > U=0. (1.41)

As equagoes em (1.36) sao dadas por

zﬁm

J#

- ||4 —q), i=1,234. (1.42)
J

Supondo que ¢; = rQq? e lembrando que 2 é uma transformacao ortogonal, logo preserva

norma, teremos que (1.42) pode ser reescrita como

(Z @ q”) ‘ 143

J#i
segue-se, por (1.13), que
U?
rPKqe =% (1.44)

onde, em vez de (1.13), K agora é a matriz
K =#l +2r% 4 r(22 + X).
Tomemos a rotagao em torno do eixo y, ou seja,

cosgp 0 —seno¢

Q= 0 1 0
seng 0 cos¢

Entao, pela Proposicao 1, temos

0 0 s —s2 0 0

Y = 0 0 0 |, donde, ¥? = 0 0 0

—s2 0 0 0 0 —s3

Assim,
P —rs3 0 27sy+ 1Sy
K = 0 7 0

—278y — 18 0 ¥ —rss
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Logo, por (1.43), temos

( UO
r3(F —rs2)azd +13(2rsy + 1)z =
e "

Py, = U i=1,23,4, (1.45)
i 70
r3(—18y — 1é9)x; + (F —182)rdz; = =
\ my

e por (1.38), temos

.

U0 = —U° >0=U° =U"

T4

Uy =00 >0>0) =U), (1.46)
0 _ _770 _ 770 _ 70
U8, = U8, > 0= U8 = U8,
Usando (1.38) teremos que (1.45) pode ser escrito como
/ 0
r3(i —rs3)a? = Trj
0 (2
3 _ . _ . R
U (—7sg —1r$9)x; =0
e
( 0
r3(27°89 + 189)2) = —
U "
r3iy; = 2 i=3,4 (1.48)
‘ 0
s 2V 3 5. — Zi
k(7" TS50 2 oy
Vemos que as segundas equagoes dos sistemas (1.47) e (1.48) nos dao que 7 = —br =3, pois
e Uy ~vo, U - .
b= 21 = 2 — LI Y devido a Zmiyi =0, Z Uyo_ = 0 e as relagoes
yimy o Yoz —YsMa —YaMy Py =

(1.38), (1.46). A primeira equacao de (1.47) e a terceira equagao de (1.48) serdo coerentes
se colocarmos as restri¢oes adicionais: 2% = 28 = —20 = —29 e m; = my = mz = my.
Vemos, entdo, que as fungoes r(t) e ¢(t), onde ¢ = s9, sdo as mesmas do exemplo
referente ao Teorema 1. Isto prova que sob uma forca que varia com o inverso do cubo

das distancias, existem solucoes homograficas espaciais que nao sao homotéticas.
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1.4 Caracterizacao das Solucoes Homograficas

Seja q;, © = 1,...,n, uma solu¢ao homogréafica do problema newtoniano de n corpos.

Entao ¢; = rQq?, donde,

J=J% U=U0%"  Q'U,=U)r"? (1.49)
onde, U = Z iy é o potencial newtoniano e
2T — o]

J = i miqi2
i=1

¢ o momento de inércia. Derivando J duas vezes com relagao a ¢ obtemos
J =2 mi(di- 4+ qi - ;) = 4T — 20, (1.50)

pois, > .q; - VU = —U. Isolando T na relagao da energia h =T — U, dada em (2.39),
e substituindo em (1.50), segue-se que

J = 2U + 4h. (1.51)

Sendo J dado em (1.49) segue-se que J = (ri*+72).J°, substituindo esta relagio em (1.51)
teremos que

(rit 4 72)J° —r1U° = 2, (1.52)

Suponhamos que ¢; = (¢1(t), ¢i2(t), ¢;3(t)) € uma solu¢ao homografica planar do
problema de n corpos. Assim, nosso sistema de coordenadas pode ser escolhido de tal
forma que ¢;3 =0 (i = 1,...,n), ou seja, a trajetoria de ¢; esta sempre no plano zy do

nosso sistema de coordenadas. Disto, a transformacao §2 pode ser escrita como

cos¢p —sen¢g 0
Q=1 sen¢p cos¢p 0
0 0 1

onde ¢ = ¢(t) denota a velocidade do sistema rotacional X = Q~'q. Consequentemente,

g = (7)) + (64))*. (1.53)
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De fato, sendo ¢; uma solucdo homogréfica temos que ¢; = 72 + TQq? = Q@I +rX)gd
implicando que ¢; = 7] + 1% = (rq))* 4+ 2r¢)rXq) + (r2qY)?, pois ) preserva norma. Pela

Proposigao 1

0 _92.5 0 qzol _Q?2
quo: ¢ 0 0 q’LQQ :é qZQI
0 0 0 0 0
e $¢{Xq; = ¢7q}, logo
i = (iq))” + (rog))*. (1.54)
[§]
g % ¢ = (0,0, ¢(rgf)?). (1.55)

Sendo T' = % E miqf a energia cinética e M = E m;q; X ¢; 0 momento angular, segue-se

(2
que

1 . .
T = 5(# +7r2¢%)Jy e ¢r?J? =||M]|, (J°>0) (1.56)

por substituigdo direta de (1.54) e (1.55) nas equagoes de T" e M.
Sabemos da Proposicao 1 que a matriz > é tal que s; = so =0 e s3 = ¢ Dai, a

matriz K = r2(#] + 27E 4 r(2? + X)) definida em (1.13) se escreve como

r2(#—rg?)  —r (r¢+2¢d) 0
K=| r2ebr2id) r2(-rd) 0 (1.57)
0 0 r2
No caso geral, a formulacao equivalente J =2U + 4h da energia T'— U = h pode

ser escrita como

(rit +72)J° —r'U° = 2h.

De fato, J = J%2% = J = 2/2J° 4 2r#J°. Basta, entdo, substituir J na equacio J =
2U + 4h e usar (1.49).

Suponhamos que a solugao ¢; nao ¢ planar, entao os teoremas 1 e 2 garantem que
¢; ¢ homotética, ou seja, ¢; = rq? ¢ = 0. Portanto a energia cinética T' = %ZmquQ se
reduz a

T-,Q JO

DN | —

1 :
§Zmi(rq?)2 =
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Visto que a relagao T' = %(7'"2 + TZ(/BQ)JO é valida no caso planar, logo, a energia total de

toda solucao homografica pode ser escrita como
Lo 99 —1770
5(7‘ +7r°9°)Jo —r U’ = h, (1.58)

se ¢ = gb(t) ¢ definido como sendo a velocidade angular do sistema de coordenada rota-

cional no caso planar, e é definido como ¢ = 0 no caso nao planar. Neste sentido, érQ JO =

||M]], (J° > 0) é valido no caso ndo-planar também visto que ¢; ndo planar implica,
n n

pelo Teorema 2, que g; é homotética e assim M = Zmiq,- X ¢ = Zmirq? X fq? = 0.
i=1 i=1
Também no caso ndo planar, a relacdo (1.57) é valida, pois ¢ = 0 = ¥ = 0, daf

k=12 (H+2f~z+r(2+22)).

Vamos mostrar, agora, que (I) e (IT) (paginas 27 e 28) da se¢ao anterior sao validas.

Demontragio de (I) e (II): Se uma solu¢do homogréfica é planar entdo ¢r2.J0 =
|M|, como visto em (1.56). Vemos que M = 0 se e somente se a velocidade angular
¢ = 0 e que r(t) = const > 0 se e somente se ¢ = const # 0 # ||M]||. Isto prova
(I) e (II) para o caso planar. Se uma solugao homografica nao é planar entao, pelos
teoremas (1) e (2), ela é homotética e portanto ndo pode ser de equilibrio relativo. Isto
completa a prova de (/1) e mostra que para provar (/) temos que mostrar que M = 0

para toda solugdo homografica nao-planar. Mas se a solugao ¢; nao é planar, ¢; = r¢, e
n

dai M = imiqi X G = Zmirq? x 7q) = 0.

i=1 i=1



Capitulo 2

Configuracoes Centrais

Neste capitulo introduziremos o conceito de configuracao central mostrando alguns exem-
plos e resultados importantes. No decorrer do capitulo consideraremos ¢; = (g1, Gi2, ¢i3) €
R3 como sendo o vetor posicao do i-ésimo corpo de massa m;, ¢ = 1,...,n. Neste capi-
tulo, iremos supor também que a origem do nosso sistema de coordenadas é o centro de
massa.

Vimos que uma solugao homogréfica no plano tem a forma (1.7). Derivando duas

vezes em relagdo a t e substituindo em (1.1) teremos

F mim;(a; — a;) (1)
Mo = T AP

resultando que
mimj(a; —ai)

[EOIRIONGOESDY) m;

2o = al?

Como o segundo membro da equagao anterior nao depende ¢, segue-se que a funcao de ¢

no primeiro membro é constante, logo, existe —\ € C tal que

Ao
[l¢lI?

¢=-— (2.1)

e, consequentemente

Mostraremos que A é um nimero real positivo e com isso a equagao (2.1) correspondera

ao problema de Kepler no plano sobre o qual falaremos com mais detalhe no capitulo trés

39
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desta dissertacdo. As equagoes em (2.2) sao conhecidas como as equages das configu-

racoes centrais no plano. De uma forma geral temos

Defini¢ao 6 (Configuracao Central) ' Uma configuracio de n—corpos, ¢ = (qu, - - -, qn)

com massas m; (i =1,...,n), € dita central se existir um \ € R tal que
Zw+Amiqi:0, i=1,....n (2.3)

Comparando a equagao das configuragoes centrais (2.3) com a equagao newtoniana
dos n corpos, vemos que, geometricamente, uma configuracao central de n particulas
é tal que o vetor aceleracao de cada particula é um mailtiplo escalar comum do vetor
posicao correspondente. Esta propriedade geométrica justifica o nome dado a este tipo
de configuragao. Quando falamos em configuracao central estamos nos referindo a uma
posicao das massas, isto é, independente do parametro t.

Agora, vamos usar a relacao de Euler para funcoes homogéneas para mostrarmos
que A > 0.

Lembremos que uma funcao f : R® — R é dita homogénea de grau k se para todo «
real positivo, f(aq) = o f(q). Derivando a igualdade anterior em relagao a « e fazendo
a =1 teremos que Vf(z) -z = kf(z).

Sendo J = ijquH2 a equagao (2.3) toma a forma

J

1
U + 2505 =0, i=1,....n (2.4)

ou seja,

V(U + A%J) = 0. (2.5)

Sendo U(q) uma fungao homogénea de grau —1 e J homogénea de grau 2, segue-se que
Z U, q=-U,e Z Jy, - @i = 2J Assim, tomando o produto interno por ¢; em (2.4) e

somando obtemos —U + A\J = 0, isto &,

U
A=—=>0
J>

!Nesta definicio, estamos considerando o centro de massa na origem. Se este nio fosse o caso, a

equacdo (2.3) seria escrita como ), W +Imi(q;—C)=0, i=1,...,n.
i—4j
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Observe que a equagao (2.5) nos diz que as configuracgoes centrais podem ser vistas como
pontos criticos de U restrito a hiperficie J = Jy, Jy € R.

Podemos ver a condi¢ao (2.4) para configuragoes centrais de outra forma. Como
A= g, (2.4) pode ser reescrito na forma

J

J2UU,, +U?J,, =0

ou seja, as massas m; formam uma configuracao central se, e somente, ¢ = (q1,- .., qn)
satisfaz as equacoes

(JU?, =0, i=1,....n (2.6)

A relagdo anterior nos diz que ¢ = (g1, .- .,¢,) é um ponto critico da fungao JU?2.

Teorema 3 Se q,...,q, formam uma configuracao central para as massas as Mmassas
m; (i =1,...,n), entdo g, = Bq; também forma uma configuracao central com massa m;,

onde 3 é um escalar. O mesmo ocorre para a configura¢ao g; = §2q;, onde Q2 € O(3).

Demonstragao: De fato, g; configuracao central implica que existe A tal que U,, = Am;g;.

Dai,

=3 (g, - q,)

5
porll | [T g,
1 A
- @qu(Q) = @)\miqz‘ = @miqi,
: N - A
ou seja, U, () = Am;q; onde A = 7 Analogamente,
m;m,; @ m;m,; -
2 - W (Z Toe— T qi)) — A = ma
g g
resultando que ¢; (i = 1,...,n) também formam uma configuragao central.

Na proxima se¢ao, vamos falar sobre uma caracterizacao das configuracoes centrais

em termos das distancias mutuas.
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2.1 Outra caracterizacao das Configuracoes Centrais

Outra caracterizagao das configuragoes centrais pode ser obtida expressando (2.3) em
termos das $n(n —1) distancias matuas py = ||g; — gx||, onde 1 < i < k < n. Em virtude
de que Y m;q; = 0, podemos escrever J em termos das distancias mutuas, pois, tomando

= >_m;, temos
S millas — gilF = - malllad 1+ lasl = 205+ 45) = 7 + g
Multiplicando a igualdade anterior por m; e somando em j, obtemos
> mimgllg — il P = pd + pd = 2u).
.3
Portanto, temos as relagoes
m;m;
J = ,ufl Zmimjpfj e U= Z — (2.7)
i<j i< Pii
Entretanto, nio podemos substituir (2.6) pelas 3n(n — 1) condi¢des (JU?),,, =0 a

menos que os p;r sejam fungoes independentes, o que nao é o caso em geral. Com efeito,

se considerarmos p;; como funcgao dos ¢; entao

0 = S0 (52)).

k

daf para que (JU?),, = 0 implique (JU?),, = 0 é preciso que os vetores aa’(;lk (k =
K3
1,...,n) sejam linearmente independentes para cada i.

Como ilustragao, mais a frente faremos um exemplo de trés corpos no plano. Neste
caso, as trés distancias mutuas sao linearmente independentes e, portanto, nosso problema
é resolver as equagoes (JU?),, =0 com i,k =1,...,n. Agora, se quisermos determinar
as configuracoes centrais de uma forma geral (colinear, co-planar mas nao colinear, ndo
coplanar) teremos que considerar algumas restrigbes. Por exemplo, consideremos o caso

n = 4. Vamos expressar a condicao para que os 4 corpos estejam em um mesmo plano

em termos das distancias mutuas, ou seja, sejam coplanares mas nao colineares. Para

/
i

isto, consideremos dois conjuntos de pontos (z;,v;, z;) e (x,y., z/). Entdo, os volumes V'
) ) Y 77 1) b
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e V' dos dois tetraedros sao dados por

x1 Ty w3 x4 0 o yp oz 01
Y1 Y2 ys ya O xy Yy 25 01
V=2 20 23 24 0 e 6V =|af ot 24 01
1 1.1 10 oy oy, oz 001
0 0 0 0 1 0 0 0 10

Cosideremos (i,7) = (x; — 2})* + (y; — ¥;)* + (2 — 2})? entdo —3(i,7) = (w2} + vy +
%) — 2(@? +y? +22) — 3(27 + y2 + 2%). Agora, tomando o produto 36V'V’, subtraindo
a tltima linha multiplicada por 3(z? + y? + z?) de cada coluna e subtraindo a tltima

coluna multiplicada por i(z;? 4+ y;? + z;%) de cada coluna, obtemos

(11) (12) (13) (14) 1
(21) (22) (23) (24) 1
288VV' = (31) (32) (33) (34) 1
(41) (42) (43) (44) 1
1 1 1 1 0

Se os dois tetraedros coincidem entao (ii) =0 e

0 P%z ,0%3 :0%4 1
P%l 0 /033 ,034 1
288V° = PP 0 ph 1|=R (2.8)

Pz211 Pz212 Pz213 0 1
1 1 1 1 0

com pij = (¥ —x;)* + (y; — y;)* + (2i — z;)®. Consequentemente, R = 0 expressa a
condicao dos quatro corpos estarem em um e no mesmo plano. Entao, neste caso, nossa

condicao para uma configuragao central torna-se
(JU2>Pik + xRy, =0 (2.9)

onde y denota um multiplicador de Lagrange. A deducao acima foi feita por Hagihara

(??). De uma forma geral, ver Wintner [13|

p=5i-Dm-2, p=3m-2m-3), p=gmn-n-1)
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representam, respectivamente, a quantidade de condicoes para que os n corpos sejam
colineares, co-planares mas nao colineares, ou nao co-planares. Nosso problema é, entao,
achar os extremos de JU? restrito as p condigoes R, = 0, k = 1,..., p, ou seja, determinar

0s p;r tais que

(JUQ)pik + zp: Xs(Bs)py =0 (2.10)

s=1

onde x1,..., X, denotam os multiplicadores de Lagrange.

Daremos algumas aplicagoes deste método na segao seguinte.

2.2 Aplicacoes

2.2.1 Trés Corpos numa Reta

Neste caso queremos determinar todas as configuragoes centrais colineares uma vez dadas
as trés massas arbitrarias my, ms, ms. Seguindo a informacao dada na secao anterior, a
quantidade de condigdes R = 0 é p = +(n — 1)(n — 2) = 1, pois n = 3. Assim, (2.10)
passa a ser escrito como

(JU?)ps + xRy = 0.

Vamos determinar esta condicao R. Dizer que os trés corpos sao colineares é dizer que
a area determinada pelos trés vetores p;; = ¢; — ¢; ¢ nula, ou que uma das trés relacoes
seguintes ocorrem, pi3 = pi2+ P23, P12 = P13+ P32, P23 = P21+ p13. Uma forma de escrever

estas trés condicoes é
1 1 1

0 P%z 0%3
P%z 0 P%g
P%3 P%B. 0

_ = = O

pois quando calculado o determinante acima, vemos que

R = —(p12 + paz + p13)(p12 + paz — p13) (P12 — p2s + p13)(—pr1z2 + p2s + p13).

Escolhamos a notacao de tal forma que ms esteja entre m; e mg. Assim, devido a

expressao dada para R, a condicao R = 0 pode ser vista apenas como p13 = p1a + p23. Se
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(ijk) denota uma das trés permutacoes ciclicas de (1,2, 3) entao
R, = (=1)’ para todo (ijk).
Usando as relagoes dadas em (2.7), segue-se que (JU?),, + xR,, =0 &

,u_12mz'mkpikU2 + J2U — mimkpi_,f + X(—l)j =0,

donde, '
~1 -2 x(=1)!m;
U — Jp; = 0.
o pik Pie + 2mimaomsU
Tomando K = 4, nosso problema se reduz a resolvermos
2mimeomsU

U — Jpi2 + x(=1)’m;K = 0. (2.11)

Se pensarmos em (2.11) como um sistema linear em U, J e K com coeficientes pjy, PZ-_kQ,

m; entao devemos ter

P23 P23 T
ps1 psr mo | =0, onde piz = pia+ pa. (2.12)
P12 P12 M3

Agora, seja

A= 22 (2.13)
P23

Como p13 = p12+p23, temos ps _ 1+ ). Mostraremos que A = A(my, ms, m3) apenas. De
P23

fato, multiplicando a primeira e a segunda coluna de (2.12) por p2_31 e p2_32 respectivamente,

usando (2.13) e desenvolvendo o determinante, vemos que a condigao (2.12) aparece na

forma

(ma+ms3) N’ +(2ma+3ms) A+ (ma+3ms) A3 — (3my +mg ) A2 — (3my +2ms) A\— (my +my) = 0.
(2.14)
Consequentemente, o problema é reduzido a determinacgao de todas as raizes A = A\(mq, mo, ms3)
da equacao de quinto grau do polinomio anterior. Pela regra dos sinais de Descartes ex-
iste apenas uma raiz positiva. Isto prova que uma vez fixada a ordem das massas existe
exatamente uma configuracao central colinear dos 5 corpos com as massas dispostas na
ordem dada.
Assim, dadas trés massas existem exatamente trés classes de configuracoes centrais

associadas a essas massas.
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2.2.2 Dois Corpos na Reta, Trés Corpos no Plano e Quatro Cor-

pos no Espaco

Como uma outra aplicacao do critério (2.10) sera facil mostrar que dadas n massas
arbitrarias m; apenas o tetraedro regular é uma configuracao central nao planar, com as
dadas massas nos vértices, se n = 4, que para n = 3, apenas o triangulo equilatero é
uma configuragao central nao colinear e, que para n = 2, o segmento é uma, configuracao
central.

De fato, para os trés casos acima p = 3(n —1)(n —2), p = 2(n —2)(n — 3) e
p = 2(n — 3)(n — 4) respectivamente, resultando que p = 0 nos trés casos n = 2,3,4.

Assim, (2.10) se reduz a
(JU?),,. =0, ousea, J, U+ J2UU, =0

0 que equivale a

i . J
M_IQmimkpikU — JQm ;nk =0, istoé, pg’k = ,uﬁ.
Pix;

Assim, a distancia entre as massas tem que ser as mesmas como queriamos mostrar.
Gostaria de citar uma maneira bastante elegante de deduzir o caso de trés corpos

no plano encontratado por Lagrange [5]. Esta forma utiliza o seguinte teorema que é

devido a Moeckel |12].

Teorema 4 Seja ¢ = (q1, .- ., qn) uma configuragao central plana e sejam q; e q; dois de
seus pontos. Se um dos dois cones abertos determinados pela reta que passa por g; e q; e
pela mediatriz do segmento q;q; contém pontos de q, o outro cone também contém pontos

de q.

Dados 3 corpos nos vértices de um triangulo, se considerarmos o segmento que
une dois dos corpos, pelo teorema acima, o outro corpo tem que estar na mediatriz
deste segmento. Permutando-se os corpos o terceiro corpo tem que sempre estar na
correspondente mediatriz. Assim, o tridngulo tem que ser equilatero. Este argumento é
devido a Hampton.

O teorema 4 utiliza uma linha de pesquisa nao mencionada neste trabalho, que é o

estudo das simetrias das configuragoes centrais.
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2.3 O Problema da Finitude

Quais sao as classes de configuragoes centrais que existem para um dado conjunto de
massas’

Classificar as solugoes de (2.3) é muito dificil. Para n = 3, Euler mostrou em 1767
que existem exatamente 3 solugoes colineares. Logo depois, em 1772, Lagrange mostrou
que para cada tripla mq, mo, ms existem, além das solucoes de Euler, exatamente duas
configuragoes centrais planas de trés corpos, a saber, triangulos equilateros com vértices
Qs G2, 43 © q1, G3, @2. Assim, para n = 3 as soluges de (2.3) estao classificadas. Para
n = 4, Albouy classificou todas as configuracoes centrais de 4 corpos de massas iguais: a
configuracao colinear, o quadrado, o triangulo equilatero com uma massa no centro, e um
triangulo is6sceles com um dos corpos no eixo de simetria. Além destes resultados, nao
se tem uma classificagdo completa das solugoes de (2.3) para algum nimero de massas.
Na verdade, o problema de determinar o ntimero de configuragoes centrais ja é bastante
dificil. Primeiro, expliquemos o que queremos dizer com o nimero de configuracoes
centrais. Mostraremos no préximo capitulo que para cada instante ¢y fixado em uma
solucao homografica teremos que as massas m; formam uma configuracao central. Assim,
para que essa contagem faca sentido é necessério passarmos ao quociente modulo as
isometrias em torno do centro de massa e as homotetias. As simetrias de translacao sao
eliminadas quando fixamos o centro de massa na origem. Contamos, entdao, as classes
de configuracoes centrais modulos estas simetrias. Este problema é tao dificil que existe
uma conjectura relativo a ele, a conjectura de Wintner/Smale [13],]9], que diz: Dadas n
massas positivas no problema de n corpos, o niumero de classes de configuracoes centrais
€ finito. Poderiamos questionar se existe apenas um numero finito de inteiros n para
os quais podemos escolher ao menos um conjunto ms, ..., m, possuindo ao menos uma
configuragao central. Esta foi uma questao proposta por Wintner [13] antes da conjectura

da finitude mencionada acima. Vamos considerar as duas questoes seguintes:

i) Dado um n € N, existe um conjunto de massas my, ..., m, formando uma config-

uracao central?

ii) O namero de elementos do conjunto Ny C N formado pelos n’s dados em i) é finito?
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Nas subsecoes que seguem, trataremos essas duas questoes separadamente. O item i)
é sempre verdadeiro. Porém, em todos os trés casos, colinear, planar nao-colinear e
nao-planar, o item ii) nao é valido, como veremos mais a frente.

Quanto a conjectura de Wintner /Smale, poucos resultados gerais existem. Comegare-

mos construindo um exemplo que reforca a hipotese das massas serem positivas.

2.3.1 Um continuo de equilibrios relativos no problema de 5 cor-
pos

Esta se¢ao é baseada no artigo de G. Roberts |7]. Construiremos um exemplo de solu¢ao
do problema de 5—corpos onde uma das massas é negativa (isto é, for¢a repulsiva) e o
nimero de classes de configuragoes centrais nao é finito. Na verdade, mostraremos a
existéncia de um continuo de configuracoes centrais. Devido a massa negativa, este nao
¢ um contra-exemplo para a questao de Wintner/Smale do caso newtoniano.
Comecemos nossa procura por uma familia de equilibrios relativos considerando
uma configuracao que consiste de quatro corpos no vértice de um losango, cujas massas

sao iguais nos vértices opostos, e um corpo no centro do trapézio com massa arbitraria.

Sejam my = 1, my = m, mg = 1, my = m, my = p as massas e ¢; = (1,0), ¢o =
(0,k), g3 = (—1,0), ¢4 = (0, —k), g5 = (0, 0) as posi¢oes dos cinco corpos. Observemos que
os lados do losango medem ¢ = VA2 + 1. Queremos determinar \ para que a configuracio
q = (01,92, G3, Qu, ¢5) satisfaca a equagio (2.3).

Para:=1:

oU m 1
8_q1(Q) +Admigp =04 0—3(—1, k) + g(—2,0) +

S(=L=k) 4 p(=1,0) + A(1,0) = 0
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Para i = 2:
ou 1 1 m P
an( q)+Amagas =0 & (1 —k:)+g(—1, —k)+ (%)3(0,—21@”@(0, —k)+A(0,k) =0
Para i = 3:
oU 1 m m
aq?,( ) + /\Tflg(]g =0« 8(2,0) + 0—3(1, k’) —+ 0—3(1, —/{3) —l—p(l,O) + )\(—1,0) =0
Para i = 4:
oUu 1 m 1
—(1 2 1 —
8q4( q) + Amyqs = 0 & 03( k) + (%)3(0, k) + 03( k) + k3(0 k) + A0,—k)=0

Para 1 = 5:

ou
( )+>\m5q5—0<:>£( )—|—)\m5(070):0
5

Observe que obtemos a mesma equacao ao fazermos ¢ = 1 e ¢ = 3, e a mesma quando
fazemos ¢ = 2 e i = 4. Isso pode ser observado diretamente, pois devido as simetrias as
forcas sobre ¢ e g3 diferem somente por um sinal, assim como as forcas sobre ¢; e q4. Ao
fazermos ¢ = 5, A desaparece e nao tem como determiné-lo, o que também ja é esperado,
pois a forca atuando sobre g5 é nula. Assim, para determinarmos A temos que resolver

as seguintes equacoes

1
=10k + 5 (=2,0) + (=1, =K) +p(=1,0) + A(1,0) = 0 (2.15)
e
L1 k) 4 = (=1 =) + =™ (0, —2k) + 2(0, —k) + A0, k) = 0 (2.16)
3 R (2k)3 k3 B '
De (2.15) e (2.16) segue-se que
m 1
S-S opHA=0e A= T
e
k 2km  kp 2 m P
ot M P — — LI 4
37 R k3+)\k 0= A= c+4k3+k3
Dai,

2m 1 2 p 2 1 1 2 1
Yt -4 p==t = = - — l——)==-- 2.17
R +4k3+k3 m(c3 >+p( ) (2.17)
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Se m =1 e p= —1 na equagio (2.17) entédo
2 1 1 1 2 1
—————-|1-—)==—-- VkeR
3 4k3 4( 4k3> 3 4
e
2
)\Zg

Assim, para o conjunto de massas (1,1, 1,1, —}1) achamos uma familia uniparamétrica
de configuracoes centrais degeneradas para o problema de 5—corpos. Para um ponto de
vista alternativo, sejam ¢; = (4,0), g2 = (—4,0) e as massas os valores (1,1,1,1, _411>'

Entdo ¢ = /j2 + k? e I = j? + k?. Fixando I = 1 temos ¢ = 1, dai

Z o _i+i+l_i+l+i_i+l_i_i—4
e =gl 2 @ 4y ok 4k & 45 4k
1<J

Portanto, para as massas (1,1,1,1, —%1) a funcao potencial U restrita a hiperficie 7 = 1

tem uma curva de pontos criticos

(cost,0,0,sent, —cost, 0,0, —sent,0,0) para 0 <t

l\£>|>l

2.3.2 Configuracoes Centrais Colineares

A maior contribuicao conhecida para o problema da finitude é a determinacao de todas
as classes de configuragoes centrais colineares para dadas n massas arbitrarias. Se n = 2
ou n = 3 vimos na secao 2.2 que existem exatamente 1 e 3 classes de configuracoes
centrais, respecticamente. O caso n = 3 foi mostrado por Euler em [6] no ano de 1767.
Em 1891, Lehmann-Filhés mostrou que para cada ordenamento de mq,...,m, existe
uma configuracao central colinear. Finalmente, em 1910, Moulton [3] mostrou que para
cada ordenamento dos n corpos existe uma tnica configuracao central colinear, portanto
o numero de configuragoes centrais colineares de n corpos é % Em 1970, Smale deu
uma demonstracao diferente da dada por Moulton. A demonstracao que faremos aqui é

baseada na demonstragao feita por Smale [10], e obitida de ([8]).

Teorema 5 Dadas n massas m; (i = 1,...,n) o nimero de classes de configura¢oes
_ n!
centrais é exatamente —.
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Demonstragao: Seja ¢ = (q1,...,n) € R". Definamos o conjunto S = {q € R"|J(q) =
1,C(q) = 0} onde J = > myq? e C = iZmiqi sao 0 momento de inércia e o centro
de massa, respectivamente. Podemos ver S como uma esfera topoldgica de dimensao

n—2em R Seja Aj; = {qg € R"|g; = ¢;} e A" = UA};

i seja, também, A = A"NS.

Seja U a restrigdo do potencial U a S — A. Por exemplo, se n = 3, S N A}, é um dos
grandes circulos. Notemos que S — A tem n! componentes conexas. Isto é devido a
uma componente conexa de S — A corresponder a uma ordenacao particular dos ¢;. Ou
seja, para cada componente conexa existe uma ordenagao ¢; < ¢, < ... < ¢, onde
(11,19, ..,1,) € uma permutacao de 1,2,..., n. Existem n! tais permutagoes. Visto que
U — oo quando ¢ — A, a fun¢do U tem ao menos um minimo em cada componente
conexa. Disto, segue-se que existe ao menos n! pontos criticos de U. Vamos mostrar que
esses pontos criticos sao unicos em cada componente conexa.

Seja a um ponto critico de U. Consideremos a derivada de U em a na direcao de
v=(vy,...,v,) € T,S, onde T,S é o espaco tangente a S em a. Assim,

DU(a)(v) =~ Y mam; (0 = i) |y 3 mia; (2.18)

laj — ail?

onde \ =

), e a derivada segunda é

D*U(a)(v,w) = 2 Z |a:nin;]1’3 —w;)(v; —v;)) + A Z m;w;v;. (2.19)
Vemos que, D*U(a)(v,v) > 0 quando v # 0, ja que A > 0. Assim D?U(a) é definida
positiva em cada ponto critico, implicando que tais pontos criticos sao minimos de U.
Logo, nao pode existir mais que um ponto critico em cada componente conexa resultando
que existem exatamente n! pontos criticos. Removendo a simetria devido a reflexdo em

: n! N :
torno da origem obtemos ) classes de configuracoes centrais.
[ |

O teorema que acabamos de mostrar, responde nossas perguntas dadas em i) e ii).
Dado n € N existe um conjunto de massas my, ..., m, tal que o nimero de configuragoes

. n! . . .
centrals € exatamente 3 Quanto a ii), o numero de elementos em N; ndo pode ser finito,

ja que o n dado no Teorema 5 é arbitrario.
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2.3.3 Configuragoes Centrais Planares Nao-Colineares

Se n = 3, a determinacao de todas as configuragoes centrais planares e nao colineares
foi feita na Secao 2.2. Se n > 3 a quantidade de condigées p dadas em (2.10) é maior
ou igual a 1. Temos, entao, que procurar essas condi¢oes que, de um modo geral, nao
sao faceis de ser achadas. Por exemplo, no menor caso possivel, n = 4, teremos que
p=(n—2)(n—3) =1 eacondicao, R, é aquela dada em (2.8). Neste caso, se colocarmos
as massas no vértice de uma quadrilatero, podemos mostrar que os quatro lados e as duas

diagonais do quadrilatero devem satisfazer a condicao necessaria
(Pi):z - P§3>(P:{)2 — P20)(Ps — P§4) = (ply — Pi)(/’?:& - P§4>(P§2 - Pg?,)

Vamos mostrar isto. Se ¢; (i = 1,2, 3,4) representa uma configuragao central das massas

m; entao, pela Definicao 2.3, deve existir um A > 0 tal que

ij_?@—i—)\mi%zoa 1=1,2,3,4.
T g —QjH

Como estamos supondo que os corpos estdo no plano, entdo ¢; = (x;,y;) € R? para todo

1, €
x. _— x.
XiEijjz,) Z‘{’)\.TZ:O
i Pij
j#i Pij
devem ser satisfeitas, onde p;; = ||¢; — g;||. Disto,

ng k‘;é] p’Lj
k#£i
1 1
Py Pk Pjk
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k#j
ki

1 1
+ka(yk_yi) (p_g_T =0

23

Muliplicando estas duas equacoes por (z; — x;) e (y; — v;), respectivamente, e depois

subtraindo obteremos

onde

1 1
me(i, 5, k)| =———= ] =0
Z <P?k P?k)

k#j
ki

<i7j7 k) = :Ej yj 1

Para o nosso caso, n = 4, obtemos

ms(123)(p13' = pag’) + ma(124) (o1’ — pos’) =
m2(132)(p1_23 - P2_33) + my(134) (P1_43 - P§43) =
ma(142) (p1s’ — par’) +ma(143)(p15 — psi’) =
m1(231)(pry — pr3) +ma(234) (p3i’ — ') =
mi(241)(p15’ — 91_43) + m3(243)(p2_33 - 93_43) =
m1(341)(p1_33 - 01_43) + m2(342)(p2_33 - 02_43) =0
Se supusermos que m; = Mo = M3 = My e que cada massa estd no vértice de um

quadrado entao as condicoes acima sao satisfeitas e teremos uma configuracao central.

Também usando as equagoes acima, vemos que o quadrado é uma configuragao central

apenas quando as massa sao iguais. Agora, usando as trés primeiras equacoes e supondo

que as massas sao nao nulas e que cada trés corpos nao sao colineares, ou seja, (i, j, k) # 0

Vi, j, k veremos que

(P?zz - P§3>(P§2 - P§4)(Pi1))4 - P§4) = (Pi - Pi)(ﬂ?:& - P§4>(p§2 - :033)

como queriamos mostrar. Esta relacao foi deduzida por Dziobek em 1900. A deducao

anterior pode ser encontrada ([4])
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Mostraremos, agora, que a configuragao formada por n massas iguais nos vértices
de um poligono regular é uma configuragao central. Disto, vemos que a questao dada no
item i) também é verdadeira, pois dado um namero n basta tormarmos m; = ... = m,,
nos vértices de um poligono regular de n lados. E como n é arbitrario, o niimero de
elementos de Ny, em ii), ndo pode ser finito.

. P 2m . , . . ~ _
Seja w = €' a raiz n-ésima da unidade, entao w® w, ..., w"!

sao os vértices de um
poligono regular de n lados e com raio 1. Para mostrarmos que a configuracao formada
é central temos que mostrar que a aceleracao gravitacional sobre todo w?, (j =1,...,n),

é proporcional a w’ com o mesmo fator de proporcionalidade, isto é, existe A > 0 tal que

kg ‘
E:T&L—ﬁl:—Aw, j=0,....n—1 (2.20)
Para j = 0, o lado esquerdo de (2.20) pode ser escrito como

m 0
—_— — . 2.21
ZHwo_ngs Z”wo_ngs <Z||w0—w3||3>w (2.21)

J#0 J7#0 J7#0
m2w
Basta mostrar que Z ﬁ ¢ multiplo de w°. Se n ¢ impar entdo
w0 — w7
Jj#0
Z ||wo _wg||3 -

370

w wn—l wk wn—k
"{(WN—MP+ww—w%wQ*‘“*(Ww—wW3+ww—w%mQ}

onde k = ”T_l Se n é par entao

70
w wnil wk wnfk w%
| (e * o)+t (o o) * T
onde k = "2, Agora, observemos que parai=1,...,k
Hwo_wnfz'H:HWO_wiH e
W W = AW
w?
eque —— 5 - = /\owo Assim,
[Jw? —wez ||
mw’
g = e’ 2.22
2 TP~ M (222
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Vemos, entdo, de (2.21) e (2.22) que (2.20) é valido para j = 0, ou seja,
k

S ) o

2 T — WP

Multiplicando a relacdo anterior por w’, e observando que w™ = W' segue-se que

Z m(wh — w?) _ i

i _ k(|3
L Tl — o]

0 n—l)

mostrando, assim, que w = (W%, w,w!, ... W ¢ uma configuragao central.

2.3.4 Configuracoes Centrais Nao-Planares

Vamos mostrar, agora, que o modelo polar da configuragao poligonal acima também é
uma configuracao central, se o nimero de vértices deste poligono é par. Ou seja, dado um
poligono regular com um ntimero par de lados, coloquemos uma reta passando pelo centro
deste poligono e perpendicular ao plano que o contém, tomemos duas massas iguais M
sobre esta reta, situadas a uma mesma distancia z do centro do poligono, e n massas
iguais m situadas nos vértices deste poligono. Podemos supor que o plano que contém
o poligono é o plano xy, e a reta o eixo z. Sejam q,...,q,_1 0S vetores posicoes das
massas m. Para os outros dois corpos de massa M, suponhamos que os vetores posicoes

sejam ¢, = (0,0,2) e g,o1 = (0,0, —2).

Queremos mostrar que existe A tal que a equagdo (2.3) seja satisfeita, para todo j =

1,...,n+ 1. Ja vimos anteriormente que o poligono regular com n massas iguais nos
vértices forma uma configuracao central, assim, para i =0,...,n — 1 existe A tal que
n—1 m
> ———(q — @) = —Aaqi,
2 lar =l
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disto, segue-se que, parat1=0,...,n —1

n+1
my M M
Z ,||3(qk_%’) :AQi+—(q _Qi)+—(qn+1—qi)

— g — @ (14 22)2 (14 22)2
leti
., 3 ~
ja que |lg; — aull = [1g: = gnarl| = (1 4 2%)2. Como g, = —gn41, entao

+
M .
Zqu ql||3 qz’>:—</\+2m>% 1=0,...,n—1.

n—1

Como o niimero de vértices do poligono regular é par, resulta que Z ¢; = 0. Disto, e do
=0

fato de ||¢; — qu|] = (1 + 22)%, parai=_0,...,n — 1, segue-se que

M(—2q,) nm 2M
(@r—an) —n)t oy T + 4n-
2 gl Zuql—qnu A PPATE (<1+z2>2 <2z>3>

P HQk
Se tomarmos i = n + 1 teremos a mesma equacao anterior. Agora, para que ¢ =
(q1,--.,qn) forme uma configuracao central devemos ter
nm 2M M
5+ s=A+2—o
(1+22)2 (22) (14 22)2

ou seja, se, para z > 0, definirmos a fungao

nm — M 2M

F(z) = —A+ 112! + L

queremos mostrar que existe um zo tal que F(z)) = 0. Mas, lim+ F(z) = 400 e
z—0

liin F(z) = —=A < 0, como F ¢é continua em todo z # 0, segue-se que deve existir

Z—1T00

um zo > 0 tal que F(zp) = 0. Isto mostra que, para z = 2, o modelo polar mencionado
M

anteriormente é uma configuragao central com A = A — 2——.
(1+22):

2.4 Colisoes Simultaneas

Nesta secao aplicaremos a nogao de configuracao central a um surpreendente resultado
de analise referente ao posicionamento de n corpos quando estes tendem a uma colisao

simultanea. Faremos uso basicamente de desigualdades envolvendo a fun¢ao momento
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1
J = Y mymypy, e a energia cinética T =~ Z ||d; — dx||>. Observemos que,

2 j<k

pir = |lg; — qx]| implica que

ik = 4 — 4k . 4 — 4k G

P =l Ty — el ™
donde,

sl < 11d; — dnll,
disto,
U] = ijmkp;k Z Hq] il onde Mk U,
j<k j<k k Pik

dai, |U| < U?Y, 4=l ~geoye das equactes dadas para J e T que

J<k mjmy
mymi(q; — gr)* < 2uT.

Seja My = p2 Zj<k(mjmk)_%, assim

U] < MoU?(2T)?

donde,

3
2

1711 < Mo(|I7]] + 4[A])

jaqueU=17e U%(2T)z < H)J] + 4]h|)2. Similarmente, podemos mostrar que existe

mo dependendo apenas das massas tal que
(J —4Rh)Jz > mg > 0.

Fazendo uso da relacao T' = J—2h ja vista anteriormente, vemos que

1 J2 M?
J—2h — 17 z
onde M é o momento angular.
Seja @ = Q(t) a funcao
17?4+ M?

Q=-2hj2+1° (2.24)
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Defini¢ao 7 (Colisao Simultanea) Dizemos que n corpos de massasm; (i =1,...,n)
colidem simultaneamente se, quando t tender a um instante ty, todos os corpos tenderem
ao centro de massa, isto €,

lim ¢ (t) =0, Vi=1,...,n (2.25)

t—to

Observemos que lim ¢;(t) = 0 < lim J = 0. Isto é devido a que lim (Z miqiz) =
t—to t—to

Zmi(lim qi)Q. Vemos, entao, que quando os corpos tendem a uma colisao quando ¢

tende a ty entao

1J‘2 M2
lim Q(t) = lim A

t—to t—to J3
Pode-se mostrar que o limite acima existe e nao pode ser negativo. Mas, para que exista

colisao é necessario que M = 0, logo deve existir o limite

J'z
lim — =
1m J% Ho

onde pp = lim Q.

Usando as relagoes dadas até entao veremos que

T~ Gt~ 1)t (2.26)
J o~ (12013)3 (t — 1) (2.27)
J o G- 1) (2.28)

onde a notacao fi ~ f significa que tlirgf—; =1.

O que mostraremos é que se t estd muito proximo do instante %y, referido na
Defini¢ao 7, entao a configuracao formada pelas n particulas estard muito proxima de
uma configura¢do central. Segundo Wintner [13], esta descri¢ao assintotica de qualquer
colisao simultanea é, talvez, o mais profundo dentre os teoremas locais conhecidos no
problema de n corpos.

Observemos que lim ¢;(t) = 0 < lim J = 0. Isto é devido a que lim (Z mzq3> =
t—to t—to

Zmi(lim%’)z-

Proposicao 6 Seja g(u) uma fungao real tal que 0 < u < +0o duas vezes diferencidvel.

Se lir}rq g(u) =L < oo el|j(u)| < const quando u — 400 entao 1ir+n g(u) =0.
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Demonstracao: Observemos que nao pode existir um par 77 e § de nimeros suficientemente
pequenos tal que |g(u)] > n para todo v € (a,b) tal que |b — a|] = ¢, ou seja, (a,b)
¢ um intervalo qualquer de comprimento d. Pois se este fosse o caso, sendo a funcao
diferenciavel podemos aplicar o teorema do valor médio em cada intevalo e assim concluir
que |g(a)—g(b)| > on, contradizendo o fato da fungao ter limite finito. Consequentemente,
deve existir para todo € > 0 um N = N, tal que qualquer inntervalo de comprimento € e
que esteja contido no intervalo [N, 00) contém ao menos um ponto u tal que |g(u)| < €.
Como |G(u)|] < const entdo, aplicando novamente o teorema do valor médio, §(u) nao
pode variar num intervalo de comprimento € por mais que € - const, disto segue que

|g(u)| < €+ € - const sempre que u > N.. O que mostra que §(u) — 0 quando u — +o0.
[ |

Vamos supor, sem perda de generalidade, que ty = 0. Podemos reescrever (2.26), (2.27)

e (2.28) como

5] v >0 (2.29)
d(t=3.J)
t——=—0 2.30
T (2.30)
d2(t3.J)
2
i 3,124 J
respectivamente, onde v = (5145?)3. De fato, sendo to = 0 segue de (2.26) que — Y
(Sug)sts
Jt—3 » :
1 = — 1 = Jt73 — v, o que mostra (2.29). De (2.27) temos que J ~
2;V 1 onl, 1 2,1 2.1 9dg—do 154 2.1 ygg dla1 o, 1
(1202)3 (£ — to)}, mas (123)3¢3 = 2383t = 2227437134t} = B2u2yied = syl
. 1
Ji=3

portanto .J ~ %V(]té implicando que T 1= Jt7s — %VO — 0, sendo t5.J — Vo por
3
. . _4
(2.29) entdo Jt~3 — %t_%J — 0= t(t73J — %t_%_lj) — 0= tw — 0 o que conclui
a prova de (2.30). Analogamente, podemos mostrar (2.31).

Agora, convenientemente, facamos a seguinte mudanca
2 2 4 2
qQ,=t3¢, ox=t3pg J=t3J ¢ U=t 3U. (2.32)
Entao, a formulcao exata do que iremos mostrar é

Teorema 6 Se q; (i =1,...,n) colidem simultaneamente no instante t = 0 entao

(JU?)q, — 0, i=1,...,n.
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A mudanga que fizemos em (2.32) nao ird altera, pelo que foi visto no Teorema 3.

Demonstracao: Primeiro, serd mostrado que quando ¢ — +0 entao

2
§J —-U—0, (2.33)
oir > const >0 (2.34)
Para este fim, serd conveniente substituirmos ¢t por t = —logt, portanto t — +00 quando
t — 0. Dai,
t=¢e" (2.35)
tf'=—f, Cf'=f+f (2.36)
onde ’ e ponto denotam as derivadas com respeito a ¢ e t, respectivamente. A relacao

(2.36) segue do fato que se considerarmos t = t(¢) entdo, usando a regra da cadeia,

f= .% = f — % = —tf = f Usando a relacao que acabamos de mostrar, segue que

(f") = <z%f>l = t%f + t%f = t2f"f + f. Se usarmos as relacdes (2.35), (2.36) e (2.32)

as equagoes do movimento m;q; = Uy, podem ser escrita como

1. 2

J(q —=q, — -q.) = Uy, 2.
m(qz qu 9qz> q; ( 37)

mimy,
com U= E ok = la; — (2.38)
e Gk

De fato, miq! = m;(t3q,)" = mi(—gt_%qi + %t‘éqg +t3q”), usando (2.36) tf' = —f
e 2f" = f + f, segue que m;q = mit_% (qz — %qi — %qi), assim m;q! = U, =
m; (ql — %qz. — %qi) = t%qu = m; (ql — %q,. - %qi) = U, ja que, por (2.32), thqi =
U,,. Similarmente, (2.32), (2.35) e (2.36) implicam que a energia %Zm@-q? —U=he
sua formulacao equivalente J” = 2U 4 4h, ja mencionada no capitulo :ﬁterior, podem ser

escritas como

1 2
5 Somila, — Sa) U = he ¥ (2.39)
J - 5J + §J = 2U + 4he™ 5", (2.40)

Finalmente, aplicando (2.36) a fun¢do f = J podemos mostrar que (2.26), (2.27) e (2.28)
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sao equivalentes a

J— (2.41)
J—0 (2.42)
J—0 (2.43)

onde t — 0, isto é t — +oo. Fazendo t — 400 em (2.39), onde h = const, vemos
que (?7), 2J — U — 0, ¢ implicada por (2.41) e (2.43). Por outro lado, (2.33) e (2.41)
implicam que U — L < oo resultando que existe uma contante M tal que |U| < M.

Dai, mg:’“ <Yk mg”:’“ =U= % < M = gji. > const > 0. O que mostra (2.34).

Mostraremos, agora, que quando t — 40, isto é, quando t — 400,

q; — 0 (2.44)
||q;|| < const (2.45)
l|d;]| < const. (2.46)
De fato, de (2.39)
I P
he st =25 ) mi(d - ga,)" = U
1 4 1,
- (@ - —qq 4+ -q?) - U
5 2 mild; — 344+ 5a;)

1 g 2 _ 2 9
= §Zmiqi - gzmiqz’qi + §Zmiqi -U
por (2.42) e (2.33), %J = 2% miq;q; — 0e 2J-U = 23" m;q?—U — 0 respectivamente.
Como he 3t — 0 segue que %Zmzq? — 0 implicando que q; — 0. Mostramos, entao,

(2.44). Para mostrarmos (2.45) e (2.46) observemos que

lla;|| < const e (2.47)

|Uq,| < const. (2.48)

De fato, por (2.41) J = Y. m;q? — 14 implicando que existe M tal que |J| < M, como
lq;|* < |J| entdo |q;| < const. A relagao (2.48) segue diretamente de (2.34). Agora, vamos

mostrar (2.45). Por (2.37) temos que m;(q; — 3q; — 2q;) = Uq, = ||Uy,

> i |G| -

< const como

millza,+ i)l = millll < mill5a+ §a,)l|+[Ug,|| implicando que |||

queriamos. Finalmente, diferenciando com relac¢ao a t a igualdade m;(q; — %qi — %qi) =
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U,,, dada em (2.37), e usando (2.44) e (2.45) vemos que para mostrarmos (2.46) temos que
mostrar que a derivada segunda da funcao U(qy,...,q,) é limitada quando t — +in fty,
mas isto segue diretamente do uso de (2.47), (2.37) e (2.34).

Como por (2.44) e (2.46), q, — 0 e ;|| < const, segue pela Proposi¢ao 6 que
q; — 0. Segue, portanto, de (2.37) que %miqi +Ug, — 0. Visto que J = 5" muq?, entao
2miq;+Uq, — 0= 5Jq, 4+ Ug, — 0. Esta relacdo quando combinada com (2.41) e (2.33)

mostra que (JU?),, — 0.



Capitulo 3

Solucoes Homograficas e Configuracoes

Centrais

Os resultados mostrados nos Teoremas 1 e 2 do Capitulo 1 nos dao uma classificacao
de todas as possiveis solucoes homograficas. No inicio daquele capitulo mostramos a
existéncia de uma solucao homografica construindo um exemplo planar de trés corpos.
Mas, de um modo geral, mostraremos neste capitulo que sempre existe tal solugao. Pela
Definicao 1.7, uma solucao homografica é determinada pela existéncia de um par de
fungoes r(t) e Q(t), e por n posigoes iniciais q) = ¢;(tp). Mostraremos neste capitulo
que ¢° = (¢?,...,4¢°) formam uma configuracao central. Comecaremos considerando o

problema de Kepler, que sera utilizado no decorrer deste capitulo.

3.1 O Problema de Kepler

O problema de Kepler consiste do estudo do movimento de um ponto ¢ € R? que é atraido
para origem segundo a for¢a de atragao gravitacional newtoniana, ou seja, a dinamica

ddescrita pela seguinte equacao
A

§=—1—14 (3.1)
lal[?
onde A > 0. Observemos que a energia total
1 A
h =g — = 3.2

63
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¢ uma integral de (3.1). De fato,

b=+ o= (éi+ 4 q) =0
lql[? lql[?
Seja M o momento angular, M = ¢ x ¢. Entao, M é outra constante do movimento
de (3.1), pois
M=ixitaxi=a (~pg) <o

A seguinte proposi¢ao introduz outra constante do movimento.

Proposicao 7 Considerando o movimento Kepleriano dado em (3.1), existe um vetor

constante e, chamado o vetor de Laplace, tal que

A<e+i):¢1xM (3.3)
|lal|
Demonstracao: Temos

d qllg — g j 1

_((1):” ] T :(qu)3Xq:MX T _ Ly

dt \|lql] [lal| [lal| [lal| A

logo,

d q) d .
S AL} = Lg% M),
dt(uqn a4 M)

donde decorre (3.3), por integracdo da equacao anterior.
[ |

Suponhamos que M = 0. Pela Proposi¢ao 7 segue-se que e + ﬁ = 0 implicando que
q = —||q||e, ou seja, 0 movimento é retilineo. !

Suponhamos que M # 0. Neste caso ¢ e ¢ sao ortogonais a M implicando que o
movimento ocorre no plano ortogonal a M, o plano invariavel.

Soponhamos daqui por diante que M # 0.

i) Se e =0 entdo o produto interno de (3.3) por ¢ nos da que
A(L) q=(GxM)-q
|lal|
implicando

(g xq)- M =||M|P,
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donde,
| M]]7
pu— .4
lall = 1= (34)

logo, o movimento ocorre em um circulo. Agora, pela equagao da energia vemos

que ||q|| é constante, logo, o movimento é circular e uniforme.

ii) Se e # 0, entao tomando o produto interno de (3.3) por ¢ teremos que
Me - g+ [lgll) = [|M]]*. (3.5)

Sendo 6 o angulo entre e e g segue que
|| M2/

T+ [Je|[cos 0 (36)

llgll =

A equagao (3.6) é a equagao polar de um coénica com foco na origem e excentricidade
|le|]|. Para descrevermos presisamente que tipo de conica o movimento descreve, temos

que estudar a excentricidade. De (3.3) segue-se que

A2 (e+i) : (e+i) =|g x M||?
[lql] lql]

Como ¢ ortogonal a M segue que ||¢ x M||*> = ||¢||?||M]|?, donde

2e-q+1 .
N (||6||2 + —) = llglI*|I])* (3.7)
gl
De (3.5) vemos que e - ||q|| = M — ¢, substituindo esta relagao em (3.7) e observando
que da equagdo da energia, obtemos || - q||* = 2h + H2_q)\H’ concluimos de (3.3) que

N¥(llel* — 1) = 2[[M][*h.

Concluimos desta equacao que a oOrbita ¢ uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole,

conforme seja a energia total h negativa, nula ou positiva.

3.2 Configuracoes Centrais e Solucoes Homograficas

Nesta secao mostraremos, na Proposicao 8, que em cada instante ¢ de uma solucao ho-
mografica a configuracao formada pelas n—massas é uma configuracao central. E, recip-
rocamente, mostraremos na Proposi¢ao 9 que se as massas m; formam uma configuragao
central ¢ entdo existem fungdes r(t) e Q(t) tais que ¢(t) = r(t)Q(t) ¢ uma solugio

homografica.
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Proposigao 8 Seq;(t) (i =1,...,n) é uma solu¢ao homogrdfica do problema de n corpos
com massas m; entao em cada instante ty fizado, q0 forma uma configuracio central das

massas m;.

Demonstra¢ao: Dividiremos a demonstragao em dois casos. Caso 1: A solugdo homogra-

fica é planar. Caso 2: A solu¢ao homogréfica nao é planar.

Caso 1:

Sendo ¢; = ¢;(t) uma solugao homogréfica planar do problema de n corpos entao, como
m (1.7), podemos escrever ¢;(t) = ¢(t)a; onde ¢ : R — Cea;, € C (i = 1,...,n).

Substituindo na equacao (1.1) do problema de n corpos segue-se que

mymj(a; —a;)

(3.8)

% %

[EOIRIOREGESDY)

#i|W—%H

Como o lado direito nao depende de t, a funcao de ¢ no primeiro membro é constante,

logo, existe A > 0 tal que ||¢()[]2(6(t))Lo(t) = =), ou

A

*) = 1150

||3¢(t) (3.9)

A substituigao em (3.8) nos da —Aa; = Z W‘TJ (a; = |; , provando que a = (ay,...,ay,)
a; —

e, por conseguinte, cada ¢;(to) = qﬁ(to)al, ¢ uma configuracao central.

Caso 2:

Como visto no Capitulo 1, se uma solu¢ao homografica nao é planar entao necessariamente
ela é homotética, ou seja ¢; = rq?, onde ¢? = ¢;(to), para algum ;. Substituindo ¢; na
equagao (1.1), segue-se que

m;m;
mig) =Y e (4] — ) (3.10)
— la? — ¢?ll

Como anteriormente, a funcao #r? deve ser igual a uma constante —\ e sua substituicao

m (3.10) mostra que ¢?, logo, cada ¢;(ty) = r(tp)q) ¢ uma configuragio central.

Proposigao 9 Seja ¢° uma configuracio central das massas m;. Entdo, existem fungoes

r(t) e Qt) tais que q;(t) = r(t)Qt)q) € uma solugdo homogrifica.
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Demonstracao:
Caso 1: Suponhamos que ¢” é uma configuragao central planar.

Neste caso, podemos escrever ¢” = a; € C. Assim, existe A\ > 0 tal que

Amga; = 3 T (a; = @) (3.11)

i

Seja ¢(t) : I — C uma fungao que satisfaz (3.9) para o A dado em (3.11). Sabemos

que tal fungao existe pela se¢do anterior. Definamos, entao, ¢;(t) = ¢(t)a;. Como ¢(t)
satisfaz (3.9) e A satisfaz (3.11), segue-se que a equacao (3.8) é satisfeita, logo,

e = Sy (()a; — é(t)ai)
o) = ; l6(t)a; — o(t)a,]

Mgdi; = Z mz‘mj(%’ - %)
S a—all

ou seja, ¢; € uma solucao do problema de n corpos e, clararamente, uma solu¢ao homo-
gréfica.
Caso 2: Suponhamos que ¢! é uma configuragio central ndo-planar. Entao, existe \ tal

que

mim; (g} — qf)
Amq) = i 3.12
2 - gl (8.12)

Neste caso, basta considerarmos r(t) como sendo a fun¢ao que é solu¢ao da equagao
diferencial 77?2 = —\. O teorema de existéncia e unicidade de equacdes diferenciais nos
garante a existéncia de tal fungao r(¢). Disto e de (3.12) segue-se que ¢;(t) = r(t)q)

satisfaz a equagao (3.10), logo,

m;m;(rq® — rq°
mifq? _ Z ]( 4; Q'L)

5 5 ou
= lra! = rgjlP®
.. mimj(Qj — qi)
midi = Z EPNTER
Isto prova que ¢;(t) = 7(t)¢?, i = 1,...,n, é uma solucio do problema de n corpos. E

claro que esta ¢ uma solucao homotética.
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3.3 Geometria das Solucoes Homograficas

Se supusermos que a solucao homografica do problema de n corpos nao é planar entao
ela é homotética, ou seja, ¢;(t) = r(t)¢? (i =1...,n) onde r é uma fungio real positiva
denida em um intervalo aberto e, pela secao anterior, ¢ = (¢%, ..., ¢°) é uma configuracao
central das massas m;. Substituindo em (1.1) obteremos a relagio (3.10). Vemos, entdo,
que a trajetoria de cada g¢; é retilinia.

Por outro lado, suponhamos que a solugdo homogréfica ¢ planar, entdao ¢;(t) =
o(t)a; onde os a;’s formam uma configuragdo central plana e ¢(t) satisfaz a equagio
o(t) = —)\% que é o problema de Kepler dado na Secao 3.1 deste capitulo. Assim,
cada corpo descreve uma elipse, uma pardbola ou uma hipérbole, conforme a energia h
seja negativa, zero ou positiva.

Como ilustragao, tomemos a configuracao central equilatera de Lagrange de n = 3

corpos, com energia h < 0.

Como visto no Capitulo 1, se ¢ = (q1,...,¢,) ¢ uma configuragao central entao ¢
e (q pertencem a mesma classe de configuracao central. Disto, podemos tomar o A da
definicao de configuracao central como sendo 1. Assim, uma solu¢ao homografica planar
¢ uma solucao de equilibrio relativo se, e somente se, as n trajetérias no plano invariante
descrevem circulos concéntricos em torno do centro de massa que é a origem do nosso

sistema de coordenadas.

3.4 Solucoes de Equilibrio Relativo

Consideremos o problema planar de n corpos. Denotemos o nosso sistema de coordenadas

inercial por (z,y), e consideremos um sistema nao inercial de coordenadas (X,Y’) que
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gire em torno do centro de massa com velocidade angular constante w. Portanto, se

¢; = (z;,y;) no nosso sistema inercial, escrevemos ¢; no sistema rotacional como

coswt —senwt X;
¢ = = (X; coswt — Y;senwt, X; senwt + Y; coswt)
senwt  coswt Ys

Escrevamos as equagcoes diferenciais do problema de n corpos em termos das coordenadas
do sistema rotacional (X,Y). Sendo ¢; = Q0Z;, onde Z; = (X;,Y;) teremos que
m;G; = Uy,

Observemos que

Assim,
.. .. .. 0 w . ..
mi (QZZ- 4207+ QZZ-> = U, = mi(~w*QZ; + 20 7, +QZ) = QU
w 0

donde,

mi(X; — 2wY; — W2 X;) = Uy, e (3.13)
mi(Y; + 2wX; — w?Y;) = Uy.. (3.14)
Uma solucao homografica de equilibrio relativo é caracterizada pela existéncia de um valor

w constante, tal que (3.13) e (3.14) tém, para este valor particular de w, uma solugao da

forma
X;(t)=X), Yi(t)=Y? (3.15)
> omiX)=0, Y mY) =0 (3.16)
Substituindo (3.15) em (3.13) e (3.14) segue-se que

X0 - X? Yo —YvP
WIX0 = ka’lT;’»k’ LY = kazTgk (3.17)
o Pik Kt Pik

onde 9 = [(X° — X9)2 + (Y — Y,%)2]2. Segue, portanto, que o problema de determinar

todos os conjuntos das 2n + 1 constantes X!, Y? e w que satisfazem as 2n + 2 condigdes
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dadas em (3.17), é equivalente ao problema de enumerar todas as configura¢oes centrais
das massas m;.

Se (3.15) ¢ uma solugao de equilibrio relativo correspondente as massas m; com
velocidade angular w entdao X; = pX? e Y; = pY? ¢, para todo p > 0 uma solucgao de

11 e . . _3 .
equilibrio relativo com velocidade angular p~ 2w, pois

n n
kaw:%kaX’Q ;3X =p XY = p WX = (p 3)w)QXZ-
Pik Pik

Analogamente, mostramos para Y;. Esta mudanca arbitraria de dimensao linear junto
com a possivel passagem de ¢ para £t + const, esgotam todas as solucoes de equilibrio
relativo pertencentes a mesma configuragao central das massas m;, visto que a translacao
no tempo em um sistema autoénomo nao altera a solugao.

Como ilustragao, calculemos a velocidade angular da solugao de equilibrio relativo
do problema de n = 3 corpos.

No caso colinear de n corpos podemos escolher o eixo X do sistema rotacional (X,Y)
tal que a segunda coordenada de cada corpo neste sistema seja zero, isto ¢, X = 0. Além

disto, suponhamos que X} < XZO+1 Assim, (3.17) se reduz a

1—1 n m
2 v-0 k
Wi X] ka Z - D oy
XX 2 (X X
=1 k=i+1 ?
Se n = 3 entao
m m
2y0 _ M2 3
w X = -5
/312 P13
ms my
WXy = —
P23 Pi2
ma ma
w2X§ = — —

02 02
P13 P23
Sendo p%, = p¥ 9.. b d 1 0 0 2 isf: d
endo py3 = P19 + pPa3, basta determinar pi,, pi3 € w” satistazendo
ma ms ms my
T 02 0 02 02~ 02
Pi2 P13 P23 P13
—Mmg — 1y ms3 4 ms3
02 ) 0 \2 02
P12 (P9 + p33) P23

piow” = (X7 — Xp)w® =

my mo ms3 ma

PR = (X3 — X' =

02 02 02 02
13 P23 P23 P12
Mo + M3 my mq

Ph3 (pla + Ph3)* A3
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Definamos a matriz (0,,) por

W2 tmp +my ma mg _m3
g1 12 _ P(l)gm (P?%n + P83)3 7(7[’/)(1)2_’_"’ m033)3 P%%
1 1 9 2 3 1
021 0922 — (5 — 5 w” — —
(P +1%3)% Pl 25 (ply + P53)?

Observemos que
0 _ 0 0 _ 0
P12011 = P23012,  P12021 = P23022

implicando que o determinante de (o,,) se anula e que 011, 092 sdo de mesmo sinal que

012, 091. Mas, sendo 015 e 091 negativos segue que 011 € 09 sao negativos. Disto,

Opq <O(p:172;q: 172) (318)
011022 — 012021 = 0. (3.19)
Finalmente, substituindo p = p{, + p3; e A = Z ;gﬁ e entao expressando o determinante de

(0py) em termos de A e p achamos que (3.19) pode ser escrito como
w?p® = my +msz +ma(1+ N1+ 172, (3.20)

A = A(mq, ma, m3) sendo a unica raiz positiva de (??), Capitulo ?7?.

Agora, consideremos o caso de uma solucao de equilibrio relativo com n = 3 e
as massas m; nao colineares. Vimos, no Capitulo 7?7, que tal configuragao forma um
triangulo equilatero. Consequentemente, se p = p{, = pd3 = p9; entdo

WP XY = (Z my) XY — kaXk = (Z mp) XY +mi XY = (my +my +m3) X,
ki ki ki
implicando que

2 3
w p” =my + mg + ms
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