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RESUMO

O teorema de Cartan assegura que as variedades R™, S™, H" sao essencialmente as tini-
cas variedades Riemannianas completas simplesmente conexas com curvatura seccional
constante. Nomeia-se esses tipos de variedades como sendo Formas Espaciais. O tra-
balho apresenta, quando possivel, a classificacao das superficies completas de curvatura
constante imersas numa forma espacial tridimensional. Assim, sao estabelecidos trés teo-
remas de classificacao os quais trazem a classificacao geral, quando possivel, pois algumas
questoes continuam em aberto.

No primeiro caso, referente ao R® mostra-se que as classes das superficies completas
imersas em R?, segundo o sinal da curvatura Gaussiana K sao cilindros se K = 0, ou
esferas se K > 0. E ndo existem se K < 0(teorema de Hilbert), .

As classificagoes referentes a S* e H? ¢ feita segundo a curvatura extrinseca(K ).
Porém, no final de cada respectivo capitulo figuram teoremas que trazem a classificacao
geral(quando possivel) por meio da curvatura intrinseca(K).

Em relacao ao S* é evidenciado que a classe de superficies sao constituidas por 2-
esferas se K;,; > 1; pelo conjunto vazio se K;,; < 0 ou 0 < K;,; < 1; e para o caso
K = O(superficies flats) é feita uma discussao sobre a classe das superficies de translagao,
da qual os toros de Clifford fazem parte.

Para o H3, estas superficies sdo esferas Geodésicas se Kj,; > 0, horosferas ou con-
junto de pontos equidistantes de uma quando K;,; = 0. No caso K;,; = —1, elas sao
formadas por por¢ao de Cones ou Cilindros Geodésicos se; nao existem superficies para
quando K;,; < —1(consequéncia direta de uma versao mais geral do Teorema de Hilbert);
finalmente, quando —1 < Kj,,; < 0, exibimos apenas as superficies de revolucao, incluindo
hiperesferas.

Palavras-Chave: Superficies Imersas, Superficies Completas, Forma Espacial, Cur-
vatura Gaussiana, Curvatura Intrinseca, Curvatura Extrinseca.



ABSTRACT

Cartan’s theorem tells us that the riemannian manifolds R", S™ e H" are the only com-
plete simply connected riemaninan manifolds with constant sectional curvature. Those
are called space forms. This work presents, whenever possible, the classification of com-
plete surfaces of constant curvature immersed in a tridimensional space form. Thus, three
classification theorems are established, which present the classification when possible, for
there are still some open questions.

For the first theorem, relative to the R® case, it is shown that according to the sign
of the Gaussian curvature K, these surfaces are cylinders when K = 0 or spheres when
K > 0. There are no such surfaces when K < 0 (Hilbert’s theorem).

For the case of S?, these surfaces are 2-spheres if K;,, > 1, and there are no such
surfaces if either 0 < K;,; < 1 or else if K;,; < 0. For flat surfaces, a discussion on
translation surfaces is carried out, of which the Cliffrod tori are examples.

For the case of H?, these surfaces are geodesic spheres if K;,; > 0, horospheres or the
set of points equidistant from a geodesic when Kj;,; = 0. In the case K;,; = —1, they
are made of portions of cones and geodesic cylinders. There are no such surfaces when
Kine < —1 (this is a consequence of a generalized version of Hilbert’s theorem). Finally,
when —1 < Kj,; < 0, we only exhibit the surfaces of revolution, including hyperspheres.

Keywords: Immersed surfaces, complete surfaces, Gaussian curvature, space forms,
intrinsic curvature, extrinsic curvature.
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INTRODUCAO

As variedades R"™, §", H" sdo completas e simplesmente conexas [1].

O teorema de Cartan, enunciado a seguir, garante que essas sao essencialmente as
lnicas variedades Riemannianas completas simplesmente conexas com curvatura seccional
constante. Nomeia-se esses tipos de variedades como sendo Formas Espaciais.

Teorema: Seja M" uma variedade Riemanniana completa e de curvatura seccional
constante K ... Entao o recobrimento universal M de M, com a métrica do recobrimento,
é isométrico ao:

(a) Espaco hiperbolico de dimensao n; H"”, se K. = —1
(b) Espago euclideano de dimensao n; R", se K. =0
(c) Esfera n-dimensional; S™, se K. =1

Existe uma grande quantidade de superficies de curvatura constante imersas numa
forma espacial de dimensao 3 ([3], [10]). Porém, se impusermos a hipotese adicional de
completude, a quantidade se reduz a poucos exemplos. E objetivo desse trabalho fazer
essa classificagdo, quando possivel. A bibliografia basica utilizada foram os textos [3], [10],

[11].

No capitulo 1 sera feita a classificacio para R3 segundo o sinal da curvatura Gaussiana
K. Se K = 0 os pontos da superficie sao planares ou parabdlicos. Assim, na secao 1.1
provaremos que as componentes conexas de pontos parabolicos e planares sao a uniao de
retas paralelas e a fronteira destes conjuntos, que sao iguais, sao limites de retas paralelas
contidas em uma componente conexa parabolica. Assim, ficara estabelecido que para este
caso os Unicos tipos de superficies sao cilindros.

Na secao 1.2 abordaremos o caso K > 0, sendo a curvatura Gaussiana positiva o Teo-
rema de Bonnet garante que a hipotese de completude pode ser substituida pela hipotese

11



12

de compacidade, isso sera util para garantir que a superficie em questao é umbilica, por
conseguinte uma esfera. Assim, obteremos uma caracterizacao das esferas.

Na secao 1.3 tratamos do famoso teorema de Hilbert. Para demonstragao deste defini-
mos uma parametrizacao que cobre toda a superficie em termos de Redes de Tschebysheft.
Assim, demonstraremos resultados globais fundamentais em termos das redes Tschebysh-
eff. Assim, provaremos o famoso teorema de Hilbert o qual garante a nao existéncia de
superficies completas de curvatura Gaussiana K < 0.

O capitulo 2 sera dedicado a defini¢ao de conceitos como os de curvatura extrinseca(K.;)

e intrinseca(K;,;) e a reformulagdo dos resultados geométricos de uma superficie imersa
em R3, para o caso geral, em que essas estao imersas numa forma espacial qualquer. Para
isto define-se as curvaturas intrinseca e extrinseca de uma superficie imersa numa forma
espacial tridimensional. Como exemplos temos uma generalizagao do teorema de Hilbert
que garante a nao existéncia de superficies completas de curvaturas extrinseca, intrinseca
negativas imersas numa variedade dimensao 3 de curvatura contante; veremos também a
verificacao da validade das equagoes de Mainardi-Codazzi para ambientes mais gerais.

O capitulo 3 tras em cada secdo a classificacao, para S3, segundo o sinal da curvatura
extrinseca. Entretanto, na tltima secao do capitulo, figura o teorema geral, que apresenta
a classificacao segundo a curvatura intrinseca. No decorrer das secoes deste capitulo
muitos resultados do capitulo 2 sao invocados, na secao 3.2 por exemplo a versao mais
geral do teorema de Hilbert eliminara um caso de forma imediata.

Na secao 3.3 serd demonstrada uma proposicao que é uma consequéncia direta de uma,
versao mais geral do teorema de classificacdo das superficies umbilicas. Assim, pode-se
concluir imediatamente de que a superficie para este caso é uma n-esfera.

Na segao 3.4 sera observada a grande importancia do capitulo de preparagao para que
a classificacao seja efetivada, pois varios resultados do mesmo serao utilizados como o
teorema de classificacao das superficies compactas e uma versao mais geral do teorema de
Gauss Bonnet e o famoso teorema da "esfera cabeluda". Assim, fica-se apenas o trabalho
de juntar pecas de um quebra cabeca para concluir a nao existéncia de superficies para
este caso.

Na secao 3.5 sera feita uma discussao sobre as superficies de translacao. Para isto
serd, mostrado que S* ¢ um grupo de Lie, assim lancaremos mao da teoria dos Grupos
de Lie para descrever um possiivel caminho para classificacao deste caso. Sabe-se por
exemplo que os Toros de Clifford figuram como uma classe importante de superficies flats
de translacao.
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Apresentando a mesma metodologia do capitulo 3, o Capitulo 4 fara durante as se¢oes
a classificacao para H?® segundo a curvatura extrinseca e na tltima secdo, 4.7, havera
o enunciado do teorema geral segundo a curvatura intrinseca. Na primeira secao, 4.2,
deste capitulo 4.1, serao definidos trés modelos do espaco hiperbolico e verificaremos
a equivaléncia entre eles. Na secao 4.3, serao apresentadas as superficies totalmente
umbilicas H? e no final desta secdo ird figurar um teorema de classificacao deste tipo de
superficies. Na secao 4.3 a classificagao de fato se inicia. Aqui mais uma vez a versao
mais geral do teorema de Hilbert serd invocada. Na secao 4.4 é demonstrado o teorema
de classificacao devido a Volkov e Sasaki Vladmirova. A demonstracao deste teorema
¢ dependente de um teorema de cardter puramente anéalitico cujo credito é devotado a
Jorges. Na secao 4.5 faremos uma discussao dos avancos, feitos até o momento, para
classificagdo das superficies flats em H?. O texto [6] é o que até o momento melhor se
aproxima de uma classificacao efetiva. Na secao 4.6 sera faremos a classificacdo para
as superficies de revolucao, expressando efetivamente uma parametrizacao para todas
superficies deste tipo. E por fim, mostramos que as calotas esféricas sao um exemplo para
este caso.



Capitulo 1

Superficies de Curvatura Constante em
RB

1.1 Introducao

Neste capitulo iremos classificar as superficies completas em R? segundo o sinal da
curvatura Gaussiana.

1.2 K=0

De acordo com o teorema de Miding, superficies regulares com curvatura gaussiana
identicamente nula sao localmente isométricas ao plano. Com a hipo6tese adicional de
completude, nesta secao, sera exposta uma versao global deste resultado.

Antes de enunciarmos o teorema principal, daremos trés definicoes.

Definicao 1.2.1 Uma Superficie S C R? é dita Conexa se quaisquer dois de seus pontos
podem ser ligados por uma curva continua inteiramente contida em S.

Definicao 1.2.2 Seja S uma Superficie Regular e Conexa. S é denominada Completa
quando para qualquer ponto p € S, qualquer geodésica parametrizada v : [0,e) — S de S,

14
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comecando em p = v(0), pode ser estendida em uma geodésica parametrizada 7 : R — S,
definida sobre toda reta real R.

Definicao 1.2.3 Um cilindro ¢ uma superficie reqular S tal que por cada ponto p € S
passa uma unica reta distinguida R(p) C S(a geralriz passando por p) que satisfaz a
condi¢ao de que se p # q, entao R(p) e R(q) sao paralelas ou coincidem.

Teorema 1.2.1 Seja S C R?® uma superficie completa com Curvatura Gaussiana identi-
camente nula. Entao S € um cilindro.

Consideremos algumas propriedades locais de uma superficie de Curvatura Gaussiana
Nula. Seja S C R3 uma superficie regular com curvatua gaussiana K = 0. Sendo
K = ky.ky, onde ki, ko sao as curvaturas principais, os pontos de S sao parabolicos ou
planares. Denotemos por P o conjunto dos pontos planares e por U = S ~. P o conjunto
dos pontos parabdlicos de S. Note que P é fechado, pois H = % é nula, portanto
P = H7'(0)(imagem inversa de um fechado {0} por uma aplicagao continua H). Segue-
se que U = S~ P é aberto, logo FrU C P.

A proposicao 1.2.4 que demonstraremos a seguir garante que se tomarmos um ponto
p € U, sendo p um ponto paraboélico, uma das direcoes principais em p é uma direcao
assintotica, e nao a outra direcao assintética passando por p.

Teorema 1.2.2 ([7]) Sejam w; e wy dois campos de vetores em um conjunto aberto
U C S, que sao linearmente indenpedentes em algum ponto p € U. FEntdo é possivel
parametrizar uma vizinhanca V- C U de p de tal maneira que para cada q € V' as cur-
vas coordenadas dessa parametrizacao passando por q sao tangentes as curvas integrais
determinadas por wi(q) e wy(q).

Proposigao 1.2.1 (/9]) Seja p € S uwm ponto nao umbilico de S. Entao é possivel
parametrizar uma vizinhanca de p de tal modo que as curvas coordenadas desta parametriza-
¢cao sejam linhas de curvatura.

Essa tultima proposicao é consequéncia do teorema 1.2.2 acima de carater puramente
topologico diferencial, bastando que se tome as direcoes principais para os campos de
vetores . Essas sao linearmente independentes numa vizinhanca U de p, pois o ponto p é
nao umbilico e as fun¢oes curvaturas principais sao continuas.
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Proposicao 1.2.2 ([3]) Seja p € S um ponto hiperbdlico de S. Entao é possivel parametrizar
uma vizinhanca de p de tal modo que as curvas coordenadas desta parametrizacao sejam
as curvas assintoticas.

Proposicao 1.2.3 ([3/) (Olinde Rodrigues)Uma condicdo necessdria e suficiente para
que uma curva coneza e reqular C em S seja uma linha de curvatura € que

(Noa)(t) = =A(t).o'(t),

para qualquer parametrizagao a(t) de C, onde A(t) € uma funcao diferencidvel de t.
Nesse caso, —\(t) € a curvatura(principal) sequndo o/ (t).

Proposicao 1.2.4 A inica linha assintética passando por um ponto parabolicop € U C S
de uma superficie com curvatura K =0 é um segmento(aberto) de uma reta em S.

Demonstracao: Sendo K = 0 = ky.ko, onde ki, ko sao as curvaturas principais e U ¢é
formado apenas por pontos parabolicos, entao uma das destas é nao nula, logo estamos
tratando de pontos nao-umbilicos.

A proposicao 1.2.1 garante que é possivel parametrizar uma vizinhanca V' C U de p
por z(u,v) = x de tal maneira que as curvas coordenadas nesta vizinhanga sejam linhas
de curvatura.

Sendo K = 0, podemos supor que k; = 0, onde k; é a curvatura correspondente a
v = cte, ou seja, a(t) = z(u(t),vy) é uma curva assintotica em V. Ja de acordo com a
proposicao 1.2.3, podemos escrever:

(N oa)(t) = =At).a'(t),

onde « é uma parametrizacao qualquer da curva coordenada v = cte, A(t) é a curvatura
principal associada a /(t), a qual é sempre nula ao longo de v = cte em V. Tomemos «
sendo «a(t) = z(t,vy), logo temos que:

N, =N, 1+ N,.0=N,u' + N,.v' = (N oa)(t) = =\(t).d/(t) =0, ou seja:
N, =0.

Como por cada ponto da vizinhanca V' passa uma curva v = const, a relacao N, =0
vale para todos os pontos de V. Segue-se que em V, vale:

(¢, N)y = (xy, N) + (2, Ny) =04+0=0
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Portanto,
(z,N) = ¢(v) (1)
onde p(v) é uma funcao diferenciavel que depende apenas de v.
Derivando a Eq.(1) com respeito a v, obtemos:
(z,No) = ¢'(v) (2)
Por outro lado, sendo || N [|= 1, temos que;
(Ny, N) =0,
ou seja, N, é perpendicular a V.

Sendo dN, = [N, N,], N, = 0 e os pontos de V' sao todos parabolicos(dN,, # 0), temos
que N, #0 em V.

Logo, podemos afirmar que N e N, sao linearmente independentes. Sendo N uma
aplicacao C*°, temos que:

Nyyw = Ny =0em V.

Agora observemos o que ocorre ao longo de cada curva coordenada v = const = vy:
N(u) = Ny

Sendo

Nyy=0emV

Temos que:

N, = (a(v),b(v), c(v)) em V.,

onde a, b, ¢ sao funcoes de v apenas.

Fazendo v = const = vy, teremos:

N,(u) = (Ny,), = cte em V.

Assim, pela equagao (1) podemos afirmar que a curva coordenada z(u, vg) pertence a
um plano normal ao vetor constante Ny. Ja pela equagao (2) podemos afirmar que a curva
também pertence a um plano normal ao vetor constante (N, ). Sendo os vetores (N), e
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(N,), linearmente independentes, temos que a curva x(u, vy) esta contida na interseccao
de dois planos distintos que se cruzam, desta forma, esta curva trata-se de um segmento
aberto de reta. . W

Observacao 1.2.1 A hipdtese K = 0 € fundamental nesta proposicio que acabamos de
demonstrar. Pois, se considerarmos o paralelo superior do toro de revoluciao em R3, esta
¢ uma curva assintdtica formada apenas por pontos parabdlicos, porém nao se trata de um
segmento aberto de reta.

Veremos o que ocorre quando estendemos este segmento de reta. A proposicao 1.2.8
que iremos provar a seguir garante que o segmento quando estendido jamais cortara
P(conjunto dos pontos planares), ou seja, continua indefinidamente em U (conjunto dos
pontos planares).

Utilizaremos a seguinte terminologia:

Uma Linha Assintdtica passando por p € S é dita Maxima se nao ¢ um subconjunto
proprio de alguma linha assintotica passando por p.

Listemos alguns fatos cujas demonstracdes podem ser encontradas na fonte sugerida.
Este nos possibilitara demonstrar um Lema, Lema 1.2.1, e este nos possibilitard demon-
strar a proposicao 1.2.8.

Equagoes de Codazzi-Mainardi([3]). Sejam E, F, G e e, f, g os coeficientes da
primeira e segunda forma fundamental respectivamente da superficie regular S C R? num
ponto p de S, temos a validade das igualdades a seguir:

B0 8)
“=95\E"¢

(1.1)

Enunciemos um outro resultado de existéncia de uma parametrizacao especial. Este
resultado é consequéncia do teorema 1.2.2.

Proposigao 1.2.5 (/3]) Para todo p € S existe uma parametri¢io x(u,v) € uma viz-
inhanca V' de p tal que as curvas coordenadas uw = const., v = const. intersectam-se
ortogonalmente para cada q € V (diz-se que uma tal x é uma parametriza¢ao ortogonal).
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Proposicao 1.2.6 ([3]]) Se x é uma parametriza¢ao ortogonal(F=0) de uma superficie

Proposicao 1.2.7 ([3]) Dados dois pontos p,q em S a distdncia entre p e q dada por

d(p,q) = inf{l(ap,)},

onde {l(apq)} € 0 conjunto dos comprimentos de todas curvas diferencidveis por partes o
ligando os pontos p e q.

Lema 1.2.1 Seja s o comprimento de arco de uma linha assintética passando por um
ponto parabdlico p de uma superficie com curvatura gaussiana nula e seja H = H(s) a
curvatura média de S ao longo desta curva. Entao, em U,

@ (1N
ds2 \H )

Onde as derivadas sao tomadas com respeito ao comprimento de arco ao longo da curva
assintotica.

Demonstracao: Da mesma forma como foi feito na proposicao 1.2.4, introduzimos em
uma vizinhanca V' C U de p um sistema de coordenadas. Tal que as curvas coordenadas,
sejam linhas de curvatura e as curvas v = cont sejam linhas assintoticas. Sejam e, f, g os
coeficientes da segunda forma fundamental nesta parametrizacao. Sendo N, = 0, temos
que f = —(Ny,,x,) =0.

E a curva v = const, u = u(s), deve satisfazer a equacao diferencial das linhas assin-
toticas:
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d_u
ds

e = 0(Pois, uma curva assintotica é regular, ou seja, o(s) =

dv
Xy + —.x, #0
x+d8:1:7£)

A curvatura média nestas condicoes ¢ dada por(Ver [3]) :

H =

1e.G—2.f.F+g.E_e.G+g.E_1£(3)
2" EG-F? EG @ 2@

Pela proposicao 1.2.5, temos que F' = 0 e pelas Equacoes de Mainardi-Codazzi, temos:

9.G,
e (4)

DO | —

1 JR—
2‘ G ) gu_

A partir da primeira equagao de (4), temos que g.E, = 0. Sendo p um ponto parabdlico
de S, em cada ponto uma das curvaturas principais nao se anula. Disto podemos concluir
que g # 0, pois da equacao (3) 0 # H = %% Dai, sendo ¢g.E, = 0, temos que E, = 0,
e por conseguinte, £ = E(u) é uma funcdo apenas de u. Portanto, é possivel fazer uma
mudanca de parametros:

1=v, u=[+/E(udu

Nessa nova parametrizacdo u mede o comprimento de arco ao longo de v—cte. De fato,

= [ \(zy, z)du= [|z.du,

e no novo sistema de coordenadas, (u, V), os coeficientes da primeira forma fundamental
sao:

— u v du Qv ou\?
B = (o an) = (. 2% 40, 20 0 D S0y (2 N ST
asa) = v i+ = () o = il
2
N
ol

Isto por que F' = (x,,x,) =0, e v = U nao depende de .
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— ou ov ou ov ou ou
F={(03,205) =(Xy.— + Tp.—, 0y — + Tp.—) = (Ty.=—, Ty) = — ATy, Ty) =0
< ) =1 au au Jv (%> < au ) au < )
Por questao de comodidade continuaremos a denotar os novos parametros por v € v e
os coeficientes da primeira forma fundamental por E, F, G.

Usando a expressao para curvatura Gaussiana dada pela proposicao 1.2.6 e levando-se
em consideracao que nova parametrizacao F' =0, F = 1, temos:

1 Gy
T 2.G (\/E.G>u
Gy
Mas, <\/5)u = ﬁ’ portanto

Kot <\/5)

W =0 (\/@> —0.

uu

VG = c1(v).u + c2(v) (B)

Onde ¢y, o sdo fungoes apenas de v. Como g # 0, a 2* equagdo do item (4) pode ser
reescrita da forma:

Ju 1 Gy (\/@)

g 2VaNG VG

Ing = In VG + &(v), onde ¢ é uma funcio apenas de v.

u .

Dessa maneira, podemos escrever:

Em outros termos:

Onde, c3 é dada por:
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uma funcao apenas de v.

Introduzindo as equagoes (5) e (6) na equagao (3), obtemos:

_tg L1 1 :
H=576ve 2 aatan
(S c1(v).u + c2(v)

H c3(v)

Como u mede o comprimento de arco a partir de um certo ponto sg, entao u = s — sg.

. 1 .
Derivando a expressao T com respeito a s, obtemos:

# (1)
ds2 \H )

Enunciemos um teorema da Topologia geral cuja demonstragao o leitor pode encontrar
na fonte sugerida.

Teorema 1.2.3 (Alfindega)([9]) Sejam C, X subconjuntos de um espago topoldgico M.
Se C' ¢ conexo e tem pontos em comum com X e com M ~ X, entdao algum ponto de C
pertence a fronteira de X.

Proposicao 1.2.8 Sejar uma linha assintotica mdxima passando por um ponto parabdlico
p € U C S de uma superficie S com curvatura K = 0, e seja P C S o subconjunto de
pontos planares de S. Entdo r (P = ¢.

Demonstracao: Usaremos de forma direta o teorema da alfandega. Isto é possivel, pois
uma superficie pode ser considerada um espaco métrico, bastando tomar para a mesma
a métrica definida na proposicao 1.2.7. Consideremos U, S ~ U = P e supomos que a
linha assintética méaxima r tenha um ponto em comum q com P. Sendo r conexo pelo
teorema citado existe um ponto py associado a um sg, ou seja, a(sg) = po, sendo o uma
parametrizacao qualquer de r.

Pelo lema 1.2.1 podemos concluir que para s < sqg, H(s) = T onde a e b sao
a.s

constantes. Como os pontos de P tém curvatura média nula:
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1
0= H(py) = lim H(s) = lim

)
s—80 s—s0 .S + b

o que é um absurdo.l

Observacao 1.2.2 r ¢ uma reta contida em S. De fato. Jd sabemos que a linha assin-
totica mdzrima passando por um ponto parabolico é um segmento de reta aberto contido
em U. Seja y o extremo deste intervalo, pela completude de S y pertence a S. Usando
um mesmo argumento por y passa um segmento aberto contido em U o qual extende o
primeiro segmento. Assim, r € uma reta inteira contida em S.

Proposicao 1.2.9 Seja p € FrU C S um ponto de fronteira do conjunto U de pontos
parabolicos, de uma superficie com curvatura gaussiane K = 0. Entao por p passa um
unico segmento de reta C(p) C S. Além disto, C(p) C FrU, isto é, a fronteira de U €
formada por segmentos de retas.

Demonstracao: Seja {p,}neny uma sequéncia de pontos parabolicos convergindo a p.
Sejam C(p,) C U as tnicas retas passando pelos p,’s. Tome wu,, como o versor do vetor
dado por g, — p, com {g,} = {B:(p) N C(pn) }neny com B.(p) uma bola centrada em p de
raio suficientemente pequeno . Portanto, C'(p,) admite uma parametrizacdo da forma:
C(pn) : a(ty) = pn + t.u,, onde t € R.

Sendo uma esfera compacta, u,, admite uma subsequéncia convergente.

Assim, lim wu, = u.
neN'CN

Portanto,

lim p,, +t.u, =p+ t.u.
neN’

Denotaremos esta reta limite {p + t.u;t € R} por C(p).

Verifiquemos C(p) de fato é uma reta inteiramente contida em S. C(p) é limite de
uma sequéncia de retas C'(p,). Considere o segmento maximal de C'(p) contido em S. Por
completude, os extremos(digamos A e B) pertencem a S.

O ponto B é limite de de pontos B, € C(p,). Uma vizinhanga coordenada de B
contera uma sequéncia de segmentos I,, € C(p,), centrados em cada B,,, e com todos I,
com mesmo tamanho 6. Por compacidade local, a vizinhanca contera um segmento de
tamanho g centrado em B, logo B nao ¢ maximal.



24

Observacao 1.2.3 Se a superficie € apenas imersa, a convergénca B, — B € na métrica
da superficie abstrata. A mazimalidade do segmento é com relagao a estar contido em S
e cada ponto ser limite de pontos em C(p,).

Verifiquemos que C(p) C FrU. Seja q € C(p), existe {¢,}, ¢. € C(p,) C U com
q = liIer Gn. Temos que ¢ € U U FrU, pois do contrario ¢ € IntP, dai existiria uma
ne

sequéncia de pontos {qx} C IntP, o que levaria a uma contradi¢gdo com a proposi¢ao
1.2.8. Supondo que ¢ ¢ FrU, teriamos que ¢ € U, mas C(p) é a unica linha assintotica
maxima passando por ¢ € U e C(p) C U, logo terfamos que p € U. Dai, p € FrUNU o
que seria um absurdo, pois U N P = (.

Agora considere uma outra sequéncia {p/,}. Supomos por contradi¢ao que C’(p!,) tem
uma outra direcao limite C’(p). Olhemos C(p), C'(p) em coordenadas, ver figura 1.1.
Considere t, t' as retas tangentes em p a C(p) e C’'(p), respectivamente. Claramente r e
r’ nao coincidem. Tomemos dois pontos ¢, ¢ € C(p) localizados em lados opostos a reta
t’. Por um argumento analogo ao da existéncia podemos afirmar que ¢, ¢’ sao limites de
sequéncias de pontos x,, T, nas retas C(p,) C U, estas também vistas em coordenadas.
Temos que para n suficientemente grande os x,,T,’s estao localizados em lado opostos
com respeito a reta C’(p). Pelo teorema da alfandega existe y € C’(p) tal que y € C(py)
para todo n suficientemente grande, o que contradiz o fato de C'(p) C FrU. R

Antes de demonstrar o teorema dessa secao enunciemos alguns resultados.

Proposigao 1.2.10 ([3/) Se todos os pontos de uma superficie coneza sao umbilicos,
entao S estd contida em um plano ou em uma esfera.

Proposicao 1.2.11 ([7]) Seja S uma superficie completa com curvatura Gaussiana K <
0. Entao a aplicagao exp, : T, — S, p € S, € uma aplicagao de recobrimento.

Proposigao 1.2.12 ([3/) Seja K=0. Entdo exp, : 1,5 — S, p € S, é uma isometria
local.

Proposicao 1.2.13 (/3]) (Unicidade do Levantamento de Caminhos) Seja @ : B — B
uma aplicacao de recobrimento, o : [0,1] — B um caminho em B, e py € B um ponto de
B tal que 7(po) = a(0) = po. Entdo existe um tnico levantamento é : [0,1] — B de a
com origem em py, isto é, com &(0) = po.
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Figura 1.1: Direcao Limite

Demonstracao do teorema 1.2.1:

Admiteremos que S nao seja um pedaco de plano e concluir que S é um outro tipo de
cilindro. Sendo a curvatura Gaussiana de uma esfera de raio R igual a % em todos os
seus pontos temos que a superficie nao esta contida numa esfera nem esta contida num
plano. Logo, pela proposicao 1.2.10, S tem ao menos um ponto nao-umbilico. Sendo
K =0, podemos garantir que S contém pontos parabolicos.

Sendo IntP um conjunto que s6 contém pontos planares, todos seus pontos sao um-
bilicos, segue da proposi¢ao 1.2.10 que cada componente conexa C, de IntP esta contida
num plano.

Mostraremos que por cada ponto p € S passa uma tnica reta distinguida R(p) C S e
duas destas retas passando por dois pontos distintos p, ¢, R(p), R(q), sdo paralelas. Assim,
S em todo caso serd um cilindro, tendo em vista que um plano é também um cilindro
cuja geratriz pode ser tomada como sendo uma reta com uma direg¢ao distinguida.

Iremos verificar primeiramente que a afirmacao é valida quando estes dois pontos
estdao no conjunto S ~\ IntP, a partir dai definiremos uma direcdo para as retas numa
componente conexa de IntP como sendo a direcao das retas de S ~ P. Dali, teremos
demonstrado o resultado.
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Parte 1: Se g € UUFrU, entao por g passa uma unica reta distinguida e duas destas
retas caso nao coincidam nao se intersectam.

1° Caso: pe U,q e U.

Segue direto da proposi¢ao 1.2.8. E como ja foi observado antes R(p), R(q) sao retas
inteiras contidas em S.

2° Caso: pe U,q € FrU.

Segue direto da proposi¢ao 1.2.8, pois R(p) C U, R(q) C FrU C P dai R(p) N R(q) =
0.

3° Caso: p € FrU,q € FrU. Segue direto da proposicao 1.2.9.

Parte 2: Provemos agora que tais retas sao paralelas e assim poderemos concluir que
cada componente conexa de IntP esta delimitada entre duas retas paralelas.

Tomemos ¢ € U U FrU e p € U numa componente conexa de U U FrU. Sendo S é
conexa, existe um caminho « : [0,1] — S, com a(0) = p, a(l) = q. As proposicoes 1.2.11,
1.2.12 garantem que a aplicagao exp, : 1,5 — S é uma aplicacao de Recobrimento e uma
Isometria Local, respectivamente.

Seja & : [0,{] — T,S o levantamento de «, com origem em 0 € 7,,S e os a(t), tais que
expy(a(t)) = a(t) € U|J FrU. Provemos que os levantamentos r; com origem em &(t)
das retas R(«(t)) passando por a(t) sdo paralelas.

Sendo exp, uma isometria local, r; ¢ uma reta em 7,S. Além disto, quando «a(t;) #
a(ta), t1,t2 € [0,1], as retas 4, e 1, sao paralelas em 7,S. Se v € 1y, () 14,, entao

expy(v) € Ra(t)) N R(a(ta)),

o que é uma contradi¢do, pois provamos que retas(geratrizes) em S passando por pontos
distintos tém intersecgao vazia.

Definimos agora R(«a(t)) quando «(t) € IntP. Seja a(t) tal que expya(t) = a(t) €
IntP. Tragamos a reta r por &(t) em 7,5 que é paralela a diregdo comum que acabamos
de obter. Pelas proposi¢oes 1.2.4, 1.2.8 exp,(r) C intP, e sendo uma geodésica, logo
exp,(r) € uma reta inteira contida em S(pela completude de S). Assim, a reta R(«a(t))
fica definida para todo t € [0,1].

Agora provemos que as retas R(«(t)), t € [0,1] sdo paralelas. Sendo o intervalo [0, (]
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compacto, é possivel cobri-lo com um namero finito de intervalos abertos Iy, ..., I,, tais
que &(1;) esteja contido em uma vizinhanca V; de a(t;), t; € I;, onde a restricao de exp,
a V; seja uma isometria.

Afirmamos que, quando t1,ty € I; e a(ty) # a(tz), entdo R(«(t1)) ¢ paralela a R(«(tz)).

Pela proposigao 1.2.2 podemos reparametrizar uma vizinhanga de «(t;) por z(u,v) de
tal modo que as curvas v = const. em S sdo as linhas R(«(t)), e que as curvas u = cte
em S sao suas trajetorias ortogonais. Como as curvas v = cte sao linhas assintoticas, da
mesma forma que na prova do Lema 1.2.1 o parametro u pode ser escolhido de tal modo
que ele mede o comprimento de arco ao longo de v = cte(ou seja, E = 1). Sendo exp,|V;
uma isometria, duas linhas assintoticas quaisquer v = vy, v = vy, sao equidistantes em
S Vi, pois pelo o que vimos acima seus levantamentos sio retas paralelas em 7,5 por
conseguinte equidistantes. Mostremos que G, = 0.

Indiquemos a fun¢ao distancia entre z(u, v1) e z(u, vy) por s(u,v). Temos que

s(u,v) = [ ||z,]|dv.

U1

Sendo as linhas assinstoticas equidistantes, temos que s(u,v) independe do valor de w,
portanto

0= & — & [1* VG = [* (/B
logo

diu(\/@) = 0, pois VG 6 uma funcao continua.
Dai, podemos concluir que G,, = 0.

Como E = (zy,z,) = 1, temos que

1) ( Ty, y) =0

i) ( Zyp,xy) =0

Sendo também F' = (x,,x,) = 0, temos que
i) (2, 7o) = 0

E por fim como G, = 0, temos que

iV) <xuu7 Iv> + <IU7 Iuv> =0
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Por ii) e por iv), temos que:

<xuu7 $v> =0

Resumindo, temos até o momento que:

< xuu:$u> 0
< xuuaxv> =0

< xuvaxu> =0
<$uva xv) =0

Olhemos apenas para os pontos parabolicos U de S. Pelo argumento da proposicao
1.2.4 nos pontos de U N, = 0. Assim,

<qu>N> = _<=TU7NU> =0, <Iuv7N> = _<xv7Nu> =0

Dai tanto z, quanto z,, sdo perpendiculares ao todos vetores de uma base {x,, z,, N}
em U. Logo, (z4), = (x4), = 0, portanto a dire¢do =, da linha assintotica v = cte
¢ constante em cada componente conexa de U. Sendo a FrU formada por retas que
sao limites de sequéncia de retas paralelas de U temos que cada componente conexa de
U U FrU é formada apenas por retas paralelas.

Se s é um outro ponto de U |J FrU, usando o mesmo argumento para os pontos s, q
podemos concluir que R(s)//R(q) e sendo R(q)//R(p), temos que R(s)//R(q), Vs,q €
UUFrU.

Assim, provamos que cada componente conexa de U | J FrU é formada por retas par-
alelas distinguidas, e a fronteira de cada uma destas componentes é formada por retas
paralelas as primeiras.

Parte 3: Mostremos agora que cada componente conexa, C, , de IntP ¢ uma faixa
entre duas retas paralelas ou um semi-plano.

Tomemos uma componente conexa, C,, qualquer de IntP. Sendo parte de um plano
s0 temos duas possibilidades para C, ou este é um semi-plano ou é limitado por duas
retas paralelas. De fato, a existéncia de ao menos uma reta na sua fronteira segue do
fato da superficie ter ao menos uma regiao conexa parabolica(lembre-se que assumimos
que a superficie nao é totalmente planar). C, poderia admitir uma outra outra reta a
delimitando contida em F'rU, esta reta necessariamente tem que ser paralela a primeira,
pois senao teriamos retas da fronteira distintas se encontrando num ponto, o que con-
tradiziria a proposicao 1.2.9. C, nao pode estar delimitada por mais que duas retas, pois
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uma terceira reta estaria contida num mesmo plano sem ser paralelas as duas primeiras,
portanto as encontraria, o que também iria contradizer a proposicao 1.2.9.

Com a parte 2 e 3 podemos concluir que a superficie S é um cilindro. Para se convencer
disto, basta notar que se tomarmos uma reta r contida em uma componente conexa de
U podemos leva-la paralelamente ao longo desta componente, chegamos num reta que
paralela contida na fronteira desta componente. Logo, continuamos levando esta reta ao
longo de uma componente conexa planar. Caso esta seja uma semi-plano nao a mais o que
fazer, porém se a componente for uma regiao delimitada por dua retas paralelas, podemos
levar essa reta paralelamente a outra fronteira desta componente e por conseguinte leva-
la ao longo da outra componente conexa U por meio de retas paralelas. Portanto, se a
superficie S nao for um plano serd um cilindro de um outro tipo. W



30

1.3 K>0

O Teorema de Bonnet nos garante que se uma superficie S de curvatura positiva, é
Completa entao obrigatoriamente é compacta. Portanto, para fazer a classificacao neste
caso nao perderemos em generalidade se supusermos que a superficie que estamos tratando
é compacta.

Teorema 1.3.1 (Bonnet)([7]) Suponha que a curvatura Gaussiana K de uma superficie
completa satisfaca

K>6>0
Entao S € compacta e o didmetro p de S satisfaz a desigualdade

p<

Sl

Introduziremos a seguinte notagao

1* forma fundamental: [I] = [ EF ]

F G

2* forma fundamental: [/]] = [ ; ‘5 1

aix a2 ]

Derivada da aplicagdo normal de Gauss: [—dN] = { o a
21 (22

Temos a seguinte relagao entre essas trés matrizes:

[I1] = [~dN).[I].(Ver[3]). (1.2)

Lema 1.3.1 Seja S uma superficie em R3, e seja p € S um ponto nao umbilico. Sejam
k1 > ko as curvaturas principais sobre S e suponha que ki tem um mdzimo local em p, e
ko tem um minimo local em p. Entio K(p) <0

Demonstragao:
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Podemos escolher uma parametrizacao de forma que as curvas coordenadas sejam

linhas de curvatura. Logo as equacoes de Gauss e as equacgoes e Codazzi-Mainard ficam
da forma:

e ra). () 0

2 \F ' G
0= (58 ®

Temos que a aplicacao diferencial de Gauss é auto-adjunta, logo existe uma base de
T,S de modo que a matriz —dN é diagonal. Mais precisamente, essa matriz toma a forma:

o[ 8]

Por 1.2, temos que:

[[1] = [~dN].[I] -
11 [5 A E E)-
e=k.E, g=kG

Tomando a derivada as derivadas parciais com respeito a v, u respectivamente destas
equacoes, temos:

k k
ey = Okt g + k1. By, Gy = Ok + koGl
ov ou

(As funcoes kq, ko sao diferenciaveis numa vizinhanga de p, desde que as fungoes H e K
sao diferenciaveis, e, ko = H — VH? — K, k; = H +vH? — K, onde H> — K > (0 numa

vizinhanga de um ponto nao-umbilico p).

Juntando com as equagoes (2) e (3) nos temos que:
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(V) By = =325 5o

— .G Ok
(2°) Gu = 5% oo

Substituindo (1), (2’) dentro de (1) teremos:

K =

L1 [ 2B Pk 26 Pk, (alguns termos
SEG | ki—ky 002k —ky 02 gulls tert
Ok

continuos). a—1+ (alguns termos continuos). Pu
v u

Como k; tem um méximo local em p, e ky um minimo local, nés temos que:

Oor(p) = P2 (p) = 0; Lhi(p) <0; Zh(p) >0

Substituindo isto na equagao (1’), nos concluir que K(p) <0 B

Proposicao 1.3.1 ([3]) Seja A C S um subconjunto de uma superficie regular S. Entao,
A € uma superficie reqular se e somente se A € aberto em S.

Teorema 1.3.2 A tnica superficie conexa compacta de curvatura Gaussiana constante
K > 0 que pode ser imersa isometricamente em R3 € a esfera.

Demonstracao: Sejam k; > ko as curvaturas principais sobre S, sendo S compacta
existe um ponto p € S onde k; atinge um maximo. Entao, temos ques ko = k—li tem um
minimo em p, caso ki(p) > ka(p), entdo p é um ponto nao umbilico, logo pelo lema 1.3.1
temos que K(p) < 0, o que é uma contradigao. Logo ki(p) = ko(p). Dai para qualquer
ponto q € S é verifica-se que:

Ou seja, k1(q) > ko(q) > ki(q), Vg € S. Assim, todos pontos de S sdo umbilicos, assim
pela proposicao 1.2.10 temos que S esta contida em uma esfera 3.

Por compacidade, S é fechada em X', e como S é uma superficie regular, a proposicc¢ao
1.3.1 garante que S ¢ aberta em Y. Como Y é conexa e S é aberta e fechada em X', entao
S=X1
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1.4 K<O0

O teorema de Hilbert, que iremos demonstrar nesta secao, garante a impossibilidade de
existir uma imersao isométrica em R? de uma superficie completa com curvatura gaussiana
constante negativa.

Em outros termos esse teorema garante a impossibilidade de um modelo de geometria
para uma superficie completa em R?® munida da métrica induzida, tal que a curvartura
gaussiana dessa superficie seja constante e igual a -1. Assim, podemos garantir a nao
existéncia de uma geometria de Lobachevski para superficies completas imersas isometri-
camente em R3.

Iremos verificar agora que podemos supor sem perda de generalidade que a superficie
tratada tem curvatura gaussiana igual a -1. Para verificar isto, admitamos a validade do
teorema de Hilbert. Considere agora uma superficie S imersa isometricamente em R* com
curvatura Gaussiana K = —4§. § > 0. Assim, existe uma imersao isométrica @ : M — R3,
onde M ¢é uma variedade riemanniana de dimensdo 2 e (M) = S.

Considere a aplicacido A : R?* — R* dada por A(z) = Véx.

AFIRMACAO: S = A(S) & uma superficie completa de curvatura gaussiana igual
a -1 imersa isometricamente em R3.

Se (x,U) é uma parametrizagao de S, entao (A oz, A(U)) é uma parametrizacao para
S.

Verifiquemos que S é completa. Seja uma curva em « ligando dois pontos quaisquer
p1, p2 de S. Agora olhemos essa curva em S por meio da transformacgao A, ou seja
B = Ao, onde 3 conecta as imagens de py, p2(q1 = A(p1), g2 = A(p2)) em S. Portanto,

EP) 59 S92 , 82 1 1 S2
Lm:/ |o/|ds:/ ]o/\ds:/ |A—1omds:/ |%6’|ds:%/ 7 |ds =

1
= %qu,qz-

Assim, dados dois pontos p;,ps € S, q1,¢2 € S (1 = A(p1), 2 = A(pz)), temos

pela definicao entre dois pontos numa superficie que a distancia, d, entre dois pontos na
superficie S e a distancia entre estes pontos vistos na superficie S, d, se relacionam por:

Ap1,ps) = inf{ Ly} = mf{%flql,@} - %-mf{%m} - %dmh 2)
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Dai, sequéncias de Cauchy e convergéncia sao preservadas. Logo, S é uma superficie
completa.

Agora verifiquemos que a curvatua Gaussiana de S é igual a -1.

Sejam E, F, G ee, f, g os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental
de S na base {mﬁ, r,} e B, F, G, e, f, gos coeficientes da primeira e segunda forma
fundamental de S na base {y., .}

Note que y, = \/gxu, Yo = \/(_5:1:@, portanto as normais N, N de S, S, respectivamente,
estao relacionadas por N = N o A.

Vejamos como os coeficientes de S, S estao relacionados. Para isto consideremos as
diferenciais das aplicagoes normais de Gauss em cada uma destas superficies.

Seja p € S e a uma curva nesta superficie de modo que «(0) = p e o/(0) = z, € T),S.
Logo, podemos considerar uma curva (3 em S dada por § = Aoa. Temos que 5(0) = A(p)

€ 6/(0) = Yu-

dNA(p)(yu) = % (NO 5) =0 = % (NO (Ao a)) li—o = di ((NO A)o 04) li=0

4

d

Assim,

€ = —{(dN @) (W), Yu) = —{AN,(2,), VO.2,) = —V5(dN(2,),2,) = Vi.e
Analogamente, temos que:

f=V6rf

g=10dy

Temos também que:

F = (yu,y0) = (Vo.20, Vo.2,) = (VO.)* g, ,) = 0.F

Da mesma forma:

G=V0.G

E=V4E
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Portanto, a curvatura Gaussiana Kg é
g EeZg-(EDUED (P g
CEG-F2 [, 1w+ L = L 12 5T
(2] [(H20] - [(HeF] ) EBC
1 eg-f 1
Vo' EG-F 9

Por fim, temos que ¢ ¢ uma imersao, pois dy, = dAg) (dp,) = A(dp,) = \/S.d@, ey
¢ uma imersao, portanto ¢ também é uma imersao. Note que ¢ define um novo produto
interno em M o que a torna automaticamente isométrica.

Sendo M e S isométricas, podemos supor sem perda de generalidade que a imersao ¢
tem como dominio S, ou seja ¢ : S — R?,

Definicao 1.4.1 Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie reqular, contida em
uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacao x : U C R? — S. o nimero positivo

foLru A zp|dudv = fo VE.G — F?2dudv = A(R) Q=z"'(R),
€ chamado drea de R.
Definamos o plano hiperbolico:

Definigao 1.4.2 Seja S = R? um plano com coordenadas (u,v) e defina um produto
interno em cada ponto ¢ = (u,v) € R? colocando

Pois bem, R? munido deste produto interno é uma superficie geométrica chamada de
Plano Hiperbdlico.

Portanto a drea de H serd:

AH) = [/, VE.G — F2dudv =, onde, Q = (—00, +00) x (—00, +00)
Logo:

A(H) = fj;o fj:: e'dudv = 400



36

Calculemos o valor da Curvatura Gaussiana de H:

Usando a formula de Gauss, tem-se:

% vra) [+ (7))
K= (3) -

A proposigao 1.2.11 garante que a aplica¢ao exp, : 1,5 — S é uma aplicacao de
recobrimento, logo um difeomorfismo local, portanto ela induz um produto interno em
T,S, a saber:

(v, w)q = (d(expy)q(v), d(expp)y(W))exp,(a)

Temos que esse produto interno estd bem definido, pois sendo exp, um difeomorfismo
local a aplicagao:

d(expy)q - Ty(TpS) = TpS = Tieap,(a)S
¢ um isomorfismo para todo ¢ € 7,S. Portanto, todas as condi¢oes que definidem um

produto interno sao verificadas.

Seja S’ a superficie T,,S com este produto interno. Temos que se ¢ : S — R? é uma
imersao isométrica. O mesmo vale para 1 = poexp, : S' — R3.
De fato. Seja, ¢ € T),S, v € T,(1,,S) = 1,5, temos pela regra da cadeia que:

dipg(v) = d(¥ 0 expy) (V) = AWeap, () ((dexpp)q(v))
Portanto, Vq € T,,S, Yv,w € T,(1,5) = T,S, temos que:

(d@bq(v), d%(ﬂ}))w(q) = <d¢expp(q)((dexpp)q(v))a d‘Pezpp(q)((dexpp)q(w)»sooewpp@ =

= ((dexpy)q(v), (dexpp)y(W))exp, () = (Vs W)q-

A pentultima igualdade segue da hipotese de ¢ ser um imersao isométrica e a tltima
igualdade segue do produto interno induzido em 7,5 por exp,.
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Com o produto interno definido acima e aplicando o teorema egregium de Gauss
podemos concluir que a curvatura gaussiana de S’ é Kg = —1.

Portanto, basta mostrarmos que nio existe imersdo isométrica ¢ : 8" — R? de um
plano S’ com um produto interno especial tal que K¢ = —1.

Definicao 1.4.3 Diremos que uma aplicacao entre duas superficies ¢ : S; — So aumenta
comprimentos se

ldep,vll = [[oll, Vp1 € S, v € Ty, 51

Enunciemos alguns resultados fundamentais para demonstracao que area da superficie S’
é infinita.

Proposicao 1.4.1 ([3/) Seja S uma superficie completa com curvatura K < 0. Entdao,
exp, : 1,5 — S, p € S, aumenta comprimentos.

Proposigao 1.4.2 ([3]) Sejam Sy, Sy duas superficies com Sy completa. Entao, todo
difeomorfismo local entre S1,5 ¢ : 51 — S, que aumenta comprimentos, necessaria-
mente € uma aplicagao de recobrimento.

Teorema 1.4.1 (Hopf-Rinow)(]7]) Seja S uma superficie completa. Dados dois pontos
p,q € S, existe uma geodésica minimizante ligando p a q.

Proposicao 1.4.3 Seja S uma superficie completa com curvatura Gaussiana K < 0.
Entao, a aplicagao exp, : 1,5 — S, p € S, € uma aplicacao de recobrimento.

Teorema 1.4.2 (HADAMARD). Seja S uma superficie completa simplesmente coneza,
com curvatura Gaussiana K < 0. Entao, exp, : T,S — S, p € S é um difeomorfismo.

Proposigio 1.4.4 ([7]) Seja 7 : B — B uma aplicagio de recobrimento com B conexo
por caminhos e B simplesmente conexo. Entao m é um homeomorfismo.

Lema 1.4.1 A drea de S’ € infinita.
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Demonstracao: Iremos mostrar que S’ é globalmente isométrica ao plano hiperboélico
H. Sendo a area deste tultimo infinita isto ir4 demonstrar o lema, pois area é um conceito
invariante por isometrias, pois por definicao depende apenas dos coeficientes da 1* forma
fundamental.

Sendo dimT,H = dimH = 2, dimT,S" = dimS’" = 2 e cada um destes sdo espagos
vetoriais, podemos definir uma isometria linear entre eles. De fato, basta definirmos
T:T,H— T,5 por exemplo T(e;) = f;, onde {e;}, {fim} com I,m € {1,2} sdo bases
ortonormais de T, H, T,, S’ respectivamente.

Definamos uma aplica¢io por ¢ = exp, o ¢ o exp, '. Temos que H é simplesmente
conexo pois H é um semi-plano, e H ¢ completo, pois suas geodésicas sao semi-circulos
e retas(Ver [3]). Assim, pelo Teorema de Hopf-Rinow 1.4.1 cada ponto de H & ligado
a ¢ por uma unica geodésica minimizante, logo ¢ estd bem definida, pois pelo teorema
de Hadamard 1.4.2 exp, é um difeomorfismo. Note também que S’ é completo, S é 1,5
munido da métrica induzida pela aplicacao exponencial exp, : 7,5 — S, sendo S completa
a proposicao 2.2.11 garante que S’ é completo.

Utilizamos coordenadas polares (p, 0), (p',0') em torno de g e p’, respectivamente. Com
o mesmo argumento da demonstragdo do Teorema de Miding(Ver |3]), podemos admitir
que ¢ aplique o eixo # = 0 sobre o eixo #' = 0, temos pela mesma demonstragdao que
© preserva a primeira forma fundamental, logo é uma isometria local. Pelas proposicoes
1.4.1, 1.4.2 tem-se também que  é uma aplicacao de recobrimento. S’ é um plano, logo é
simplesmente conexo. H é conexo por caminhos, pois é homeomorfo ao plano de Poincaré.
Portanto podemos usar a proposi¢cao 1.4.4 para garantir que ¢ é um homeomorfismo,
portanto um difeomorfismo global, logo uma isometria global.ll
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Usaremos a seguinte terminologia:

Definicao 1.4.4 Quando os comprimentos dos lados opostos de qualquer quadrildtero
formado pelas curvas coordenadas de uma parametrizacio x(u,v) sao iguais, dizemos que
elas constituem uma Rede de Tschebysheff.

Daqui em diante iremos admitir que existe uma imersdo isométrica ¢ : S’ — R3, onde S’
é uma superficie homeomorfa a um plano cuja curvatura gaussiana K = —1.

Iremos trabalhar com S’ para evitar as possiveis auto-intersecgoes de ¢(S’), e usaremos
a imersao ¢ para induzir em S’ a geometria extrinseca local de ¢(S’) C R®. De forma
mais precisa, sendo ¢ uma imersao, para cada p € S’ existe uma vizinhanca V' C S' de p
tal que a restrigao ¢|V’ = ¢ é um difeomorfismo. Temos que ¢ é uma isometria, portanto
©(S") tem curvatura gaussiana -1, portanto em cada ponto de p(q) € p(V’) existem, por
exemplo, duas direcoes assintoticas distintas. Por meio de @, estas direcoes induzem duas
direcoes em g € S’, que serao chamadas as direcoes assintoticas de S’ em ¢. Assim, faz
sentido falar de curvas assintoticas em S’, e 0 mesmo procedimento pode ser aplicado para
qualquer outra entidade local de ¢(S5")

Proposicao 1.4.5 Uma condicio necessdria e suficiente para que as curvas coordenadas
de uma parametrizacao x(u,v) seja uma Rede de Tchebyshef é que

OE 0G|

Demonstragao: Considere as curvas coordenadas de z(u,v), a(u) = z(u,vy), B(v) =
z(ug,v), com (u,v), (ug,v9) € U C R% Assumimos que estas formem uma rede de
Tchebysheff. Podemos afirmar em relacao ao comprimento de curvas, L, que:

L{m (u,v),z(uo,v)} — L{z(uo ,00),x(u,v0) }+

Ou seja:

vod vod
[ 1t olllds = [ 11 atsmlids

uo uo
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Tomando a derivada em ambos os lados em u, temos que:

d d
5= (o)l = [l 2= (. w)[ |, ou seja, a fungio

9 )

P em U nao depende de v. Portanto, 22 = 2 (||4]]2) = 0.

) (u,0) =

B |

oG
De forma analoga, podemos verificar que — =0 em U.

ou

OFE 0 Ox
j { . —_— = R2 —_ -
Vejamos a reciproca. Se 5 (u,v) =0, V(u,v) € U C R? temos que 5 (H@u
0. Logo (‘ ’g—i} ‘2> nao depende de v em U. Assim, V(u,v), (u,vy) € U, temos que:

Ox Ox
H%OVL’U) ‘ - H%(uﬂj(ﬂ ‘
Portanto,
“110 “110
/ 8_§(S’U> clS:/ a—i(s,vo) ds.
Ou seja,

L{x(u,v),a:(uo,v)} = L{;L’(u,vo),a:(uo,vo)} em U.
Da mesma forma podemos verificar que: Lz (ug,vo),z(uow)} = Lie(uvo)z(uv)} em U.

Desta forma, verificamos que as curvas coordenadas da parametrizacdo z(u,v) con-
stituem uma rede de Tchebysheff. B

Lema 1.4.2 Para cada p € S’ existe uma parametrizacio x: U — S', p € 2(U), tal que
as curvas coordenadas de x sao as linhas assintdticas de x(U) =V’ e constituem uma rede
de Tschebysheff(iremos expressar isto dizendo que as curvas assintdticas de V' formam
uma rede Tchebyshef).

Demonstracao: Sendo K < 0 temos que todos pontos de S’ sao hiperbolicos. Segue da
proposi¢ao 1.2.2 que existe uma vizinhanca z(U) = V' C 5’ de p de tal modo que as curvas
coordenadas de V' sejam linhas assintdticas. Mostremos que e, f, g sdo os coeficientes da
segunda forma fundamental de S’ nesta parametrizacao, entdo e = g = 0. Basta olharmos
para a equacao das curvas assintoticas
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e.(u)? +2.fu' v +g.(v')2 =0, onde a(t) = z(u(t),v(t)) e u' = Z—Z;(t),v’ = %(t),

como na vizinhanga as curvas coordenadas u = cte,v = cte sao as linhas assintéticas,
temos que ao longo delas verifica-se que:

e.(u)? +g.(v")? =0, pois v’ =0 ou v =0
Portanto, e = g = 0.

Como discutimos acima, convencionamos nos referir & segunda forma fundamental de
S" em vez a de p(S’) C R3,

Verifiquemos que em p(V’) C R3, N, AN, = K.z, A x,.
De fato, considere:

[_de]
Dai

| 11 a2
(oo} a1 Qg2

—Ny = =dNy(zy) = a11.24 + a12.2,
— Ny = —dNy(z,) = ag1.2 + a2,

Portanto:

Nu AN N,U = (an.agg — alg.agl).ﬂfu N X, = Kl'u A

Ly N\ Ty
VE.G— F?
i) N,AN,=K.D.N,onde D =+E.G— F?

Sendo N = , podemos reescrever a igualdade acima da forma:

i) (NANw = (NANY)y =Ny AN, +N ANy, — Ny AN, — N AN, =2.N, AN,

1
)N AN, = B AT L ) AN, =

B (@0 N 2y — (20N} =

1
D

1
= 5.{—6.% + fox,} = %.xu, pois e = 0.

W ATy 1 1
V)N AN, = Fu AT
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1 1
= 5.{—f.azv +g.x,} = — 5w pois g = 0.

_ e.g— f* f?
e N il Ay >

L f2=D%: f=4D
Substituindo v) em iii), iv) podemos reescrevé-los da forma:
)N AN, = +a,.
V)N AN, = +,
Substituindo i) em iii’), iv’) em ii) teremos:
2Ty = +2py = 2.N, AN, =2.K.N.D . +x,, = K.N.D

Assim, o vetor N é paralelo ao vetor x,,.

Entao, E, = 2.y, Ty) = 0, Gy = 2.(xy, z,) = 0. Dai, aplicando a proposi¢ao 1.4.5
concluimos que para cada ponto de S’ existe uma parametrizacao cujas curvas coordenadas
sao linhas assintoticas e estas constituem uma Rede de Tchebysheff. B

Proposicao 1.4.6 Sempre que as curvas coordenadas constituem uma rede de T'schebysheff
€ possivel reparametrizar a vizinhancga coordenada de tal maneira que 0s novos coeficientes
da primeira forma fundamental sao

E=1 F=cosf, G=1

onde 0 € o dngulo pelas curvas coordenadas. E neste caso:

euv

K=—
sent

Demonstracao:

1*Parte: Pela proposi¢ao 1.4.5, podemos reparametrizar uma vizinhanca de tal modo
que: E, =G, = 0. Logo, F = E(u)(fun¢ao apenas de u), G = G(v)(fun¢do apenas de v).
Assim, podemos tomar uma nova parametrizacao:
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ﬂ:/@du,@:/\/@dv.

Ou seja, temos uma parametrizacao que ao longo de u = cte, v = cte mede o comprimento
de arco. Portanto, os novos coeficientes da primeira forma fundamental serao:

E =G =1,F = cosf, onde 6 é o angulo entre as curvas coordenadas.

28Parte:Calculemos a curvatura Gaussiana a partir da equacgao que a relaciona com os
simbolos de Christofell.([3],p.280) Para o calculo destes usaremos as equagoes que 0s
relacionam com os coeficientes da primeira forma fundamental.([3],p.278)

1 1
[ E+THEF = §Eu ) M,E+T%,F =-F,
11
1 ’ )
MLWE+ThG = F, - 5F, PLE +T3G = 5G,

1
LE+T4LF=F — -G,

III) 22 22 1 2

[, F +T5,G = 3G

IV)(Ta)u = (Fy)o + Tipl 'y + LI, = TS, = T, = —EK

Substituindo £ = G = 1, F' = cosf, nas equagoes 1), II), TIT), teremos:

N 1,14 T% cosf =0
['1,.cos0 +T%.1 = —0,.send

_ 1 cost | _ 2 _ 0 cost |
Sendo A = ‘ cosh 1 ‘ = sen“d, Ay = ‘ Gsenf 1 | cosf.senb.0,,
1 0
Ay = cosh —b. senf) ’ = —senb.0,, temos que:
A A
Fh = Kl = ctg.0y; Ffl = Kl = —csch b,

I ['y.1+ [,c080 =0
I'y.cos0 + 15,1 =0
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Sendo A # 0, logo I'{, = T%, = 0.
I%,.14 I'5,cos0 = —0,.5enf
L) { [}y.cos0 + 5,1 =0

—0,senf cosl 1 —0,senb

Sendo A; = ’ 0 1 |~ —senf.0,, Ay = cost 0 = cosb.sent.0,,
temos que:
A A
Iy = Kl = —csch.0,; T2, = KQ = ctgf.0,,.

Usando IV) e os simbolos calculados, temos que:
(0)y — (—csch.0,), + 0.(—csch.0y,) + 0.0 + (—csch.0,).ctgb.0, — (—ctgh.0,).0 = —K .-.
—cscl.ctgh.0,.0, + csch.0,, + csch.ctgh.0,.0, = —K ..

- euv

K =
send

Lema 1.4.3 Seja V' C S’ uma vizinhanga coordenada de S’ tal que as curvas coordenadas
sejam linhas assintoticas em V. Entao a drea de qualquer quadrilatero formado pelas
curvas coordenadas € menor que 2.

Demonstragao: Sejam (u,v) as coordenadas de V’. Pelo argumento do Lema anterior
as curvas coordenadas formam uma rede de Tchebyshef. Assim, pela proposicao 1.4.6 é
possivel reparametrizar uma vizinhanca V' por (u, v) de forma que £ = G = 1 e F = cosf.
Considere agora R um quadrilatero formado pelas curvas coordenadas com vértices em
(w1, v1), (U2, v1), (U2, v2),

(u1,v7) e angulos internos i, as, as, g, respectivamente. Ainda pela proposigao 1.4.6
temos que £ = G =1, e 0,, = senf, dai:

A= / VE.G— F?dudv = / V1 — cos?0dudv = / vV sen20dudv =
R R R

:/\sen9|dudv:/senQdudv:/Gwdudv:
R R R
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V2 u2 v2
—/ / 0, dudv —/ Ou(u,v9) — 0, (u,vy)dv =

= 0(ug, va) — O(ur,v2) — O(ug, v1) + 0(ur,v1) =1 + a3 — (T —g) — (T — ) =

4
:a1+a2+0z3+a4—2.7r:Zai—Q.ﬂ<4.7r—2.7T<2.7T

=1

Pois, cada a; < 7.1

Note que acima usamos o fato que senf > 0, pois 6 é o angulo entre as curvas
coordenadas o qual é menor ou igual 7, portanto, podemos tirar o modulo da expressao
|senf)|.

Vamos definir agora uma aplicacdo = : R? — S’ e posteriormente mostrar que x ¢ uma
parametrizacao para S’ tal que z(R?) = 5’

Fixemos um ponto qualquer O € S’. Escolhamos orientacoes para as linhas assintoti-
cas por O de modo que uma destas seja a; e a outra ay. Para cada (s,t) € R? percorramos
um comprimento s ao longo de a;, e indiquemos por p’ o ponto obtido deste modo. Temos
que por p’ passam duas linhas assintoticas sendo uma delas a;. Consideremos a outra linha
assintotica passando por p’, as, cuja direcao é a extensao continua da orientacdo de ao,
ao longo de a;. Percorramos um comprimento ¢ ao longo da linha ay. Definimos o ponto
x(s,t) como sendo o ponto obtido desta forma.

AFIRMAGCAQO: z(s,t) estad bem definida V(s,t) € R2.

De fato. Supondo que z(s,0) ndo estd bem definida, dai existiria um s; € R tal que x
esta definida para s < s;, mas nao esta definida para s = s1. Seja ¢ = limg_5, a1(s), pela
completude de S’ temos que ¢ € S’. Pelo lema 1.2.2 existe uma parametrizacao y em
torno de q tal que as curvas coordenadas desta parametrizacao sao as linhas assintoticas,
logo a; estaria definida em q o que é um contradigao. Portanto, x(s,0) est4 bem definida
para todo s € R. Usando um argumento idéntico podemos mostrar que z(s,t) esta bem
definida para todo t € R.

Portanto, z(s,t) estd bem definida V(s,t) € R

Lema 1.4.4 Para um t fizado, a curva x(s,t), —oo < § < 00, € uma curva assintotica
tendo s como comprimento de arco.

Demonstragao: Seja p = x(sg, %) € S’ um ponto qualquer. O lema 1.4.2 garante a ex-
isténcia de uma vizinhanca coordenada V' = x(U) de p de modo que as linhas assintoticas
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constituem uma rede de Tschebysheff. E pela proposicao 1.4.6 podemos considerar uma
parametrizacao local y de p em S’ tal que E = G = 1, F' = cosf, onde 6 & o angulo
entre as curvas coordenadas da vizinhanca coordenada y = x(U ) desta parametrizacao
local, de modo que y,(0,0) = z,(so, to), € y,(0,0) aponte na outra dire¢ao assintotica, com
{Yu, Y»}(0,0) na orientacao escolhida para S’. Tomemos em torno de (so, %) retangulos
abertos R = (sq,5p) X (ta, 1) C U.

Comparemos y(u,v) e x(u + So,v + o).

Podemos afirmar que se para algum ¢y € (¢4, %) a curva s — x(s,ty), s € (Sa,Sp) €
uma linha assintética p.c.a. e que {xs(so,%0), *(S0,%0)} ¢ base na orientacao escolhida
para S, entdo o mesmo é valido para toda curva s — x(s,t), t € (ta, ).

Note primeiramente que, pela unicidade das linhas assintoticas p.c.a. por um ponto
podemos afirmar que y(u,0) = z(u + sg, o), Yu € R.

Pela defini¢do da aplicagdo x, z(u + sg, v + ty) é obtido ao percorremos v unidades
ao longo de uma curva assintotica a partir do ponto z(u + so,tp). Portanto, y(u,v) =
x(u+ sg,v +tg) em R.

Agora estamos aptos a demonstrar o lema. Seja x(s1,t;) € S’ um ponto arbitrario.
Pela compacidade do segmento x(sy,t), t € [0,¢;] é possivel cobri-lo com uma quantidade
finita de vizinhangas retangulares de modo que as curvas assintoticas sejam p.c.a.. Sendo
x(s,0) uma curva assintotica e interando a afirmacao do paragrafo anterior concluimos
que s — x(s,t;) € uma curva assintotica p.c.a. numa vizinhanca de s;. Como tomamos
(s1,t1) arbitrario temos a demonstracao do lema.ll

Lema 1.4.5 x é um difeomorfismo local.

Demonstragéo Dado p = (sg,t9) € R? temos pelo lema anterior que as curvas
50, ), x s to sao curvas assintoticas parametrlzadas pelo comprimento de arco. Entao,

duas dlregoes assintoticas distintas. Temos ainda que dz, é um isomorfismo Vg € U.
De fato, pois:

= 1(logo sdo ndo-nulos) e sao L.I.s por construgao ja que sdo tangentes a

diy : TyU — Tup)(S') = '

Como dz, = [zs 2] # 0, temos que dz, é injetiva, como dimT,U = dimT,R* =
dimR? = 2, dimT,pS" = dimS" = 2, podemos concluir que dz, ¢ um isomorfismo,
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Vq € U. Portanto, pelo teorema da funcao inversa um difeomorfismo local. Assim, existe
uma vizinhanca V' C U de p tal que z ¢ um difeomorfismo.

Lema 1.4.6 z ¢ sobrejetiva.

Demonstragao: Seja Q = x(R?). Como z ¢ um difeomorfismo local,  é aberto em S’.
De fato. R? = {J g2 Up, onde cada U, sdo as vizinhangas dos pontos de p € R? restritas
as quais x é um difeomorfismo. Portanto:

Q= 2(R?) = 2(U,er2 Up) = Upere ©(Up). Ou seja, Q ¢ a unido de abertos em S,

Aplicando o lema 1.4.2 temos que se p’ = x(sg, tg), entdo as duas curvas assintoticas
que passam por p’ estdo inteiramente contidas em Q).

Agora supomos que Q # S’. Sendo S’ conexa, () # ¢ aberto, temos que FrQ # ¢.
Pois, do contréario () seria fechado e por conseguinte (Q = S’, um absurdo.

Tomemos p € Fr@Q. Sendo @) aberto em S, p ¢ ). Considere uma vizinhanga
retangular R de p na qual as linhas assintoticas formam uma rede de Tchebyshef. Seja
q € Q) R. Entao uma das curvas assintoticas passando por ¢ intersecta uma das linhas
assintoticas passando por p, o que contradiz o fato das linhas assintoticas passando por
um ponto p de () estarem inteiramente contidas em () .H

Na demonstracao do proximo lema usaremos o seguinte resultado topolégico

Proposicao 1.4.7 Sejam B,B CR3 m: B — B uma aplicagio de recobrimento com B
conexo por caminhos e B simplesmente conero. Entao m é um homeorfismo.

Lema 1.4.7 x € injetiva.

Demonstracgao: Pela proposicao 1.4.6 e pelo lema 1.4.2, existe parametrizacao local por
curvas assintoticas

F:(—e,¢e) x (—¢,e) — U(vizinhanca de p),

comE =G =1,F =cosf e F'(0,0) = p. Prescrevamos as velocidades iniciais F(0,0), F3(0,0)
de modo que a primeiro "aponte" para & direita e a segunda "aponte" para a cima.

Verifiquemos que dado (si,t;) € 27 !(p), entao
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z(s,t) = F(s — s1,t — t1), sempre que |s — s1| < ¢, |t —t1| <e

De fato. z(s1,t1) =p = F(s — s1,t — t1)

Pela propria defini¢ao da F', x e F' coincidem em U, pois ambas medem o comprimento
de arco ao longo de v = cte e u = cte

Verifiquemos agora que se (s1,t1), (s2,t2) € 71(p), entao
V(Sl, tl) N V(Sg,tg) = Qb
onde

V(si,t1) =(s1—¢, si+¢e) x (t1 —¢, t1+¢),

V(SQ,tQ) = (82 — &, 89 +€> X (tQ — &, to +€)

Supomos que exista (5,7) € V(sy,t1) NV (sa,12).

Considere as translacoes:

T1 : V(Sl,t1> — <—5,€) X (-5,6),

Ty : V(sg,te) — (—&,¢8) X (—¢,¢)
Dadas por:

Tl(S,t) = (S — Sht — t1>
T2(S,t> = (8 — Sg,t — t2>

Temos que 17,75 medem o comprimento de arco ao longo de u = cte, v = cte de
modo que (73), "aponta'para direita, (77), "aponta'"para cima. O mesmo ocorre com

(T2)u7 (T2>v-
Portanto, T1(3,t) # Ty(5, ).

LOgO, F(Tl (E’ %)) # F<T2(§7 %>>
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Figura 1.2: Comportamento de T3 e T5

Mas, FFoTy = FoTy =x em V(sy,t1) NV (sa, 1), 0 que é um contradigao.

Verifiquemos agora que x é uma aplicacao de recobrimento. Para ser mais preciso,
verifiquemos que U é uma vizinhanga admissivel.

De fato. Sejam p,q € U, temos que

e p)nal(g) = ¢

Logo,

v (U) =27 (Uper{p}) = Uperz ™" ({P}) = Upev Ua Visata)

Sendo cada uma das vizinhancas U, Vs, ) disjuntas duas a duas, temos o afirmado.
Sendo z sobrejetiva, podemos concluir que x é uma aplicacao de recobrimento.

Logo, pela proposicao 1.4.7, podemos concluir que z ¢ um homeomorfismo em partic-
ular uma aplicacao injetiva.ll

Agora estamos aptos a provar o teorema:

Teorema 1.4.3 (HILBERT) Uma superficie geométrica completa S com curvatura neg-
ativa constante nao pode ser imersa isometricamente em R3.
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Demonstraciao: Suponhamos a existéncia de uma imersio isométrica ¢ : S — R?, onde
S é uma superficie completa com K = —1. Seja p € S e denotemos por S’ o plano
tangente a S em p munido do produto interno induzido pelo difeomorfismo local exp,,
logo ¢ = 7o exp, ¢ uma imersao isométrica. Os lemas 1.4.5, 1.4.6, 1.4.7 garantem que
x : R? — S’ ¢ uma parametrizacdo que cobre totalmente S’, de modo que as curvas coor-
denadas desta parametrizacao sao linhas assintéticas 1.4.4.

AFIRMACAO: Podemos cobrir S’ por meio de "quadrilateros coordenados"Q,, com
Qn C Qny1. De fato. Podemos escrever R* = |J,y(—n,n) x (—n,n). Definamos
Qn =z((—n,n) x (—n,n)). Claramente @, C Q,+1. Ainda mais, temos que:

§ = z(R?) = z(U,en(—nn) X (=1,1)) = Upen 2((=n,n) x (=0, 1)) = U,en @n

Ou seja, essa colecao de Qs obedece o que a afirmacao exige.

O lema 1.4.3 garante que cada @), tem area menos que 27, logo a area de S’ é menor
que 27, o que ¢ uma contradicdo com o lema 1.4.1.1
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1.5 Teorema Principal
Pelo o que foi visto no decorrer deste capitulo podemos enunciar:

Teorema 1.5.1 Sequndo o sinal da curvatura Gaussiana K as possibilidades para uma
superficie completa imersa em R? sdo:

Nao existe caso K < 0.
Cilindro caso K = 0.

Esfera caso K > 0.

A figura seguinte resume o teorema acima:

Vazio Cilindros Esferas

Figura 1.3: Classificacdo em R?



Capitulo 2

Preliminares para S° e H?

2.1 Introducao

Nesta secao serao dadas algumas definigoes e estabelecidos alguns resultados impor-
tantes, que em alguns casos sao apenas uma generalizacao de resultados classicos a espagos
mais abstratos que o R3.

2.2 Algumas definicoes e resultados para ambientes mais
gerais

Seja f : M — M uma imersao isométrica com dimM = n, dimM = n + 1. Para cada
p € M, o produto interno em 7,M decompoe T),M na soma direta

T,M = T,M & (T,M)*

Indicaremos a conexdo de M por v/. Sejam, X,Y campos de vetores locais tangentes
a M e X,Y sao extensoes locais a M. Definimos

VxY = (VYY) (2.1)

onde T indica a componente tangencial de VY a M.

02
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X(M) indicara o conjunto dos campos vetoriais em M.

Definamos B : x(M) x x(M) — x(M)* por:
B(X,Y)=VxY —VxY

Proposigao 2.2.1 (//]) Se X, Y € x(M), a aplicagio B acima definida é bilinear e
simétrica.

Sejap € M en € (T,M)*, definimos a aplicagao:
II, : T,M x T,M — R

dada por
B(X,)Y)=1I1I,(X,Y)n X, Y e T,M (2.2)

Seja N a extensao local do vetor unitario n normal a M. Da definicao de B podemos
escrevermos

IL,(X,Y) = (VxY,N) = —(Y,VxN) (2.3)
Observagao 2.2.1 Pelo resultado anterior temos que 11, € bilinear e simétrica.
A aplicacio bilinear I I, esta associada uma aplicacao linear auto-adjunta:
Sy TyM — T,M

Dada por
(5y(X),Y) = 11I,(X,Y) = (B(X,Y),n) (2.4)

Proposigao 2.2.2 ([/]) Sejap € M, X € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio
local do vetor unitdrio n normal a M. Entao

5,(X) = (VA N)”
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Observacgao 2.2.2 Pela definicio de V dada na equacdo 2.1, podemos a escrever o re-
sultado desta proposicao assim.:

S,(X) = VN (2.5)

Definicao 2.2.1 O tensor Curvatura R de Riemann numa variedade riemanniana M é
uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € x(M) uma aplicagio

R(X,Y) - x(M) — x(M)
dada por
R(X,Y).Z =VxVyZ —=VyVxZ —-VixvZ,Z € x(M)
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Exemplo 2.2.1 Consideremos o caso M = R™. Entao R(X,Y)Z =0,VX,Y,Z € x(R").
De fato. Indiquemos Z = (z1, ..., zn) as componentes do campo Z nas coordenadas do R™
Temos que:

VxZ =3, <21] leJFz]; + X(Zk)> Xk
como FZ’; =0, entao:

VxZ = Zk (X (21)) Xk,

sendo X = ey, entao:
VXZ = (XZl, ...,XZn)
Logo:

VyVXZ = (YXZl, ,YXZn)
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Portanto:

VxVyZ — VyVxZ = (XY — YX)z1, s (XY — YX)2,) = ([X,Y]21, 000, [X, Y]20) =
V[X’y]Z

R(X, Y)Z =VxVyvZ -VyvVxZ — V[)Qy]Z = O,VX, Y, 7 € X(Rn)
Vamos utilizar a seguinte notagao:
(X,Y, Z,T)=(R(X,Y)Z,T)

Definicao 2.2.2 Seja o C T,M um subespaco bi-dimensional do espaco tangente T,M e
sejam X,Y € o dois vetores linearmente independentes. Definimos a curvatura seccional
de 0, K(X,Y) = K(0) em p como sendo o nimero:

(X,Y)Y, X)

Kol =77

onde [X AY " = (X, X).(Y,Y) — (X,Y)?

Observacgao 2.2.3 A verificagao de que K independe da escolha dos vetores X,Y € T,M
nao oferece muitas dificuldades.

Proposicao 2.2.3 ([/]) (Equagio de Gauss) Seja M wma superficie imersa em M com
curvatura constante, e sejam R e R os tensores curvatura de M e M, respectivamente.
Entao,

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (B(X, Z), BY,W)) — (B(Y, Z), B(X,W)) (2.6)
VXY, Z,W eT,M.

Por consequéncia direta da equagao de Gauss, temos

Teorema 2.2.1 ([//).Sejam p € M e X,Y wvetores ortonormais de T,M. Entao

K(X,Y) - K(X.Y) = (B(X,X), BY.Y)) - [B(X,Y)[ (2.7)
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Daremos um destaque ao nimero K(X,Y).

Definicao 2.2.3 Quando n = 2, existe um subespago bidimensional de T,M, a saber o
proprio T,M. Neste caso K(X,Y) = K(0) = K(p) € uma fun¢io em M. Chamaremos
K(X,Y) = (R(X,Y)Y, X) de curvatura intrinseca de M em p(pois, K independe da

escolha de X,Y em T,M) e denotaremos por K. Assim, podemos escrever:

com X,Y ortonormais.

Consideremos o caso n = 2 e a curvatura seccional de M constante K = K. Considere
uma base ortornomal de auto-vetores para Sy, {e1, ea}, ou seja Sy(e1) = ki.e1, Sy(es) =
ko.eo. Definimos a curvatura extrinseca de M em M como sendo a funcgao

Ke:pt == l{?l.kg (29)

Note que B(e;, e;) = (Sy(€i),e;).n = (ki-e;, e;).n = k;.0;5.m. Assim, pelas equacdo de
Gauss 2.7, temos
Kipi = Kewt + Ko (2.10)

Proposicao 2.2.4 ([16]) Seja M uma hipersuperficie em M, e seja n um campo normal
unitdrio sobre uma vizinhanga de p em M. Entao para todo X,Y,Z € T,M, temos

<E(X7 Y)Zv 77> = (VX[[)(Y> Z) - (VY[I)(X> Z) =

(X(II(Y,Z)) — II(NxY, Z) — II(Y,VxZ)|=-[Y(II(X,2)) — [I(VyX, Z) — [I(X,VyZ)]
(2.11)

A equacao 2.11 é a versao para contextos mais gerais das Equagoes de Codazzi-Mainardi.

O resultado a seguir apresenta os novos formatos tomados pela equagao de Gauss e a
equagao de Codazzi para hipersuperficies de espagos de curvatura constante( ou seja, a
curvatura seccional K nao depende do ponto nem do plano).
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Proposicao 2.2.5 (/16])Seja M de curvatura constante Ko. Entio a equacio de Gauss
2.6 toma a forma:

<R(X7 Y>Zv W> = Ko [<X7 W><K Z> - <X7 Z><Y7 W>] (2'12)

E se M ¢é uma hipersuperficie de M as equacoes de Codazzi tomam a forma

(VxID(Y,Z) = (VyII)(X, Z) (2.13)

ou

X(II(Y,2)) = 1I(VyY,Z) = II(Y,VxZ) =
Y(II(X,2)) - I[I(VyX,Z) - II(X,VyZ)(2.13)

Vejamos como ficam as equacoes de Codazzi no contexto de variedade de dimensao

3 com curvatura constante. Seja X; = %,Xz = % base associada no espago tangente

a z(U), onde x(u,v) é uma parametrizagdo local de M. Denotemos I1(X;, X;) = e,
I1(Xq,Xs) =11(Xs, X3) = f, [1(X5, X5) = g. Na equagao 2.13” tomemos

)X =2Z=X,Y =X, logo
X(f) = II(VxY, Z) = I1(X5,Vx, X1) = Y(e) — [I(Vy X, Z) — IT(X1,Vx,X1)

Pela simetria de V e pela bilinearidade de 11, temos que II(VxY,Z) = I1(Vy X, Z).
Portanto, a equacao fica

fu— I[(XQ,VXIXl) =€y — U(Xl, VXQXl)
fu— U(XQ, Fllle + F121X2) =€y — U(Xl, F211X1 + F221X2)
€y —fu:e.F112+f(F122 _Flll) _9'F121 (2~14)

ii) Tomando X = Z = X3, Y = X, obtemos

Jo = Gu :@'F212+f(F222_F112) _9~F122 (2~15)

As equacdes 2.14, 2.15 sao as famosas equacoes de Codazzi que surgem no caso de
superficies imersas em R3.
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Vamos agora calcular os simbolos de Christofell para superficies M imersas em uma
variedade de curvatura constate M de dimensao 3 qualquer.

Seja V' a conexao de M.

1 8 1 l 1 !
Fazendo V = Tyu, Va 30 = Zuv Va 30 = ZTwws Vg = N, VN = N,
8
e expressando as derlvadas do “triedo natural dados pelos vetores x,,x, e N na base
{4, z,, N}, obtemos

=Yoo, + o, + LN

= F12xu + I'hw, + LoN

= Iy wy + T3y + LoN

Ty = Doyt + Iy + LsN
—Ny = anty + anw,
—Ny = a127y + aw,

Os coeficientes F”, i, 7,k = 1,2 sao chamados simbolos de Christofell de M na parametriza-

¢ao x. Sendo a conexao Riemanniana simétrica, temos que x,, = T,,, concluimos que
', =T}, e ', = I', ou seja, os simbolos de Christofell sdo simétricos em relagao aos
indices inferiores.

Tomando o produto interno nas quatro primeiras relacoes acima com N obtemos L; =
e, Lo = Ly = f, Ly = g, onde e, f, g sao os coeficientes da segunda forma fundamental

de M.

Para determinar os simbolos de Christofell, tomamos o produto interno das quatros
relacdes com x,, x,, obtemos os sistemas

FlllE + F121F = <xuU7xu> = %Eu
1
F111F + F121G = (Tyu, To) = Fy — §Ev

F112E + F122F = (T, Tu) = SE,

F212E + FQZQF = (Typ, Ty) = F, — %Gu
1
IWF + TEG = (T, 1) = in
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Resolvendo os sistemas acima obtemos os simbolos de Christoffel em termos dos coefi-
cientes da primeira forma fundamental, £/, F, G, e de suas derivadas

GE, —2FF,+ FF,

Il =
H 2(EG — F?)
, 2FF,—-EE,—FE,
B =" ma - m
o GEB, FG
12 —
2(EG — F?)
27 2(EG — F?)
. 2GF, -GG, -FG,
2 2EG - F?)
2 _ EG,—2FF, + FG,
2 2(EG - F?)

Proposicao 2.2.6 ([16]) A curvatura Intrinseca de uma superficie € dada em termos dos
coeficientes da primeira forma fundamental por:

E E, E
1 uo o 1 [(F, -G F,—E
Kiy=——=det | F F, F, |+ K - “) +<“—> ] (2.17)
4.D GG a 2.D D ), D ),

onde D =+ E.G — F2.

.~ 4 . . 4 -3
Definicao 2.2.4 Uma curva ¢ em uma variedade riemanniana M? imersa em M~ ¢
chamada linha de curvatura(ou curva principal) se ¢ é sempre uma dire¢do principal. Ou
seja Vo N = —kc', onde k € a curvatura principal em c(t).

.~ . . . . —3 ., .
Definicao 2.2.5 Um vetor X sobre uma variedade riemanniana M?* imersa em M € dito
uma direcao assintdtica, se

I1(X,, X,) =0

Proposigao 2.2.7 .Seja M? C M’ com M de curvatura constante.
(A) Quando as curvas coordenadas de M sao ortogonais, F' e a curvatura intrinseca Ky,
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sao dada por:
F =

(2.18)
o= svme (7). (7Fa)

(B) Se M nao possui pontos umbilicos e suas curvas coordenadas sao linhas de curvatura,
tem-se que:

e=k.E,g=k.G, f=0,F=0

o= (5+3) (2.19)
= (5+2)

(C)Se as curvas coordenadas de M sao linhas assintdticas, tem-se que:

e=0,9=0
5 (EG-F?),+FE,— EG,]
Ju= EG— F? 2 (2.20)
P 1. (EG—-F?,+FG,—G.E,) f
v E.G — F? '

Demonstragao:
(A)Basta usar a expressao da proposigao 2.2.6.

(B)Sendo as curvas coordenadas linhas de curvatura, temos que as dire¢des coorde-
nadas sao direcoes principais. Portanto,

e f| |k O E 0
Dai, e = k1 F, g = koG, f = kiF' f = kyF. Como nenhum ponto da superficie é

umbilico, podemos garantir que F' = 0, e por conseguinte que f = 0.

Sendo F' = 0 os simbolos de Christofell sdo
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GE,- FG, 1E, _, 12EF,—EE,—FE, 1K,

2AEG—F?) 2E’ =5 2EG—-F?)  2G

1
F21_

Logo para este caso a equacao 2.14 toma a forma

_Ev <e+g>
“=5\ETG

Para verificar a validade da tltima equacao basta considerar 2.15 e proceder de forma
analoga.

(C) Por consequéncia da defini¢ao, as duas primeiras igualdades sao imediatas. Para
a verificar a pentultima igualdade tomemos:

X:Z:Xl,Y:XQ

[X1(B(Xs,X1)) — B(Vx, X2, X1) — B(X5,Vx, X1)] —
[(Xo(B(X1,X1)) = B(Vx, X1, X1) = B(X1,Vx,X1)] =0

X1<f) — B(XQ, VXle) = —B(Xl, VX2X1)
X1(f) = B(Xo, Iy X1 + T1 X5) = —B(X1, Iy Xy + 15, X,) .
Ju= F111-B(X2:X1) - F222-B(X1>X2) = f(F111 - F221)

Temos que

GE,—-2FF,+FE, EG,—-FE, GE,—-2FF,+FE,—FEG,+FE, _

1 2 _
Fll_F12_

2(EG — F?) 2(EG — F?) 2(EG — F?)
(GE, + EG, — 2FF,) + 2FE, — 2EG, _ 3(EG — F?), + FE, — EG,
2(EG — F?) B EG — F? ’

De maneira analoga, podemos garantir a validade da tltima igualdade. Basta tomar-
mos X =72=X,, Y =X,.1
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Lema 2.2.1 Seja M uma superficie imersa em uma variedade N3 completa, simplesmente
conexa de curvatura constante, e seja p € M um ponto nao-umbilico. Sejam ki > ko as
curvaturas principais sobre M, e suponha que ki tem um mdzrimo local em p, e ko tem
um minimo local em p. Entao K;(p) < 0.

Demonstracao: Basta olhar a demonstracao do Lema 1.3.1, tendo-se em conta que as
expressao para curvatura Intrinseca é idéntica a da curvatura Gaussiana naquele caso e
as equacoes de Codazzi-Mainardi sao mesmas. W

Teorema 2.2.2 Seja N? de curvatura constante. Se M é uma superficie compacta conexa
em N de curvatura extrinseca K.,y > 0 e curvatura intrinseca constante K, > 0, entao
todos pontos de M sao umbilicos.

Demonstracgao:

i)Supondo que K.,y > 0, sejam k; > ko as curvaturas principais. Supondo que k;
atinge o maximo em p. Logo ky = Kk—ff atinge o minimo em p. Caso p seja um ponto
nao-umbilico, pelo lema anterior tem-se que Ky, (p) < 0, o que contradiz a hipotese.
Portanto, p deve ser umbilico. Assim, Vq € M, tem-se que:

ki(q) < ki(p) = ka(p) < k2(q)

, mas ki > ko, dai todos pontos de M sao umbilicos.

ii) Supondo agora que K.,y = 0. Admite-se que M possua um ponto ndao umbilico p.
Assim, ky(p).k2(p) = 0 possibilita dois casos excludentes:

ii.I) k1(p) > 0,ka(p) = 0. Logo existe uma vizinhanga de p tais que k; > 0. Seja p
um ponto onde k; atinge o maximo, portanto ki(p) > 0, dai existe uma vizinhanca deste
ponto tais que ky = 0, ou seja p ¢ um ponto de minimo local de k5, logo pelo lema anterior
pode-se concluir que: K;,;(p) < 0, o que é uma contradicao.

ii.IT)k1(p) = 0, k2(p) < 0 A abordagem ¢é idéntica a anterior.
Portanto,todos os pontos de M sao umbilicos. W
Teorema 2.2.3 Seja N3 uma variedade de curvatura constante. Seja M uma subvar-

tedade 1mersa de dimensao 2 de N com curvatura extrinseca contante K., < 0. Entao
para todo ponto p € M existe um sistema de coordenadas
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z:(—ge) X (—e,e) > M
x(0,0) =p

cujas curvas coordenadas sao linhas assintoticas parametrizadas pelo comprimento de
arco.

Demonstragao: Pela parte (b) da proposicao 1.2.2 para todo ponto p € M, existe
um sistema de coordenadas = : (—¢,¢) X (—¢,—¢) — M, com z(0,0) = p, tal que as
curvas coordenadas sao linhas assintoticas. Por meio de uma reparametrizacao conve-
niente podemos admitir que as curvas coordenadas passando pelo ponto p = z(0,0) estao
parametrizadas pelo comprimento de arco. Logo,

E(u,0)=1, ,G(0,v) =1, Y(u,v) € (—¢,¢e) x (—e,¢) (1)
Pelas equagoes da parte (¢) da proposi¢ao 2.2.7 temos:
e=¢g=0

B 3 (EG-F),+FE,-EG,
(f)u=2.ffu=2."2 e S

(2)

B B (BEG-F),+FG,—-G.E,]
(f*)o =2.f.fo = 2.2 0 S

Como a curvatura extrinseca é dada por:

“'" EG-F? EG-F?

temos que:

1? = (—=Ket).(E.G — F?), onde K., ¢ uma constante.

Substituindo esta expressao na primeira equac¢ao de (2), obtemos:
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E.G - F?), FE,-EG,
—Kext' (EG - FQ)U = (E'C;'——FQ)(_Kext)(EG - F2) + 2wf2
F.E, - E.G, o

F.E,— E.G,=0(3)
Substituindo na 2* equagao de (2) e fazendo as mesmas contas, concluimos que:

F.G,—G.E,=0 (4)
Multiplicando (3) por G e (4) por F, teremos:

(-E.G).G,+ (G.F).E,=0
F2.G,+ (-G.F).E,=0

Somando estas duas equacoes, temos que:

(F? - E.G).G, =0

Por regularidade, temos que E.G — F? # 0, portanto, G, = 0, de forma anéloga,

obtemos que E, = 0, portanto G' depende apenas de v, logo por (1) concluimos que G = 1,
usando o mesmo argumento concluimos que £/ = 1. Portanto, as curvas coordenadas estao
parametrizadas pelo comprimento de arco. H

Lema 2.2.2 Seja M? variedade riemanniana de dimensdo 2 e seja x : (a,b) X (¢,d) — M
uma rede Tchebyshef. Defina w : (a,b) X (¢, d) — R da sequinte forma: w(ug, vy) € o inico
nidmero com 0 < w(ug,vy) < 7 tal que w(ug,vo) € o dngulo entre

ox ox

%(Uﬂ vO)|u=u0 € %(uo’ v)‘U:”O
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Entao w satisfaz a equacao diferencial:

Ow

Oudv B

(—Kint).senw

Demonstracao: Sendo x uma rede de Tchebysheff todas as curvas coordenadas sao
parametrizadas pelo comprimento de arco, portanto, E =G =1 e

F = {9u, 90) = |gul-|gv|cosw = cosw

Portanto:

D =+vVE.G—F?=+/1- cos?w = Vsen?w = senw, pois 0 < w < 7

De acordo com a proposicao 2.2.6 a Kj,;, neste caso, é dada por:

1 F, F,
Rt = 3D Kﬁ)u - (5”
_ i —senw.g—ﬁ n —senw.g—‘;’
2D D D
1 Oow Oow
™ Zsenw’ K‘L%)u ’ (‘L%)J

0%w
— _ Oudv [
senw

Teorema 2.2.4 Seja N3 de curvatura constante. Entdo, ndio existe uma superficie com-
pleta M imersa isometricamente em N de curvatura extrinseca constante K. < 0 e
curvatura intrinseca constante Ky, < 0.
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Demonstracao: A demonstracao deste teorema é praticamente idéntica a do teorema
1.4.3. Este na verdade pode ser chamado do teorema de Hilbert generalizado. Temos um
gargalo para ambiente mais gerais no lema 1.4.2, pois este refere-se especificamente ao
R3. Assim, basta troca-lo pelo teorema 2.2.3, dai seguird a primeira parte da proposicao
1.4.6, e a segunda parte desta proposigao seguird do lema 2.2.2. Por conseguinte os outros
lemas e o resultado. W

Proposigao 3.0.2 (10) Toda variedade diferencidvel conera admite um recobrimento
universal.

Proposicao 3.0.3 (10) Toda variedade diferencidvel conexa admite um recobrimento du-
plo orientdvel.

Proposicao 3.0.4 (10) Seja p : M — M um recobrimento duplo orientado. M é coneza
se, e somente se M ¢é nao orientdvel.

Teorema 3.0.4 (Cartan)(/) Seja M™ uma variedade Riemanniana completa e de curva-
tura intrinseca constante Kiy:. Entao o recobrimento universal M de M com a métrica
do recobrimento € isométrico a:

(a) O espago hiperbdlico de dimensao n; H", se K = —1;
(b) O espago euclideano de dimensao n; R™, se K,y = 0;
(c) A esfera n-dimensional; S™, se Ky = 1;

Proposigao 3.0.5 Seja M um recobrimento de uma variedade Riemanniana M. Entao,
M ¢ completa se, e somente se, M € completa.

Demonstracao: Basta notar primeiramente que com o produto interno (0, w); = (dm;0, dmsw) «(5),
p e M, v,w € T;M a aplicagao m : M — M torna-se uma isometria local.
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Logo, supondo que M é completa e seja 7 : [0,a) — M uma geodésica de M. Sendo 7
uma isometria local, temos que v = m o ¥ ¢ uma geodésica de M e, sendo M completa
é possivel extender v além de a. Agora, considere o levantamento de v, 7, a partir de
7(0). Assim, 7 é uma geodésica de M definida num intervalo que contém [0,a) e que
restrita a [0, a) coincide com 7. Disto, 7 se extende aléem de a. Portanto, M é completa.
Reciprocamente, tome uma geodésica de M e levante v a 4 em M. Se M for completa, a
geodésica 7 pode ser extendida. A projecao de 4 em M por 7 fornece uma geodésica que
¢ uma extensao de v. l

Temos também o seguinte resultado que é apenas uma adaptacao para curvatura
intrinseca do teorema egregium Gauss.

Teorema 2.2.6 ([2]) A curvatura intrinseca de uma superficie imersa em um espago
qualquer de curvatura constante € invariante por isometrias locais.

Proposigao 2.2.12 ([10]) Sejam (N" 1, { | )) uma variedade riemanniana conexa com-
pleta orientdvel de curvatura constante Ko, (M™, ({, ))) uma variedade riemanniana
simplesmente conexa, com derivada covariante V e tensor curvatura R, e seja S um ten-
sor simétrico sobre M, covariante de ordem 2. Supondo que S satisfaz as equacoes de
Gauss e as equacoes de Codazzi-Mainardi. Entao existe uma unica imersao isométrica
tal que S = f*I1 onde I1 é a sequnda forma fundamental sobre f(M) para algum campo
normal unitdrio v.

Teorema 2.2.7 (Bonnet)([10]). Seja M C N?* uma superficie completa e coneza, e
Kin(p) 2 — bara todo p € M, entao M é compacta com diametro < mw.r.

Proposigao 2.2.13 ([16]) Seja M uma superfice compacta e orientdvel, entdo
fM KidA =2.m.x(M)
onde x € a caracteristica de Euler da Variedade M.

Proposicgao 2.2.14 (Classificacio de Superficies Compactas). Seja M?* C N3 uma su-
perficie compacta e conezxa, entao um dos valores 2,0, —2, ..., —2n, € assumido pela carateris-

tica de Euler-Poincaré, x(M). Além disto, se M' C N é outra superficie compacta, conezra
e x(M) = x(M"), entao M é homeomorfa a M'.
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Corolario 2.2.1 ([16]) x(S*) = 2, x(toro) = 0.

Teorema 2.2.8 (Miding)Quaisquer duas superficies de igual curvatura Gaussiana con-
stante sao localmente isomélricas.

Proposicao 2.2.15 Toda superficie que é um conjunto fechado é completa.



Capitulo 3

Superficies de Curvatura Constante em

SS

3.1 Introducgao

A curvatura da esfera S? é constante e igual a 1([1]). Para este caso serao utilizados
os resultados da secao anterior e consideradas todas as possibilidades para superficies
completas em S? segundo o valor da curvatura intrinseca K;,;. No caso de S? a equacgao
2.7 toma a forma:

Kint = Kext +1 (31)

3.2 K< -1

Seré verificada a nao existéncia de superficies para este caso.

Pela equacao 3.1, K;,; < 0. O teorema 2.2.4 garante o afirmado.
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3.3 Ky >0

Seré verificado que existe um tnico tipo de superficie para este caso é uma 2-esfera.
Esta sera definida a seguir.

Definig¢ao 3.3.1 Uma n-esfera de raio R(ou simplesmente n-esfera) em R™ é um sub-
conjunto de um plano m C R™Y n + 1-dimensional, da forma

% ={x € m;d(z,x0) = R}, para algum xy € 7.
Enunciemos um resultado de carater algébrico linear cuja demonstragao é imediata.

Proposicao 3.3.1 Sejam U C V C W espacos vetoriais de dimensao finita. Denotando
A% o complemento ortogonal de A em relagio a B, tem-se que

Uy = Ui @ Viy (3.2)

Teorema 3.3.1 ([10])Paran > 2, seja M"™ C R™ uma subvariedade imersa cujos pontos
sao todos umbilicos. Entao, ou M estd em algum plano n—dimensional ou M estd em
alguma n—esfera.

Proposigao 3.3.2 Seja S™ C R™ uma m-esfera. Para n > 2, seja M™ C S™ uma
subvariedade conexa cujos pontos sao todo umbilicos. Entao, M ¢ parte de uma n-esfera.

Demonstracio: Sejam V,V’.V as conexdes de M C S™ C R™F!, respectivamente.
Dados, X,,Y, € T,M extendemos estes a campos de vetores X,Y em R™"! tangentes a
M ao longo de M e tangentes a S ao longo de S.

i) Olhemos S™ como subvariedade de R™*!

Seja n € (]\@);m C S}', entao:

(Vx,Yon) = (V'x,Y + (Vx,Y)5 ) = (Vx,Y,m),

pois, (vXpY>L € (S;n)fépﬂ-



Agora, tome um vetor unitario v € (S;”)f{gmﬂ C R;”H. Tem-se que
P

1

— — 1
(Vx,Y,v) = =(Y,Vx,v) = =(Y, —;X> (Y, X), onde r é o raio de S™

r

pois, todos pontos de S™ sao umbilicos em R™ L ([10]).

Ou seja

— 1
(1) (Vx,Y.r) = (Y. X), % € (S

-
ii) Olhemos M como subvariedade de S™

Sendo B(X,,Y,) =V\Y — Vy

LY}, temos que

MK, V) = (B(X,, Yp),m) = (Vi,Y = Vx, Y n) = (Vi Yion) = (Vx,Y,n), A €R,

pois, p é umbilico e Vx,Y, € M, e pela parte i) (Vy,Y,n) = (V'x,Y,n).

Ou seja

(2)(Vx,Y.n) = A(X,, ;). ¥ € (M),

Pela equagao 3.2 da proposigao 3.3.1 e as conclusées (1), (2) temos que todos pontos
de M sao umbilicos quando olhamos M como uma subvariedade de R™*!. Portanto, pelo

teorema 3.3.1 podemos garantir que M é parte de uma n-esfera.ll

Assim, temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.3.3 Uma superficie completa imersa isometricamente em S* de curvatura

extrinseca K.z > 0 constante é uma 2-esfera.
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Demonstracao: Sendo K.,; > 0, temos que Kj;,; > 0. Pelo teorema de Bonnet podemos
garantir que M é compacta. Pelo teorema 2.2.2 todos os pontos de M sao umbilicos.
Logo, pela proposicao 3.3.2 M é parte de uma esfera 2-esfera, S%. Por compacidade M ¢é

fechada em S%. Por regularidade M é também aberta em S%. Portanto, M = S%.1
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34 —-1< K. ;<0

Seré verificada a nao existéncia de superficies para este caso.

Proposicao 3.4.1 ([1/]) Nao ezxiste uma maneira continua de escolha de um subespaco
de dimensao 1 de T,S*, para cada p € S?.

Proposicao 3.4.2 Nao existe superficie completa imersa em S* com curvatura constante
satisfazendo —1 < K.z < 0.

Demonstracao: Sera analisado primeiramente o caso em que M é orientavel. Como
Ky > 0, 0 teorema de Bonnet garante que M é compacta, e os teoremas 2.2.13, 2.2.14
M garante que M ¢é homemorfa a S%.. Porém, K., < 0, logo Vp € S? as curvaturas
principais k1(p), k2(p) possuem sinais opostos. Dai, escolhendo vetores apontando nas
diregoes principais correspondentes as curvaturas principais, tem-se uma escolha continua
de subespagos de dimensiao 1 em 7,S?, o que contradiz a proposi¢ao 3.4.1.

Agora supoe-se que M é nao orientavel. Passsamos ao recobrimento duplo orientavel
de M, M Pelas proposicoes 2.2.9, 2.2.10 este existe e é conexo. A proposicao 2.2.11
garante que M ¢é completa. Sendo a aplicacao de recobrimento uma isometria local, o
teorema 2.2.8 garante que a curvatura intrinseca de M coincide com a curvatura de M |
por conseguinte a curvatura extrinseca também. Assim, recaimos no caso anterior. ll

3.5 Ko =-—1

Nesta secao faremos uma discussao sobre as superficies de translacao. Os toros de
Clifford formam uma classe de superficies importantes para este caso. Para isto provare-
mos que S* é um Grupo de Lie. E assim, toda nossa discussiao serd fundamentada em
termos da teoria de Grupos de Lie.

3.5.1 S? é& um Grupo de Lie

Definicao 3.5.1 Um Grupo de Lie é um grupo cujo conjunto subjacente tem uma es-
trutura de variedade diferencidvel, de forma que as aplicacoes
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p:GxG— Gy

p(g,h) = gh
Inv:G— G;

Inv(g) =g~

sejam diferencidveis.

Definicao 3.5.2 Consideremos as aplicagoes diferencidveis Ly : G — G, Ry : G — G
definidas respectivamente por Ly(h) = gh, Ry(h) = hg. Chamamos estas aplicagdes de
translacao a esquerda e translacao a direita, respectivamente.

Definicao 3.5.3 Um campo de vetores X sobre G € invariante a esquerda se:
dL,X =XoL, YVaeG

Assim, 0s campos invariante & esquerda ficam interiamente determinados pelos seus ve-
tores em algum ponto de G.

(dLq,)X (b) = X (ab), Va,be G
Portanto

(dLy)X (e) = X(a),Va € G

Portanto, cada elemento do espacgo tangente T.G determina um tnico campo invariante
a esquerda.

De forma analoga definimos um campo de vetores invariante a direita.

Definicao 3.5.4 Uma métrica riemanniana G ¢é dita invariante a esquerda sse

((dLa)pu, (dLa)pv)ap = (u,v)p, Ya,b € G, u,v € Gy
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De forma analoga definimos uma métrica invariante a direita.

Diremos que uma métrica riemanniana é bi-invariante se ¢ a0 mesmo tempo invari-
ante a esquerda e a direita.

Listemos alguns resultados basicos e conhecidos da teoria dos Grupos de Lie, Topologia
das Variedades. Para demonstracao de cada um deles o leitor pode consultar a fonte
sugerida.

Proposicao 3.5.1 ([//)Seja G um grupo de Lie compacto e conexo de dimensdo n. En-
tao, G admite uma métrica bi-invariante.

Proposicao 3.5.2 ([/]) Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante, e X,Y,Z
campos unitdrios e tnvariantes d esquerda em G, entdo:

(1) ViV = 1[X,V]

Teorema 3.5.1 (/5]) Seja G um grupo de Lie e seja H C G um subgrupo de G um
subgrupo de G que também é uma subvariedade de G. Entao, H ¢ um grupo de Lie.

Proposicao 3.5.3 ([8])Todo conjunto de nivel reqular de uma aplicagao diferencidvel
F : M — N entre variedades diferencidveis é uma subvariedade mergulhada.

Iremos considerar a geometria usual de S3. Dados dois pontos x,y € S3, a distancia
d(x,y)(a distancia ndo euclideana entre x e y) é a medida em radianos do dngulo entre x
e y. Portanto, temos que:

cos d(x,y) = (z,y)

Queremos saber se existe alguma isometria A € 0(4) de S* com a propriedade que
d(x, Az) assume o mesmo valor para todo z € S®. Se A = (a;;), entao

4

(x, Ax) = Z ;T T

ij=1



Iremos fazer a escolha para A € 0(4) de forma que d(x, Ax) seja constante.

4
Z Q0T = Q, Vo € S3
ij=1
Note que a # 0, pois senao A = 0.
Logo Vz € R3, temos que:
(z, Az) = (Jz|v, A(|z|v)) = |2|*(v, Av), com v € S®. Logo:
4 4
(x, Ax) = Z ;T = fo .a
ij=1 i

Podemos escrever:

a11-121 + @12.2122 + A13.2123 + A14.2124+
A921.70271 + A92.22T9 + A923.7T2T3 + CL24.£L‘2$4—|—
a31-T3T1 + A32.X3T9 + A33.3X3 + A34.T3L4+
A41-T4T1 + A42.T4T2 + A43.24L3 + Q44.240C4 =
a.T1T1 + A.T9x9 + A.T3T3 + A.T424

Portanto:

a1l = Qg = A33 = Guq = @, G5 +aj; = 0,5¢ @ # j
Sendo A ortogonal, temos que:
4
g bikar; = 0i5, com by, = ay
k=1

Portanto:
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(3.3)
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a11015 + A2iQ25 + a3ia3; + 4iQa5 = 0y
Tomando ¢ = 1,7 = 2 na igualdade anterior, obtemos:

0 = ajiaiz + ag1a + az1asz + ag1042 = a2 — aaiz + 31432 + 41042 = 431032 + Q41042 ..

0 = asiass + agnasn  (2)

Tomando agora i =j =1e i =7 = 2, obtemos:

2 2 2 2 4 _ 2 2 2 2 _ 2 2 2 2 .
a11+a12+a31+a41—1—a21+a22+a32+a42—a12+a22+a32+a42..

2 2 2 2 9 2 2 2
ayy + ajy +az; +ay = ajg + ay +azy + a42(3)

De (1), obtemos que:
agy + a3y = az, + aj, (4)

As equacdes (2) e (4) nos dizem que os vetores (asy, ay;), (asz, as2) € R? sdio perpen-
diculares e tém o mesmo comprimento, portanto:

{omzm

Q42 = —a31

ou
a32 = —a41 (II)
Q42 = 431

Dai encontramos duas formas possiveis para A com a propriedade desejada. Fazendo
a11 — Q92 = A33 — Q44 = A, 21 = b, as; = C, Q41 = d, teremos:

a2 = —b, a3 = —¢, ang = —d
Considerando o caso (I):

azp = d, asp = cC ..
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ag3 = —d, Ay = —c

Portanto, A tera a forma:

a —b —c —d

b a —-d c

c d a —b (3-4)
d —c b a

Procedendo de forma anéloga ao caso (I1) verifica-se que A é da forma:

a b ¢ d

—b a —-d c

—c d a —b (3:5)
—d —c b a

Temos que as matrizes 3.4, 3.5 sao as translacoes a esquerda e a direita, respectiva-
mente, pelo quatérnio g = a + bi + ¢j + dk € S3.

Com efeito.

Lotpitejian(®+yi+zj +wk) = (a+bi+cj + dk)(x +yi+ zj + wk) = (ax — by — cz —
dw) + (bx +ay — dz + cw)i + (cx + dy + az — bw)j + (dz — cy + bz + aw)k, logo L, X = AX,
T

comg=a+bi+cj+dk, X= ’Z

w

Iremos expressar isto dizendo que A = A, é a Matriz Associada a g.
Dai, obtemos que L, é uma isometria.

De fato, sendo L, linear temos que (dL,), = Ly, Vg € G,h € S®. Assim,
(u,v) = (Au, Av) = ((dLy)pu, (dL,)pv),Vu,v € T,S* e L, é uma isometria.

A existéncia destas "translacoes"em S? é diretamente relacionado ao fato que S* ¢ um
grupo, o grupo dos quaternios de norma 1. Os quaternios sao R* com a estrutura de uma
algebra ndo comutativa sobre R tendo 1 = (1,0, 0,0) como elemento neutro e os elementos

i=(0,1,0,0),57 =(0,0,1,0),k = (0,0,0,1)



satisfazendo

i=jk=—kj, j=ki=—ik, k=ij=—ji, ii=jj=kk=1

Verifiquemos que os quatérnios R* {6)} ¢ um Grupo de Lie.

A aplicacdo produto p : (R* \ {6)}) x (R~ {6)}) — (R* {6)})

p((a’ b7 C? d)?(x’ y7 Z7w)) -
(ax — by — cz — dw, bxr + ay — dz + cw, cx +dy + az — bw, dx — cy + bz + aw),

é .
Verifiquemos agora que a aplicacao

Inv: (RP{0}) = (R*~ {0}), dada por
Inv(X) = X1,

também é& C°.
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De fato. Seja g € R* {6)}, A, a matriz associada a g. Ou seja, Lsh = Aj.h.

Tomando g = X, h = X!, obtemos

Ay X' =Ly X '=XX"1=

o O O

Sendo Ay.(Ax)" = det(Ax), obtemos

(Ax)"
a? +y? 4+ 22+ w?

Inv(X)=X"1=(Ax)""

o O O
o O O
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x
1 —y
? +yt 22w | -z |
—w
ou seja,
x
1 —y
Inv(X)=X"1= . 3.6
(X) 224yt + 224w | 2 (36)
—w
é O

Iremos agora definir um isomorfismo entre S* e um subgrupo de 0(4). Considere
¥ S* — O(4) da forma (X) = Ay,

Onde Ax é a matriz associada a X pela relacao LxZ = AxZ,VZ € S3.
i) ¢ ¢ um homomorfismo.

De fato. Axy(Z) = LX.yZ = (LX OLy)(Z) = (Lx)(Ly(Z)) = Ax(Ay(Z)) =
(Ax.Ay)Z. Dai, ¥(X.Y) = (X).(Y).

ii) v é injetiva.
De fato. Se ¢(X) =1, entdo a =1, b = ¢ = d = 0, portanto, X = 1.
Usaremos esse isomorfismo para identificar S* com um subgrupo de O(4).

A norma |z| de um quaternio z satisfaz |zy| = |z|.|y|. Dai se identificarmos a esfera
S? com o conjunto dos quatérnios de modulo 1, S? com o produto dos quatérnios é um
subgrupo do conjunto dos quatérnios ndao-nulos. S? é um conjunto de nivel regular da
funcdo diferencidvel f : R* \ {6)} — R definida por f(zy, m2, 23, 74) = (21)* + (12)* +
(z3)? + (24)* — 1.

3.5.2 Superficies de Translacao

Definicao 3.5.5 Seja G um grupo e e o elemento neutro de G, X.,Y, € T.G e a opera¢ao
em T.G
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[XmY'e] = [X7 Y]e
T.G com a operacdo [,] é chamada o Algebra de LieG. Denotaremos ela por L(G).

Consideremos a algebra de Lie £(S*) do grupo S3. Ou seja, o espago tangente a S* em
e =(1,0,0,0). Este é gerado pelos vetores:

Xl - (07 17070)
X, =1(0,0,1,0)
X3 =1(0,0,0,1)

Considere X; como sendo um vetor tangente no ponto (1,0, 0,0) Temos que X; = ¢/(0),
onde

c(t) = (cost, sent,0,0) € S?
= cost + (sent)i

cost —sent 0 0
| sent  cost 0 0
- 0 0 cost —sent
0 0 sent  cost

Na tltima igualdade usamos a identificagao de S* com um subgrupo de 0(4). Assim
X1 pode ser identificado com

0 -1 0 0
1 0 0 O

d(0) = 0 0 0 -1 € 04)
0 0 1 0

Da mesma forma X5 e X3 podem ser identificados com

0 0 -120 00 0 -1
0 0 0 1 00 -1 O
10 0 0} 01 0 0 |’
0 -1 0 0 10 0 0
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respectivamente.

Utilizando a multiplicagdo de matrizes e o fato que [X,,Y,] = X.Y, — Y. X,, podemos
concluir que:

(X1, Xo] = 2X5, [Xo, X3] =2X3, [X3, Xi] =2X,. (1)

Fixemos orientagao positiva para S com (X, Xo, X3) positiva. u x v é definido por
(u x v,w) = det(u,v,w),Yw € T,S*, onde det é calculado em relacio a qualquer base
ortonormal positiva de T,,S?.

Sejam Xl ou )~(2 ou Xg as extensoes continuas dos vetores X, X, X3 em 7.S3, dadas
por X, = dL,X,(e), Xo = dLyXs(e), X3 = dLyX3(e). (Note que aqui usamos o fato de
que a um vetor em 7T.S? est& associado um tinico campo de vetores invariante a esquerda).
Afirmamos que o produto vetorial de dois entre os vetores X;, Xo, X3 serd o mesmo que
o produto vetorial de dois entre os vetores X, X5, X3 8?1707070) em termos do produto

interno usual e da orientacao usual para S3.

L, & uma isometria que preserva orientacao. Sendo S? conexo existe uma curva con-
tinua ligando os pontos e e g. Dai, L, preserva orientacao sse L. preserva orientagao.
Sendo, L. = I(Identidade), temos que X7, X5, X3 é positiva. Logo, se

W = Oél.Xl + O!Q.XQ + 043.X3,
por linearidade
W = dLgX = al.Xl + OéQ.XQ + 043.)23

Assim, como L, preserva a orientacao e é uma isometria, temos que )~(1, )2'2, )~(3 também
¢ um base ortonormal positiva. Assim, as matrizes de (X1, Xo, W), (X1, Xo, W) com re-
speito as bases ortonormais { X1, Xo, X3}, {X1, X5, X3} nos pontos e, g, respectivamente,
sao iguais a
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Assim,
(X5, W)y = (dLyX3,dLyW), = (X5, W), = det(Xy, Xo, W) = det(X,, Xo, W),

Portanto, X3 = Xl X XQ.
De forma analoga verifica-se que X, = X, x X';;, Xg =X, x X,.

Assim se X; é o campo de vetores invariantes & esquerda que extende X;, entao pode-
mos escrever

X, XXzZX?), X, XXg:Xh X3 x X, =X2, (2)
onde x em cada espago tangente ¢ definido em termos da métrica usual (,) sobre S?

e a orientacao usual sobre S3.

Entao, agora podemos dar um desenvolvimento especial & teoria das curvas em S?,
pois podemos expressar cada vetor tangente em termos de campos de vetores invariantes
a esquerda.

Seja ¢ uma curva em S? parametrizada pelo comprimento de arco, e seja t um vetor
unitario tangente a ¢ dado por:

t(s) =Y fils)Xi(c(s)), (3)

1=1

onde
D=1 = X ffi=0.(9)

Usaremos a notacao V' para a derivada covariante no ambiente S®. Entao para cada
3

campo de vetores Z h;(s)X;(c(s)) ao longo de ¢ nos temos:
j=1
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Sendo Y; dado por Yj(s ) = X;(c(s)) é induzido por X;, temos que DC;SY = Vae/asX;.
E sendo %(s) = S22 fi(s)Xi(c(s)), temos também que:

D 3 N ~
7 [Z hj(S)-Xj(C(S))] =) s )+ Z hi(s) ) fils) Vs X;(c(s)),

j=1 j i
Pela proposigao 3.5.2 V' )~(] = %[)N(Z X 5], portanto:

j i
1
EzhjZsz Z (Fu[X0, X))+ fol Xo, X] + f[Xs, X)) =
J i J

%{hlfl[XlaXl] + ho fi[ X1, Xo] + ha 1 X1, Xa] + ha fo[ Xo, X1] + haofo[ X, Xo] + ha fo[ X, X3)

+h f3[ Xy, Xi] + hofa[Xa, Xo] + haf3[Xs, X3]}

Sendo V)L-Xi =0e [X;, X;] = —[X;, X;], temos que:

S YT

7

%{(fth — foh1)[X1, Xo] + (fihs — f3h1)[X1, Xs] + (fahs — f3he)[ X2, X5]}

Sendo [X1, Xo] = 2X5, [X1, X5] = —2X,, [Xs, X5] = 2X;, podemos escrever:

Z h; Z fzvl X = (fihs — f2h1)X3 + (fshy — flh?y)XZ + (fohs — fShZ)Xl
Assim
, T 3
% [Z hj( ] Z h/ X + [(f2hs — f3h2))~(1 + (fshy — f1h3))~(2+
j=1



+(fiha — fah1)Xa), (5)

onde todas fungoes sao avaliadas em s, e todos os X; em ¢(s).

Em particular, para t, temos que h; = f;, portanto

S

D,t(s) o ! v
¥ —Xj:fi-Xi (6)
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Definicio 3.5.6 Fizemos orientacio de S* com X1, Xo, X3 base ortonormal positiva
em cada ponto. Se t(s) = ¢ denota o vetor unitdrio tangente a curva c : [a,b] — N, entdo

definimos a funcao curvatura k de ¢ por

Se k(s) #0, Vs € [a,b], definimos o vetor normal a ¢ por

D't(s)
ds ’

n(s) = k(s)™".
b=1txn.

E definimos a torcao por

Assim, {t, n, b} é base ortonormal positiva ao longo de c.

Definicao 3.5.7 Definimos planos especiais. Chamaremos
1) O plano gerado pelos vetores t,n, plano osculador.
2) O plano gerador pelos vetores n,b, plano normal.

3) O plano gerado pelos vetores t, b, plano retificante.



D'n

Sendo n unitario, (=2 n) = 0. Logo, podemos escrever

ds

[;—/S” =At+ C.b, com A, C € R constantes.

Dai, A= (22 1) = —(n, Z%) = —k, C = (B2, b) = 7.

Portanto,

Agora

Escrevemos

Temos que

Logo,

Note que de

/

ds

ds ds

D'n

=kt b
ds + 7

<D’b
ds

, b) =0, pois |b] = 1.

D'b
I = M.t + N.n, com M, N € R constantes.
D'b D't
M_<d8 7t> <b,g>——(b,kn>——k‘(b,n>—0
D'b D'n
N = <Evn> <b7 ds > = -7

= —k.t + 7.n, obtemos
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D'n
T.b = + k.t,
ds
tomando a norma, obtemos
D'n
= + k.t
= |5+ ke

Veja que 7 pode ser positivo, negativo ou nulo.

Asgssim, temos as ditas equacoes de Serre-Frenet:

PHE) — fo(s).n(s)

86

Proposigao 3.5.4 (/10]) Seja N uma variedade riemanniana de dimensao 3 de curvatura
constante. Sejam ¢, ¢ : [a,b] — N curvas parametrizadas pelo comprimento de arco tais
que o valor das curvaturas e das torcoes de ¢ e ¢ coincidem em toda parte, entao existe

uma unica isometria A : N — N tal que ¢ = Ao c.

Pela definicao acima, temos que a curvatura k é dada por

e n é dado por

Portanto b ¢ dado por:

=t (S5) o (£05) = S (50 5)



87

= TSR K) + iR X o) + i (o x X)Ly (Ko x Kt
(X x X1) + f33(X; x Xo)] =
= (fifs — fo{)Xl x Xy + (fifs — f3f{))~(1 x X3+ (fofs — fsfé)f(z x X3 =

= (f1fs — Fo1)Xs = (Fufs — [sD) Ko+ (fofs — f3f3) X

Fazendo g = fofi — fafs, 92 = f3fi — fifs, g3 = fifs — fofi, podemos escrever:
1 5
= E Z giAg

Assim, temos que:

D'b(s) 1D’ 1\’ .
ds k:ds Zgz N (E) ZgiXi:

[Z 9iXi + (fags — f392) X1 + (fs01 — f193) X + (frg2 — fog1) X ] 2 ZQZX =

- % [(f293 - f392)X1 + (fs91 — f193)X2 + (f192 — f2gl)X3] + Z (%) X,

Mas,
J391 — fi93 = f3(f2f§ - f3f§) - f1<f1f§ - fzf{) = fz(f?)f:)/, + flf{) - fé(ff + f??) =

= f2(_f2fé) - fé(l - f22> = —fé
Analogamente, temos que:

J293 — f3g2 = —f{7 J192 — fo01 = —fé

Portanto, obtemos:
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(10) D/CZZES) = — Z];f’/)zz + Z <%),)~Q =-n+ Z (%)lf(i, por (8).

Definigao 3.5.8 Dizemos que um subgrupo de G é um subgrupo a 1-parimtro se existe
uma aplicacao diferencidvel v : (R, +) — G tal que Y(r + s) = ¥(r).a(s), onde . € a
operacao do grupo G.

Proposigao 3.5.5 (/5]) Seja G um grupo de Lie Entao os subgrupos a um pardmetro de
G sao precisamente as curvas integrais de campos invariantes a esquerda comecando na
tdentidade. Portanto existe uma correspondéncia bijetiva.

{subgrupo de G a 1 — parametro} < L(G) < T.G

Em outros termos: Um subgrupo a 1-pardimetro € unicamente determinado por seu
vetor tangente inicial em T,G

Definigao 3.5.9 Definimos a curvatura normal de uma curva c: [a,b] — M, em s, onde
M é uma hipersuperficie de uma variedade curvatura constante M (M ¢é uma subvariedade
imersa de co-dimensao 1), como sendo o nimero

((5), Vo N)
&F

kn(s) = —

)
¢
onde V € a conexdo de M e N € o campo de vetores normal de Gauss de M em c(s) .

Observacao 3.5.1 Note que esta definicio so € vdlida para curvas requlares, ou seja
de(c(s)) = d(s) #0,Vs € [a,b].

ds

Definicao 3.5.10 Uma direcio assintotica numa Variedade Riemanniana M € um vetor
X € T,M tal que I1(X,X) = 0.

Definicao 3.5.11 Uma curva ¢ em M € dita assintdética se todos seus vetores tangente
sao diregoes assintoticas.
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Proposicao 3.5.6 Seja ¢ uma curva sobre uma superficie M. Entdo

¢ € uma curva assintdtica < o vetor normal a n, quando definido, é sempre tangente a
M < o plano osculador, quando definido, sempre coincide com o plano tangente de M
< a curvatura normal de ¢ é sempre nula, k, = 0.

Demonstracao: Pela definicdo de II, dada pela equacio 2.3, temos k,(s).|¢(s)|” =
I1(c(s), ¢ (s))-

Pela equacio ky,(s). | (s)]> = II(d(s),c(s)), temos ky(s) = I1(

t(s) = % é um vetor unitario tangente a curva c. Portanto,

Zj(s) cl(s)) Assim,

OO

(T = =t(s), Ty = ~ S - G S

)
¢

Dai, pelas equacoes de Frenet 3.7, podemos escrever

Portanto, ¢ é assintotica sse k,(s) = 0 sse n(s) ¢ perpendicular a N(s) sse n(s) € Ty M
sse t(s),n(s) gera Ty M (ou seja, o plano osculador coincide com o plano tangente a A
ao longo de ¢). W

Agora estamos aptos para demonstrar um teorema.

Teorema 3.5.2 Seja ¢ uma curva em S* cuja torcao 7(= ky) salisfaz 7 = 1 em toda
parte, entao b € invariante a esquerda ao longo de c, isto €,

b(S) = LC(S)C(O)—l*b(O).

Jd se a curva tem torcao T = —1 em toda parte, entao b € invariante a direita ao
longo de c.
Demonstracgao:

Consideremos o primeiro caso. Sendo 7. = 1. Pela terceira equacao de Serret-Frenet
3.7 e por (10) temos que:
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N\ / .
(%) = 0, portanto cada % ¢ constante.

- g - .
Mas, pela equagao (9), temos que os n ’s sao as componentes de b com respeito a
campos de vetores invariantes a esquerda X;, o que prova a primeira parte.
Aqui ty, e, b, Koy Ta € te, Ne, be, ke, T. denotarao os vetores tangente, normal, binormal,

as curvaturas e torcoes das curvas «, c, respectivamente, onde « = foccom f:S?* — S?
dada por f(x) =21

x x
Por 3.6, temos que f ‘Z = :y . Assim, f é a restricdo a S® de uma
w —w

transformacao linear ortogonal (x,y,z,w) — (x,—y,—z, —w). Logo, uma isometria de

S3.

Note que f reverte a orientacao de subgrupos a 1-parametro passando por (1,0,0,0).
De fato, seja ¢ um subgrupo a l-parametro de S?, com ¢(0) = 1, tem-se que ¢~ (t) =
o(—t), pois ¢(t).0(—t) = ¢(t —t) = ¢(0) = e. Assim, f.¢'(0) = —¢'(0). Pela proposigao
acima ¢ é curva integral de campos invariantes a esquerda comecando em 1. Como, T,S?
é tridimensional, f, reverte a orientacdo em e. Sendo, S* conexo f, reverte sua orientacio
em toda parte.

Pela primeira parte que provamos deste resultado, temos
be(c(t)) = (dLe(r).c=1(0) )e(0) (0c(0))
Derivando « em ¢, temos
ta(a(t)) = dfery (' () = dfeqr (te(c(t)))

. . !
Sendo f uma isometria, temos que df.;) preserva a norma e comuta com %.
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o D/ta(a(t)) D/dfc(t)tc(c(t)) B dfct ( D't d(;(t))) - dfc(t) ( D/t;é;:(t))) B
nale(t)) = D’ta a(t D’dfc<t>t B D'te(e(t) B D'te(c(t) B
dfc Dite(c(t) e
dfe(r) ( ) D’tcd( c(t)
t
‘ D/tc C )H = fC(t) H D’tc(c(t)) H - dfc(t) (nc(c(t)))
dt dt

Como f é uma isometria e reverte a orientacao, temos que {df(t.),df(n.),df(b.)} =
{ta;na,df (be)} é base ortonormal negativa, enquanto {t,, 74, bs} ¢ base ortonormal posi-
tiva. Portanto, df (b.) = —b,.

—rana(a) = Z2a(0) = 5 (~afaope(c0) = ~dhy ( Z(ct0) ) -

—df ey (—Tene(c(t)) = Tena(a(t))

Portanto, 7, = —7,.

Assim, f o c tem torcao -1 se e somente se ¢ torcao 1. Queremos verificar que

bele(t)) = (dRes ) g (Be(c(0)))
Para ver isto basta notar que

be(c(t)) = —dfaq)(bala(t))) = —dfaw)(dLagya—1(0)) (0a(0)) =
dfa(t)O(dL Ja—1(0) )a(0 Odfc(o)( (0(0))),

dfag) © (dLagt).a—1(0))a(0) © dfeo) = A(f © La@ya—1(0) © f)e0) = Ad(Re1(0)e(t) )e(0)-
Em resumo provamos o seguinte. Se « tem torcao 1, entdo ¢ tem torcao -1. Logo, b, é
invariante a esquerda e por conseguinte b, é invariante a direita. W

Considere uma superficie imersa em S* com curvatura extrinseca K.,y = —1. Supomos
M orientavel, pois caso nao seja passamos ao seu recobrimento duplo orientéavel.
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Sendo K., < 0, existem duas direcoes assintoticas distintas possiveis em cada ponto
da superficie M. No argumento da demonstragao do teorema 2.2.4 podemos garantir a
existéncia de uma rede de Tschebysheff f : R? — M com f sobrejetiva.

A métrica I; = f*(, ) sobre R? & portanto:
It = f* =du®du—+ cosw [du ® dv + dv @ du| + dv & dv,

onde w é o angulo entre a primeira e a segunda curva coordenada.

Consideremos a curva ¢ : R — R? dada por c(u) = (u,v), a qual é parametrizada pelo

comprimento de arco pela métrica I;. T denotara a derivada covariante determinada
u

pela métrica Iy.

As matrizes da métrica I; e sua inversa sao

Assim, pela formula

1 0 0 0
1) 2 - {axl g_]k + axj gkl axkglj }g

Temos
, cosw Qw5 1 Ow
U senw ou” 1 senw du
0 0 0 0 0 0 0
Escrevamos ¢ (u) = vj— +v9— =1.— +0.— = onde v; = Y vy = Y

ou ov ou o ou ou’ ou

Usando a formula da derivada Covariante para um campo de vetores C'™ ao longo de
uma curva ¢

Dl(u) < dug dCz 0
WS B e )| e

k=1 7]_ k
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Assim, temos que

O\ ., .. . 9 AW
Se [ = ) é o tinico campo vetorial tal que | — |, [ =— | é uma base ortornomal na
ou ou ou

L 0 0 . . .
métrica Iy e — |, = tem orientac¢ao positiva.
ou ou

00 (T
a’U = COSW au senw au

Assim, temos que:

Dl(u)  Ow < ) )

du — Ou \du

Portanto, se ¢ denota o vetor tangente unitario a curva coordenada u +— f(u,v) em M e
% denota a derivacao em M

Dt w0
du  Ou \du

Onde {t, (%)} esta positivamente orientado.

Mas, u — f(u,v) é curva assintotica, assim a derivada covariante T em M é a mesma
u
/
que a derivada covariante de o em S*, pois sendo u +— f(u,v) uma curva assintotica, a
U

proposicao 3.5.6 garante que o vetor n normal a esta curva ¢ sempre tangente a M.

Assim, temos que:

D't ow (0
(11) du  du’ (%)



0 ,
Isto mostra que (—> ¢ + o vetor normal a curva u — f(u,v). Pois,

ou
/ _ow (0
% ou” (8u)
n = U fr
D't }3_w ’
du ou
. Oow
de acordo com o sinal de 0
U

ow

|a—(u, v)| = k(u) curvatura da curva u — f(u,v).
u

Pelo lema 2.2.2, temos que w satisfaz

0w
oudv 0

logo existem funcoes S e T com
(12)(u,v) = S(u) + T(v),

assim

() = S'(w), o =T'()
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Disto, todas curvas coordenadas parametrizadas pelo comprimento de arco u — f(u,v)
tem todas mesma fungio curvatura k(u) = |S’(u)|. De forma anéaloga, todas curvas v —

f(u,v) tem mesma fungao curvatura |7"(v)|.

0 0
Considere a base ortonormal — ((9_) ao longo da curva c(u). Sabemos que n =
u

ou’

+ 2 ortanto
T\ ou y P
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b=txn=ix () = an

—ou ou
, X . o (0 , . 5
N é normal a superficie tal que {—, [ =— ), N} é base positiva de S°.
ou’ \ Ou
Assim,
D'b DN
=+—— =+dN(+—
du * du * (8u)’
como
D'b +7
— =—Tn=-Tn=-T. —
du —Oou
Obtemos

(3)= (@)

A matriz de —dN nesta base é simétrica, pois a base é ortonormal e —dN é auto-adjunta.
Logo,

0 7
g | ]
Como K., = det(—dN) = —1, obtemos —72 = —1, dai 7> = 1.
Tomando a curva coordenada c¢(v) com torcio 7, obtemos de forma analoga que 72 = 1.
Nosso objetivo é mostrar que 7.7 = —1.
Temos que

s, (7)
= CcoSW.— + senw. | —
ou U

9
ov
R R
— = —senw. | =— | + cosw.—
ou
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Assim, na base {a—, 0—}, temos
u’ Ov

coSw T
_7‘. —
senw senw
[—dN] o5 g9 = ,
{_, _} T CoSWw
ou’ Ov T
senw senw
Assim,
—1 = Ky = det|—dN] = 1.7.
Podemos supor entao que 7 = 1,7 = —1.

Por possuirem mesma tor¢ao e mesma curvatura a proposi¢ao 3.5.4 garante que todas
as curvas u — f(u,v) sdo congruentes. Seja A, a isometria com A,(f(0,v)) = f(u,v)
para todo wu.

Isso sugere que todas as A, sao justamente translagoes a esquerda. Vamos provar este
fato. Enunciemos antes a proposicao que sera fundamental para a conclusao:

Proposicao 3.5.7 ([/]) Sejam f;: M — N, i = 1,2, duas isometrias locais da variedade
Riemanniana(conexa) M na variedade Riemanniana N. Suponhamos que existe um ponto

p € M tal que fi(p) = f2(p) e (df1), = (df2),. Entao, fi = fo.

Assim, considere uma famililia de translacdes & esquerda {B,} = {Lyw0)f0,0 -1} a
qual leva f(0,0) a f(u,0). Pelo teorema 3.5.2, (B,,), leva o binormal b(0) de u +— f(u,0)
em 0 no binormal b(u) em u. Portanto, (B,). leva o plano osculador desta curva no 0 no
plano osculador em u. Portanto, podemos escrever

t(u) = cosf(u).(By)«t(0) — senf(u).(B,).n(0),
logo

n(u) = senf(u).(By)«t(0) + cosh(u).(By).n(0),
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/
Calculemos

em termos de f. Assumamos sem perda de generalidade que f(0,0) =
u

1, e que t(0) e n(0) sdao X, Xo € L(S?), caso contrério, aplicamos uma isometria de S
apropriada. Portanto,

(Bu)«t(0) = X1(f(u,0)), (Bu).n(0) = Xa(f (u, 0))

Entao as fungoes f; na equagao (3) sao:

f1 =cosl fo = —senf, f3 =0,
pela equagao (6), temos que:

SZ = —0'(u) [senB(u).(B,)«t(0) + cosO(u).(B,)«t(0)] = —0'(u).n(u).

. . ~ a 9 -
Estamos supondo que {t,n} estd na mesma orientagao que {5, 5-}. Caso contrario,
inverte-se o sentido das u-curvas.
: s D Dt _ g Dt _ 0w D
Supondo isto, entao n = -, logo comparando 7~ = —0'(u).n, G- = —52.5-, obtemos
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logo,

_ 0 _ 9
Sabemos que t = 5-, n = 5-. Logo,

— = cosw.t + senw.n
ov

Comparemos (B,).2(0,0) com £ (u,0):

ag(u, 0) = cosw(u,0).t + senw(u,0).n =
v

%(u, 0) = cosw(u, 0) [cosO(u).(By,).t(0) — senf(u).(B,).n(0)] +
senw(u, 0) [send(u).(By)«t(0) + cosf(u).(B,).n(0)] =

cos [w(u,0) — 0(u)] .(By)«t(0) + sen [w(u, 0) — 8(u)] .(B,)«n(0)

Mas,

w(u,0) = S(u) +7(0) =w(0,0)

Portanto,

%(u, 0) = cosw(0,0)(B,).t(0) + senw(0,0)(B,)«n(0)

(By)«- [cosw(0,0).t(0) + senw(0,0).n(0)] = (Bu)*g(u, 0)
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Ou seja, (B,). leva o vetor tangente a curva v — f(0,v) em v = 0 no vetor tangente a
curva v — f(u,v) em v = 0.

Pela proposicao 3.5.6 o plano osculador de uma curva assintética é o plano tangente
a superficie. Logo, o plano osculador de v — f(u,v) em v = 0 ¢é igual a T,M onde
p = f(u,0) & igual ao plano osculador de u — f(u,0) em w.

Sejam b(ug, vg) o vetor binormal & curva u +— f(u,vg) em u = ug, b(ug,vy) 0 vetor
binormal da curva v — f(ug,v) em v = vy.

Sendo t,n base positiva do plano tangente, b = N normal & superficie).

~Como agora podemos aﬁfmar que b também é unitario e normal 4 superfAcie, entao
ou b= N em toda parte ou b= —N.

Sendo b invariante a esquerda, pois 7 = 1, temos
(B.)«b(0,0) = b(u, 0),
logo
(B.)+b(0,0) = (B.). (+(0,0)) = +b(u, 0) = b(u, 0).

Ou seja, (By)« leva o binormal & curva v — f(0,v) no binormal a curva v — f(u,v).
Logo, (B.)« leva t; =(vetor tangente a v — f(0,v)) to =(vetor tangente a v — f(u,v))
e também
by =(vetor binormal a v — f(0,v)) em by =(vetor binormal a v — f(u,v))

Como (B,). é isometria linear e preserva orientagao(pois, é translagao a esquerda),
concluimos que (B,). leva ny; =(vetor normal a v — f(0,v)) ny =(vetor normal a v

f(u,v)).

Assim, comparado B, e A,. Pelo o que acabamos de concluir e pela definicao de A,
temos
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(Bu)s(n1) = ng = (Au)«(m1)

Logo, (By)« = (Au)« em p = f(0,0).
Portanto, pela proposicao 3.5.7, A, = B,.

Se escrevermos c(u) = f(u,0) e v(v) = f(0,v), temos que a superficie M pode ser
escrita como uma colecao de translagoes a esquerda de 7,

M = {[c(u).c(0)™] ~(v)}

podemos também escrever:

M = {[c(u).c(0)™] ()} = {e(u).c(0) "y (v)} = {e(w).7(0) " 4(v)} = {c(u). [v(0) " (v)]}

Assim, M é também uma colecao de translacoes a direita de c.
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3.6 Teorema Principal

Pelo o que foi visto no decorrer desse capitulo podemos enunciar:

Teorema 3.6.1 Sequndo o valor da curvatura intrinseca as possibilidades para uma Su-
perficie completa imersa em S* sdo:

Nao existe caso Ky < 0

Se Kiy > 0, sao 2-esferas quando K.y > 0, nao existe quando —1 < K., < 0.

Se Ky = 0, temos como exemplos das superficies de translacao.

A figura seguinte resume o teorema acima:

-1 0
Kext 4 4
I 1
1 |
i |
1 1
10 17
Kil"lt / T
Vazio Vazio /
Exemplos: 2-Esferas

Superficies de translacao

Figura 3.1: Classificacdo em S*



Capitulo 4

Superficies Completas de Curvatura
Constante em H?

4.1 Introducao

Analogamente ao caso S? serdo classificadas as superficies em H? segundo o valor da
curvatura extrinseca. E no final desta secao enunciamos o resultado geral segundo o valor
da curvatura intrinseca. A curvatura intrinseca de H? é constante e igual a -1. Portanto,

a equacao 2.7 toma a forma
Kint - Kext -1 (41)

4.2 Alguns Modelos para o espaco Hiperbolico

Em certas situacoes, um modelo para o espaco hiperbolico é mais conveniente. Cada
um destes diferem por uma isometria. Logo, nao estaremos perdendo em optarmos por
um modelo. Existem quatro modelos mais conhecidos: Semi-espaco de Poincaré, Bola de
Beltrami, Hiperboldide ou de Lorentz e o menos comum, Projetivo ou de Klein. Serao
efinidos os dois primeiros e verificar a equivaléncia(iguais a menos de isometria) entre
eles. Mudando o raio da bola e definindo uma nova métrica sobre ela sera verificada a
equivaléncia entre dois modelos para a bola de Beltrami. Portanto, teremos a liberdade
de escolher entre trés modelos de acordo com a conveniéncia.

102
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4.2.1 Semi-Espaco-Poincaré.
Considere o semi-espago do R™:
H" = {(x1,...,z,) € Rz, > 0}

e introduza em H"™ a métrica:

5..
gij<l’1, ,CL'n) = x—lg
n

H" com esta métrica é o chamado Modelo de Poincaré do espaco hiperbolico de
dimensao n.

Algumas propriedades desse espago sao:

H"™ é simplesmente conexo. Com a métrica definida acima é completo e possui cur-
vatura intrinseca constante igual a -1. As geodésicas desse modelos sdo as semi-retas
verticais e os semi-circulos ortogonais ao plano {z,, = 0}.(|4])

4.2.2 Bola-Poincaré

Consideremos duas bolas com raios distintos.

A primeira B"(2) C R” de raio 2 e centro na origem.
B"(2) = {p e R™[pl <2}, p=(21,...,20)

e introduza em B"(2) a métrica

9i5(p) = m

A segunda B"(1) C R™ de raio 1 também centrada na origem.

B = {(x1,...,2,) € R > (2")? < 1},
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com a métrica:

4(51']'

hij(p) = m,

B"™ ou B"(2) com suas respectivas métricas representam o Modelo da Bola para o
espaco hiperbolico. Na secao seguinte sera verificada a equivaléncia entre esses modelos.

Observacao 4.2.1 As geodésicas deste modelo sao os didmetros ou os arcos de circulos
ortogonais ao seu bordo([/]).

4.2.3 Equivaléncia entre os modelos
(1) H" e B"(2):

Temos que f : B"(2) — H" dada por

p—D
f(p):é‘:m_(Oa"'al)’OndepOZ(Oa"'a_Q)a

é uma isometria. De fato, pois

af () = 4,212 = Pol” = 200, = po)(p — o)

P — pol*
logo
16{v,v),
(0 (0D = o,
Indicando f(p) = (f1(p), ..., fu(p)), obtemos:
_4<xn+2)_ _ 4_|p|2
Fnlp) = [P — pol? = lp —pol*

Portanto,
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(dfp(v), dfp(v)) 1) _ 16[p — pol*(v,v), _ (v, 0)p
(fn(p))? (4= pI*)?p —pol* (1 —§[pl?)?

Sendo f injetiva, conclui-se que f é uma isometria de B"(2) em H".
(2) B"(2) e B™

Basta considerar a aplicacdo ¢ : B"(2) — B" dada por ¢(z) = 5. De fato. Seja

i 40;;
{vk }x base ortonormal de T,R™. Entao, g;;(p) = — hij(p) = —]22, dij =
(1—11pP?) (1—1[p?)
(vi, vj)rn, 530 as métricas de B"(2), B", respectivamente.
Assim, tome p € B"(2) qualquer, temos que {vy} é base de T,B"(2), logo
Vi 'Uj 1 4513 . 61’]’

=~ =

d Uy, dp,v; = , = —(V;, Vj; = —
< QOP SOP j><,0(p) < 2 9 ><P(p) 4< ]>80(p) (1 . |§0(p)’2)2 (1 . i‘p|2)2

<Ui7 Uj)ﬁ'

4.3 Superficies Totalmente Umbilicas de H?

No espaco Euclideano o plano e as esferas sao superficies com propriedades geométricas
importantes, sendo estas as @nicas superficies totalmente umblicas, isto é, com curvaturas
principais iguais em todos os pontos. Utilizamos o modelo do semi-espago de Poincaré
para o espaco hiperbolico e identificamos suas superficies completas e umbilicas.

4.3.1 Superficies totalmente Geodésicas ou Planos Geodésicos

Sao representados como os planos euclideanos verticais e os hemisférios ortogonais
a OH?, inteiramente contido em H?®. Estas superficies sdo "copias"do plano hiperbdlico
bidimensional. Estas satisfazem K;,;, = —1.

4.3.2 Superficies Equidistantes ou Hiperesferas

Superficies equidistantes sao superficies tal que seus pontos estao a uma distancia fixa
de um plano totalmente geodésico.
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Elas sdo representadas por semi-planos inclinados em relacio ao H? ou por calotas
esféricas que nio sao hemisférios cujo bordo é uma circunferéncia contida em OH?.

Estas satisfazem K,,; = const e —1 < K;,; < O.

4.3.3 Horosferas

As horoesferas de H? sdo representadas por uma esfera tangente OH?>(contida em
H? U OH?) ou por planos paralelos a OH3(horizontais).

Estas satisfazem K,,; = 0.

4.3.4 Esferas Geodésicas

As esferas geodésicas sao esferas totalmente contidas em H?. Elas sao definidas da
mesma forma que no espago Euclidiano, como os pontos que equidistam p de um ponto
dado. No entanto, devido a métrica em H? ser diferente da métrica Euclideana, o seu
centro fica deslocado em relagao ao centro Euclideano.

Estas satisfazem K,; = const > 0.

A figura seguinte resume o que dissemos:

YA

Plano Ortogonal Plano Inclinado Plano Paralelo, Esfera Inteiramente Contida
Hemisfério Ortogonal  Calota Esférica Esfera Tangente (Esfera Geodésica)
(Plano Geodésico) (Hiperesferas) (Horosfera) K >0
LAl
Kint='1 -1<Km<0 Kint=°

Figura 4.1: Superficies umbilicas de H3
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4.3.5 Teorema de Classificacao para Superficies Umbilicas

O seguinte teorema classifica as possibilidades para superficies umbilicas de H? segundo
o valor das curvaturas principais.

Proposicao 4.3.1 (/10]) Seja M? uma superficie completa, coneza imersa de H?, cujos
pontos sao todos umbilicos. FEntao, ou M € totalmente geodésica, ou M €é uma esfera
geodésica, ou uma horosfera, ou uma hipersuperficie equidistante. De forma mais precisa,
caso:

As curvaturas principais sejam iguais a zero, entao M € um Plano geodésico.

As curvaturas principais sejam em mdodulo maior que 0 e menor que 1, entao M €
uma superficie equidistante.

As curvaturas principais sejam em mdodulo iguais a 1, entao M € uma horosfera.

As curvaturas principais sejam em modulo valor maior que 1, entao M é uma esfera
geodésica.

4.4 K.u <0

Seré verificada a nao existéncia de superficies para este caso.

Pela equacao 4.1 K;,; < 0. O teorema 2.2.4 garante o afirmado.

4.5 K. >1

De acordo com a equagao 4.1 temos que K;,; > 0. O teorema 2.2.2 garante que uma
superficie completa imersa em H? com K. > 1 tem todos os seus pontos umbilicos.
Nessas condicoes a proposicao 4.3.1 garante que esta superficie é uma esfera geodésica.
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4.6 K. =1

Os responsaveis pelo teorema de classificaccao para este caso sao Volkov e Sasaki
Vladmirova [5]. Este resultado garante que as tnicas superficies para este caso ou sao
horosferas ou uma familia de superficies equidistantes de uma geodésica.

Provaremos adiante o teorema de Jorges. O qual ser 1til para garantirmos a determi-
nacao da segunda forma fundamental da imersao.

Para demonstracao deste resultado precisaremos de outros dois da anélise complexa,
cujos enunciados figuram logo abaixo.

Teorema 4.6.1 (/1]) Se f é uma fun¢dao analitica num conjunto aberto 2 C C, entdo f é

infinitamente diferencidvel em 2, e as derivadas f®, k € N, também sdao analiticas em
(2. Além disso, se

f(z) = icn(z —a)", para z € B.(a) € §2,
n=0

> !
f*(2) = Z ﬁcn(z —a)", parak €N, z€ B,(a) € (2, ¢

n==k

Teorema 4.6.2 (Liouville)([1]) Seja f : C — C uma fungdo inteira(analitica sobre todo
C) e limitada, entao f é constante.

Teorema 4.6.3 (JORGES). Se ¢ : R> — R € uma funcio de classe C? definida sobre o
plano inteiro satisfazendo:

o *¢ PP

ox2 0y:  Oxdy L

Entao ¢ é um polinémio quadrdtico em z e y.
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Demonstracao: Escrevamos as derivadas da seguinte forma:

_ 9 _ 09
022 T 0xdy’ T Oy?

As equagoes acima podem ser reescritas da forma:

rt—s?=1(1)

Isto implica que r.t > 0, dai r e t tém o mesmo sinal. Podemos assumir que r,t > 0,

subistuindo apenas ¢ por —¢ se necessario. Para dois pontos fixados (zo, yo) definamos a
funcao:

h(7) = ¢(wo + 7.(21 — 0), Yo + 7-(¥1 — ¥0))
Derivando com relagao a 7, e usando a regra da cadeia, temos que:
W (r) = (21 — x0)-p + (1 — ¥0).¢, com (p,q) = (p(h(7)),q(h(7))
Derivando mais uma vez com respeito a 7, temos que:

R'(1) = (21 — 20)*7r + 2.(z1 — 20) (Y1 — Y0)-5 + (y1 — yo)* .,

onde p, q, 1, s, t sdo todas avaliadas no ponto (zg + 7.(x; — o))

Se x1 = g, entdao 1" (1) = (y; — yo)*.t > 0, pois t=>0.

Se x1 # x¢, entao:

h'(1) = (21 — x0)?

2
r—i—2.s.<y1 y°)+t.(y1 yo)]’
1 — X 1 — Io
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Y1 — Yo
1 — Zo
A= 4.8 —4drt =4.(s* —rt) < 0(por (1)), portanto sempre positivo, logo sempre é
valido que h”(7) > 0, pois 7 > 0. Isto implica que a funcdo A’ é nao decrescente, dai
podemos afirmar que:

Os termos entre colchetes ¢ um polinomio quadratico em ( > com discriminante:

R'(1) > 1'(0)
Disto, temos que:
(21 — @o).(p1 — po) + (y1 — yo)-(¢1 — q0) =0 (1)

Onde:

pi =p@i¥i), ¢ = q(zi,y), i=0,1.
Considere a transformacao de Lewy:

T(z,y) = (@) n(z,y) = (@ +plr,y),y + q(z,y)) ..
§(o,y) =2 +ple,y), n(e,y) =y +q(z,y)
Se fizermos:

& =&, yi), mi =n(zi,y:) i=0, 1,

Entao da equacao (1), temos:

(& — &)+ (m —m0)* = [(z1 — 20) + (pr — po))* + [(11 — %) + (&1 — q0))?

= (21— 20)* + (11 — w0)* + 2. [(x1 — 20)-(p1 — po) + (Y1 — ¥0)-(¢1 — qo)]

> (21— 20)” + (y1 — yo)* (por(1)).
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Dai, T : R? — R? aumenta distancias, em particular é injetiva.

De fato, basta notar que se T'(xo,y0) = T'(z1,91), entao & = &, m1 = 1o, portanto:

0> (z1 —20)* + (1 — %0)* ..

T1 = o, Y1 =1Yo

Além disto, a matriz Jacobiana de T é:

| 1+r s
o S 1+¢ |’

Cujo determinante é:

l+r+t+rt—s*=2+r+t (por (1))
> 2.
Logo, T' ¢ uma imersdo. Portanto, um difeomorfismo local(pois 7' é de R? em R? ).
Dai, a imagem 7' é um aberto. Agora iremos verificar que 7" também ¢é fechada.

Seja T'(x;,y;) — o € R% se {T(x;,y;)} é uma sequéncia de Cauchy, entao {(z;,y;)} é
também uma sequéncia de Cauchy, pois T' aumenta distancias, portanto {(z;,v;)} — f €
R?, dai:

a = lim; T((zs,y;) = T(im(z;,v:)) = T(8),3 € R?, ou seja, T(R?) contém todos
seus pontos aderentes.

Portanto, 7' é um difeomorfismo global.

Denotaremos a aplicagao inversa T~ por (£,n) — (x(&,1),y(£,m)), cuja matriz jaco-
biana é:

g—g 3—?7 _ | I+ s 71: 1 1+t —s
9y 9y s 1+t 241r+t —-s 1+s

Agora definamos F : R? — R? por:
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F(&m) = UK n),V(En)=(x—p—-y+q)
= (z(&n) —p(x(&,n),y(&m), —y(&n) + q(x(&,n), y(€n)))

Entao:

ou 9Ox 0dp dx  Op Oy 1
= - - =————[l+t—r(1+t) —s(—
06 "0 oo oyoe aqrrrinttoriEt)—s(=s)

Cl4t—r—rt+s

B 247+t
ot
2474t

Da mesma forma descobrimos que:

o _ t-r _OU
on  2+r+t O

ov_ 2 _ U
o6 24r+t  On

Portanto, (U, V) satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann, entdo a aplicagao F' :
C — C, definida por:

F+in)=UEn) +iV(En) =2—p+i(-y+q)

¢ analitica complexa, e para a derivada complexa I’ temos que:

ou oV
t—r 2s

R R
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Consequentemente,

(t —r)? N 45>
24+r+t)?2  (247r+1)?

|F'(&+im)|? =

(t—r)?+4rt—4

= (2+T+t)2 (pOI‘ (1))
(t+r)—4
247+ 1)

(t+r+2).t+r—2) —24+r+t

(247 +1)? 247+t

Disto, temos que:

] 4
1—\F’(€+”7)\2:m >

0..(3)
[F'(€+in)| <1
Portanto, F’ é limitada, pelo teorema 4.6.1 F’ também é analitica sobre C, logo pelo

teorema de Liouville 4.6.2 F’ & constante.

Mas, pelas equagoes (2) e (3) podemos resolver r, s,t em termos de F":

2471+t 2. ImF’
=2 T = 2
° o T IEp
; _ 4.ReF’
"TIoEp
4
tfr=—" -2

11— |FP?
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L1 [ AReF L4 5
S22\ P21 |FP
1 4 4.ReF"
r=——ss-2-——
2°\1— |F|2 1— |F)2

Sendo F’ constante, temos que 1,8,t também sdo constantes, portanto

D*¢

) 52

=7, r constante,
Logo:

9¢

3 = + f(y), com f uma fungéo apenas de y,
x

L 0%
ii) = s, s constante,
0x0dy
Por i), ii) temos que:
¢ _ of
= — = s, com s constante,
Oyox Oy

Logo:

fly) = s.y + ¢1, com ¢; uma funcao que nao depende nem de x nem de y. Portanto:

99

9 — @ T sy -+, comer uma constante.(4)
x
Logo:

Usando ¢, podemos concluir de forma andloga que

d¢

0 t.y + s.x + ¢3, com ¢z uma constante.(5)
Y
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2

Logo, por (4), temos: ¢(z,y) = r.% + s.y.x+cp.x + co(y)

Derivando este ultima com respeito a y e considerando (5), temos:

0¢(x, oc
M =52+ M =ty + s.x + c3, logo:
Ay Ay
dc
;;y) =ty +cs
Dai
y?
ca(y) = t.? + 3.y + ¢4, com ¢4 constante.
Portanto:
22 y?
o(z,y) = r.? +S8.y.x +c1.0 + t.; + 3.y + ¢4 com 1, 8, t, c1, Ca9, C3, ¢4 CcONstantes reais.

Proposig¢ao 4.6.1 ([5/)Seja F: U C R? — R? um campo irrotacional, ou seja, rotF = 0,
se U ¢ aberto e estrelado, entao F é conservativo.

Iremos admitir que M é simplesmente conexa. Caso nao seja passamos ao seu re-
cobrimento universal. O teorema 2.2.5 garante que M, com a meétrica induzida pelo
recobrimento, ¢ isométrico a R?, estando este com a métrica usual. Em outros termos,
iremos considerar uma aplicacdo f : R? — H?2, onde R? est4 munido com a métrica
dr ® dr + dy ® dy, e H? com a métrica de curvatura constante -1.

Sejam [;; os coeficientes da segunda forma fundamental I/:

I[f = lndl’ &® dx + llgdl’ &® dy + l21dy & dx + lggdy &® dy

Seja, {e;}7—, base ortonormal de T,R%. Na equagdo de Gauss 2.6, tomando X = Z =
e1, Y =W = ey, obtemos

(6) li1.loy — 12, =1

Consideremos agora as equacoes de Codazzi em espacos de curvatura constante dada
por 2.13. Todos os coeficientes de Christofell nulos em R? Ve; = 0,4, j € {1,2}. Assim,
tomemos X =e¢q, Y =e5 e
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) Z=X
0= X<121> — Y(ln)
Oliy 0Ol
o~ oy 7
i) Z=Y

0= X(ZQQ) — Y(llg)

Olys  Olyy
T2 =2 (g
ox oy
Definamos F' : R? — R? por F(z,y) = (li2(7,y),laz(z,y)), temos que este campo é
ol ol
irrotacional, pois por (8) 8_22 = 8_12’ e sendo R? um aberto estrelado a proposicao 4.6.1
T Y

garante que I admite um potencial, ou seja, existe o : R? — R tal que: F' = grada, onde
grada é o gradiente de «, ou seja

Existe uma funcao o : R? — R de classe C?, tais que:

0 0
(a) a—(; = ly9, (b) 3_(; = lyo

De forma analoga por (7) se verifica que existe uma funcao 8 : R? — R de classe C?,
tais que:

(c) g_f = l12, (d) g—g =In

Usando um mesmo argumento acima, de (a) e (c), também podemos afirmar que existe
uma funcao ¢ : R> — R com:

a6 dp
%_&’67/_6
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De (b) e (c) temos que:

0*¢ 0%¢ 9¢

r U oy P oady
Logo da equagao (6) obtemos:

’¢ *¢ o

. — =1
) ox? Oy?>  0x0y

Aplicando o Teorema de Jorges a nossa ¢, temos que os [;; sao constantes. Sendo, 11
simétrica, podemos assumir que l1o = ly; = 0, pois aplicacao normal de Gauss é auto-
adjunta, logo pelo teorema espectral existe uma base ortonormal, tal que l15 = ls; = 0,
11 = ki, loy = ko, onde ki, ko sdo as curvaturas principais da superficie imersa f(R?), e
ki.ks = 1. Pela proposicao 2.2.12 temos que a imersao f ¢ determinada, a menos de um
isometria de H?, pelo par {k;, ko}, com ki, ky > 0. Devemos encontrar uma imersao para
cada par {ky, ko} com ky.ky = 1.

Vejamos cada caso

Primeiramente se k; = ky = 1, todos os pontos sao umblicos, logo a superficie é uma
horosfera.

Para analisar os outros casos, iremos considerar o modelo do semi-espaco superior de
Poincaré para H?.

Iremos verificar agora que a menos de uma isometria do espaco ambiente H3, existe
apenas uma familia de imersoes, do plano R? em H?, sendo essa imersdo isométrica.

Considere a parametrizacao para o cone:
X :R xR — H3, dada por:

X(p,p) = p(senb.cosp, senb.senp, cosh), onde 0 é o angulo formado pelas geratrizes
do cone e o eixo z.

Agora sera visto como calcular a distancia em H? entre dois pontos que nfo estio
sobre uma mesma geodésica vertical. Sejam dois pontos P, () no espacgo hiperbélico que
nao estao sobre uma mesma reta perpendicular a OH?. Como as tinicas geodésicas de H"
sao estas retas e semi-circunferéncias centradas no plano OH?, sobra apenas a possibilidade
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c(®;)

c(®,)

Figura 4.2: Distancia hiperbolica

de conectarmos os dois pontos por meio de um arco de circulo. A circunferéncia I esté
em um plano bi-dimensional. Logo, podemos supor sem perda de generalidade que seus
pontos estao no plano hiperbolico H2, ou seja num plano contendo a direcao vertical. Seja
O = (a,0) o centro de I" e R seu raio, como na figura 4.1. Considere a parametrizagao
c(t) = (a+ R.cost, R.sent) para I'. Fagamos P = ¢(6,),Q = ¢(62). Denotando Lc,),c(0,)}
como sendo o comprimento de ¢(;), ¢(fz) ao longo da circunferéncia I', temos

6 9
Lic(oy),e 02}—/9 |c’(t)]dt:/9 |(—R.sent, R.cost)|dt =

02 —R. t R. t)? o 1
/ cost)? + (R.sent) di — / ——dt = In|csct — Ct9t|z2
" (R.sent)? o, sent 1

(P, Q) = Lic(9,).c(6)} = I csct — ctgt3? (4.2)

Em particular considere a distancia entre pontos do cone P ao eixo z. Neste caso, 0 = 7,
0 =75 —01. Assim,

(]

d(P,z) = In|esct — ciﬁgﬂg1 =In ]cscg - ctgg| —In|eschy — ctgby| =
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1
In|l-0l+In|——| = =
n| |+ 1n cscty — ctgb " csc(5 —0) —ctg(5 —0) ’
1 cost ( tante)
n|—— | = In|————|(constante).
sect — tgl 1 — senf

Portanto, o cone de H? é equivalente a um cilindro de R? com a métrica euclideana.

Computemos as curvaturas principais do cone.

= (senf.cosp, senf.senyp, cosh), e p(—senb.senyp, senb.cosp, 0)
¥

ap
g 0 9
— N — = p(—cosb.senb.cosp, —cosh.senb.senyp, sen0)
0 Oy
o 0 JLa 0 9y p*.sen?0  senf
(9p 8(,0 8p &p 8p Op p2.cos20  cosf’
Assim:
AN
N = ‘—8; = p.cost(—cosb.cosp, —cosh.senp, senl).
A
Oy

A matriz da matriz da aplicacao de Gauss é:

[ V' N -V, N} _ | 41 12
e (.25} az  dz |

Calculemos V'5 N.
0,

V'a N =V'y p.cost(—cosh.cosp, —cosh.senp, sen) =

9p dp
= a—(pcosG)(—cosQ.cosw, —cosb.senp, send)~+(p.cosd)V' s (—cosb.cosp, —cosh.seny, senfl) =
14 dp

= (—cos*0.cosp, —cos*0.seny, cosh.send)+(p.cosd)V' s (—cosh.cosp, —cosh.senyp, senf))
9p

Vejamos que:

V's (—cosb.cosp, —cosh.senyp, send) =
ap
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= V'y (—cosb.cosp.e; — cosl.senp.es + senb.es)
op

= V'y (—cosb.cosp.e1) + V'y (—cosh.senp.es) + V'y (senb.ez) =
9p

dp op

= —c0s0.V', (cosp).e; — cos.V', (senp).es + senb.V'y .e3
op

Ip Ip

cos dsen
= —cosb. _9061 + cosng'ael} — cosb. |:—S0€2 + senpV's ea| + senf.V'y e3 =
dp dp dp

dp dp

= —c0s0.cospV'y e1 — cosb.senpV'y es + senb.V'y .e3 =
dp op Ip

_ / . !
- COSQ‘COsgpvsene.co&pel +sen0.sengoez+cos6’63€1 cose'sengpvsené.cosapel +senf.senpea+cosbes €2 +

/ _
send. Vsen@.costpq +senf.senwea+cosbes €3 =

_ 2 / / 2 /
= —cosf.senflcos”p.V, e; — costl.senfcosp.senpV,, e — cos™0.cosp.V, el
—cost).senflcosp.senpV., es — cosd.senb.sen’ oV, es — cos’0.senp. V., e
2 / 2 / !
sen”Ocosp.V es + senf.senpV, e3 + cost.senl.V_ e3

Temos que:

Vi e =Tle1 4+ TG e+ T es
V'eleQ = T%Zel + F%2€2 + F?Q(Eg
v;1€3 == ]_—%361 + 1?362 + F?3€3
Vi,e1=Tyer + s + ey

/ 1 2 3



121

V.,es = Taze1 + Thzen + Dizes
V.61 = I3e+ 1360+ 15 es
Vi ea = Tazer + Dhpea + Thoes
V. e3 = Dizer + T3ge0 + Tiges
Em H?(Modelo do Semi-Espaco), tem-se que:

1 _ 2 _ 1l 72 _ 3 _1m2 _ 71m3
1—‘11—Fll_F12_FlZ—1—‘12—]‘_\13_F13

1 5 ) 3 ) X ! 5 :I‘%l:F%l:F%Z:FgQ:F%Q:
Pog =15 =15 =15, =I5 =15 =3 =15, =0,

1 1
I =T5,=——, Dy=I5=0% =03 ="I5=— :
11 27 050’ 13 23 31 32 33 p.cosO
Portanto,
1
Vi e =
er €1 p.0050€3
V’ele2 =0
1
Vi e3=— :
1€ p.cost “
V'ezel =0
1
V! ey = .
22 p.cost “
1
V! ez = — :
e p.cost “
1
Ve =— :
s €1 p.cosf “
1
Vi ey =— :
s 2 p.cost “
1
V! ez =— :
es©3 p.cost “

Dai:
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V's N = —cos*f.cospe; —cos*0.senpeq+-cosl.senbes—cost).send.cos*p.es—sen’0.cosp.e; —
op

cos.senf.sen’p.es — sen6.senp.eq + cos*0.cosp.eq + cos*.senp.eq — cosl.send.es

Portanto,

—V's N = senf(cosp.senb, senf.senyp, cosh) = Sene.a—
dp p

Por um célculo analogo podemos concluir que:

1 0

~V'y N = —
> sen Op

Assim, as curvaturas principais do Cone no espago hiperbélico, sao:

1
senf’

k1 = senfl, ko=

onde # ¢é o angulo entre o eixo z e as geratrizes.

Logo, pela proposicao 2.2.12, a menos de isometria de H?, a imersao f esta determi-
nada.

O cone ¢ completo. De fato, basta perceber que o cone ¢ f~1(0), onde f é a funcao
flz,y,2) = 2> + y* — tg?B.2% com z > 0 e 3 o angulo eucludeano entre o eixo z e as
arestas laterais do cone(note que o cone é determinado por 3). Portanto, o cone é fechado
em H? e pela proposicao 2.2.15 podemos afirmar que também é completo.

Note que para o caso de uma superficie completa qualquer M, temos que se ¢ é uma
imersao de M em H3, entao i(M) é o cone a menos de isometria. Pois, pelo teorema de
Cartan podemos passar ao recobrimento universal de R? e este pela discussao acima é um
cone em H3. Assim, sendo M completa, temos que i(M) é fechado, por regularidade é
aberto, sendo o cone conexo temos a validade da nossa afirmacao.

Portanto, provamos:

Teorema 4.6.4 (Volkov e Viadmirova, Sasaki) Uma superficie completa em H? com cur-
vatura K.,y = 1 ou € uma horosfera ou um conjunto de pontos equidistantes de uma
geodésica. Pois, uma isometria de H? leva o eizo vertical em uma geodésica v e o cone
nos pontos equidistantes de .
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47 Kext — O

As superficies desenvolviveis(K.,; = 0, regradas) tém um papel de destaque na geome-
tria diferencial classica. Por exemplo, no capitulo 1 obtvemos uma caracterizagao para
superficies desenvolviveis completas em R3.

Em [12] tem-se uma resposta quase idéntica que para o R® para a pergunta seguinte
pergunta. Quais sdo os tipos de superficies desenvolviveis em H37:

Teorema 4.7.1 As superficies desenvolviveis de H? consistem de porcoes de Cones, Su-
perficies tangentes e cilindros geodésicos.

J& em [13] temos uma caracterizagio das superficies flats de H?:
Teorema 4.7.2 Superficies flats no espaco hiperbdlico, necessariamente, sao desenvolviveis.

Em 1969, Portnoy [12] provou que as superficies completas flats de H? sao por¢oes de
cilindros geodésicos e Cones.

Cilindros Geodésicos em H? sao por definicdo superficies obtidas ao "translardamos"
paralelamente(no sentido de que os vetores tangentes formarem um campo de vetores
paralelos) uma geodésica ao longo de uma curva fixa.

E os cones sao superficies obtidas como uniao de Geodésicas convergindo a um ponto
em comum. Por exemplo, um hemisfério.

Num trabalho bem mais atual [6], publicado em 2010, o japonés Atsufumi Honda
conseguiu introduzir uma férmula de representacao das superficies desenvolviveis de H?
em termos das curvas null, causal. Esta terminologia vem da Cosmologia, tendo a ver
com o papel dos Cones da teoria da relatividade geral. Para ser mais preciso, um curva
no espaco hiperbolico(no modelo do hiperboloide) é dita null se o seu vetor tangente tem
sempre "norma''nula, ou seja, V.V = 0. E é causal, se a "norma'"de cada vetor tangente
a curva é positiva.
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4.8 Classificacao de Superficies de Revolucao com 0 <
Kext <1

Para este caso seré feita a classificacao das Superficies de Revolucao.

Para isto iremos estabelecer a relacao entre a distancia hiperbolica r e a distancia
euclideana d de um ponto ao eixo z. Dai, iremos expressar a métrica de uma superficie
de revolucao em termos da distancia 7.

A figura 4.3 guiara nosso raciocinio. Nesta o ponto P é o ponto do eixo z que dista
r unidade do de um ponto B qualquer sobre H?. Como j4 observamos antes, a geodésica
minimizante conectando esses dois pontos P e B é um arco de uma semi-circunferéncia,
digamos de raio R, centrado em OH?.

cosx

Seja a o angulo entre OP e OB. Na secao 4.6 vimos que r = (n . Assim,

1 — sena
se considerarmos dois pontos quaisquer A e B em H? a uma mesma altura h, ou seja a
uma mesma distancia do plano x3 = 0, temos que d’'(A, B) = 2.r. Para se convencer disto
basta considerar que os dois pontos A e B sejam simétricos com relacao ao eixo z, como
ilustra a figura 4.3. Assim, a distancia hiperbolica entre os pontos B e H é |BH| = d.

cosQ cosQ
De r = In|——— |, obtemos ——— = €. Dai,
1 — sena — sena
627" _ 1 67’ _ efr
sena = — = = tghr
er+1 er+e "
Portanto,

d = R.sena = R.tghr

Considere a superficie M de revolucao obtida ao girarmos a curva parametrizada pelo
comprimento de arco ¢ : R — R x {0} x R, dada por ¥(s) = (d(s),0, h(s)), em torno
de uma geodésica. No caso de H? essa geodésica ¢ um "eixo vertical". Admitamos sem
perda de generalidade que este seja o eixo z.

Parametrizemos M da forma natural, ¢ : R x R — H? tal que

o(a, s) = (d(s)cosa, d(s)sena, h(s))
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0

Figura 4.3: Comparacao entre as distancias

Assim,

0

5 = (—d(s)sena, d(s)cosa, 0)
a 7 / /
5 = (d'(s)cosar, d'(s)sena, h'(s))

Entao os coeficientes da primeira forma fundamental sao

= (1) @)

0 0, d?(s)(cos’a+ sen’a)+h?(s)  d?(s)+ h>(s)

<%’ %> — O = n(s)? = 1(pois ¢ é p.c.a.).

125



126

Seja agora um ponto qualquer obtido ap6s rotacionarmos a curva ¢ em torno do eixo
OZ. Temos que este ponto dista d(s) euclidenamente desse eixo.

Usando a mesma idéia vista acima, temos:

h(s)
tghy = —=
gbo d(s)
Usando a conclusdo (1), obtemos
2 2 2 2 h(s)\?
cschr(s) = ctgh®r(s) — 1 = sec*y — 1 = tg°6y = Ws)

De (2) concluimos que

Portanto, a primeira forma fundamental da superficie é:
I = senh®r(s)da @ doa + 1.ds @ ds

Note que uma parametrizacao para esta superficie em termos da distancia hiperbodlica
r(s) seria:

o(a, s) = d(s)(cosa, sena, cschr(s))

A curvatura intrinseca desta superficie é dada por

s~ —svme (vea),* (7a)) 2w (7)) -
- %0@)55 = (senhr(s))ss = _Sen;r(s) _d28€§sf;r(s)

~ senhr(s)

Sendo 0 < K.; < 1, tem-se que —1 < Kj,; < 0. Portanto, existe ¢ € R, com
0 <c<1,tal que:
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1 d*senhr(s)

3) —* = — :
(3) —c senhr(s) ds?

Ou seja, temos a EDO linear de segunda ordem:

d*senhr(s)

I = c*.senhr(s)

Lembrando que a solucio geral da EDO %/ (s) — c*y(s) = 0, com ¢ € R constante, pode
ser dada da forma:

y(s) = Ajcosh(cs) + Aasenh(cs), A\, Aa € R, constantes. (4.3)
Em outros termos
y(s) = mie® 4+ mae™ % my, my € R, constantes. (4.4)
No caso da EDO 4.3, teremos:

senhr(s) = Ajcosh(cs) 4+ Aasenh(cs), A, A2 € Reonstantes. (4.5)

senhr(s) = mie® + mae™ %, my, my € R constantes.

Em suma podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.8.1 Seja S uma superficie de revolucdo completa de curvatura constante
—1 < Kiny < 0 imersa em H®. Entdo, uma parametrizacao de ¢ : R? — H? para S
€ dada por

Y(a, s) = d(s). (cosa, sena, cschr(s)) (4.6)

com senhr(s) obedecendo:

senhr(s) = Aj.cosh(\/ —Kints) + Aa.senh(y/ —Kins), (4.7)

com A, A € R
senhr(s) = mie® + maoe” % my,my € R (4.8)
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E claro que existem varias superficie possiveis de acordo com a escolha de par de
nimeros A;, Ay ou o par de nimeros mq, ms.

Faremos algumas escolhas para ilustrar alguns exemplos.
I))\1 = 1, )\2 =0:

Neste caso, teremos uma superficie parametrizada da forma:
o(a, s) = d(s)(cosa, sena, sech(cs))

Mmy =1,my = 0:

Neste caso, teremos uma superficie parametrizada da forma:
o(a, s) = d(s)(cosa, sena, e~ )

Vejamos agora o caso r = 0. Nesses pontos necessariamente o' = 0.
Derivando a equagao 4.5, obtemos
r'.coshr = ¢ (A1senh(cs) + Aacosh(cs)) , A1, A2 € R, constantes. (4.9)
Supomos que para S, r(sg) = 0.
Sabemos que x = z.senhr, (2')* + (2)* = 2°.

Portanto,

cosh®r.(2')? + (r')?.cosh®r.2* + 2.2.2' .1’ .senhr.coshr = 2

Ou seja

2\ 2 Z 1
z 9 z ne _
<z> + 2.7" tghr (z) + <(r) cosh%) 0

7 _r’_senhr(s)im (4)

B coshr(s)

Dai, obtemos

N
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Se r(s9) = 0 e 2'(s9) = 0, temos (1'(s0))* = 1.

Iremos supor que 7/(s9) = +1. O caso 17'(sg) = —1 é obtido revertendo-se a orientagao
da curva perfil, gerando a mesma superficie.

De 4.5 e 4.9, obtemos

A1.cosh(csg) + Ag.senh(csg) = 0

c. (A1.senh(csg) + Aa.cosh(csg)) = 1.

Donde
A\ = _ senh(cso)
c
Ny — cosh(csg)
c

A menos de uma mudanca de tranlagdo no parametro(escolha de ponto inicial), podemos
supor que sy = 0, obtendo

)\120

1
)\2:—
C

Temos entao

senhr = —sen};(cs)

, cosh(cs)

r=—=>0

coshr

Da equagao (4) sendo zg = 2(sg), obtemos



Calculemos a integral +

Vejamos a integral v'1 — c2. /

1
—.ln<
2

Concluimos que

;

Y ds

coshr
T = 1-— 02‘ |senh(es)|
c 1+ senhQ(cs)
senh(cs)
1—c2 >0
“ar senh?(cs)’ °
1—c2. senh(cs) 5 < 0.

¢+ senh?(cs)’

2
Coshr:\/l_’_w

senh(cs)

c2

C2o

c? 4 senh?(cs)

=—-—=1In
2

d_u:1/< L1 )du:
A+urt-1 2 u—+vV1—=c u+V1-¢2

u—1—c2 1

u+m)

(i)

ds. Fazendo u = cosh(cs), obtemos

(cosh(cs) —V1—¢2) . (1+V1—¢?)

21 =

\/ 2 + senh?(cs)

C2p

{

(cosh(cs) +V1—¢2).(1—V1—¢?)

(cosh(cs) +vV1—¢2). (1 - V1—=¢?)

Z9 =

\/ 2 + senh?(cs)

i

(cosh(cs) —vV1—=¢*).(1+V1—¢?)
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sao as duas superficies obtidas.

Observacao 4.8.1 As coordenadas x ey ficam determinadas por

senh(cs) senh(cs)
T = cosq.———z, Y = seno.————=2
c c

As expressoes para z podem ser simplificadas:

l+v1—¢? 1

2z = czp. :

' “Vi-vi-e cosh(cs) + V1 — ¢?
1—vV1—¢2 1

29 = CZy.

1++/1—¢c2 cosh(cs) — 1 —c2

Note que z < z5 em ambos 0s casos.

senh?(cs)

Analisemo o caso z;. A partir de 22 4+ y* = 5 2?, obtemos
c

2?4+ y* = (20 — 2)(2 + A), onde A = 2. )

(1+~%?17?)2

Dai

2 2
20 —

2

Conclusao: Obtemos calotas esféricas ja previstas na secao 4.3.2.

1—#1—&)2
— ) > 2.

Zo—f-A

Ou seja, temos uma calota esférica centrada em (0,0, ) de raio

O caso 29 é andlogo. Neste caso A = 2. (
c
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4.9 Teorema Principal
Pelo o que foi visto no decorrer deste capitulo podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.9.1 Sequndo o valor da curvatura intrinseca as possibilidades para uma Su-
perficie completa imersa em H? sdo:

Nao existe, caso K;p; < —1.
Sao formadas por por¢oes de Cones e Cilindros Geodésicos, caso Ky = —1.

Para superficies de rotagdo, temos uma familia de exemplos dada pela equagao /.7 (ou
pela equacao 4.8 ), além das calotas esféricas(hiperesferas), caso —1 < K < 0.

Horosferas ou Superficies equidistantes de uma geodésica(a menos de isometrias), caso
Kint = 0.

Esferas Geodésicas, caso K;p; > 0.

A figura seguinte resume o teorema acima:

0 1
Ke}(t ¥ 1
1 i
| 1
| 1
1 1
1 1
I 1
1 o
K.int \ \ \
5 : Esfera
Nenhuma Poreons del : Superficies Horosferas G eodesica
Cilindros Geodésicos (e Revolucao ou
e sao uma colegdo  Superficies
Cones de superficies Equidistantes -
que contém de uma Geodésica

Hiperesferas

Figura 4.4: Classificagao em H?
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