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Resumo

O problema de finitude para equiĺıbrios relativos de n-corpos foi proposto por J. Chazy

e A. Wintner, e foi listado por Smale como problema 6 em sua lista de problemas matemáticos

para este século. Este problema foi resolvido para o caso n = 4, por Richard Moeckel e Marshal

Hampton, que obtiveram o seguinte resultado: Se as massas são positivas, então existe somente

um número finito de classes de equivalência dos equiĺıbrios relativos para o problema Newtoniano

dos quatro corpos.

Para obter esse resultado, foram usadas algumas idéias de geometria algébrica que

fornecem critérios testáveis para determinar se o número de soluções de um dado sistema de

equações polinomiais é finito. Tais critérios são de um tipo que podem ser testados computa-

cionalmente com exatidão. Para isso é usada a teoria BKK, que relaciona equações polinomiais

com poĺıtopos de Newton e com um invariante geométrico dos poĺıtopos chamado volume misto

que dá um limite superior para o número de soluções do sistema.

Para equiĺıbrios relativos existem dois conjuntos de equações que são polinômios cujas

variáveis são as distâncias mútuas entre os corpos e os coeficientes são as massas, essas equações

são conhecidas como equações de Albouy-Chenciner e equações de Dziobek. A análise dessas

equações através da teoria BKK leva ao resultado de finitude, usando o teorema de Bernstein

obtêm-se que o número de equiĺıbrios relativos é no máximo 8472.

Palavras-Chave: Equiĺıbrio relativo, Equações de Albouy-Chenciner, Equações de

Dziobek, Politopos de Newton, Teorema de Bernstein, Fińıtude.



Abstract

The problem of finitude for relative equilibrium of n-body problem was proposed by

J. Chazy and A. Wintner, and listed by Smale as problem 6 on his list of problems for this

century. This problem went solved in the case n=4 by Richard Moeckel and Marshal Hampton,

that obtained the follow result: If the masses are positive, then there are only a finite number

of equivalence classes of relative equilibria for the Newtonian four-body problem.

In order to obtain this result, was used some ideas of algebraic geometry which give

testable criteria for to determine if the number of solutions of a given system of polinomials

equations is finite. These criteria are of an kind that can be computable with exactness. In

order to this, is used BKK theory, which relate polinomials equations with Newton polytopes

and an geometric invariant of the polytopes called mixed volume which gives a upper bound

for the number of solutions of the system.

For relative equilibria there are two sets of equations that are polinomials which

variables are the mutuals distances between the bodies and the coefficients are the masses,

these equations are know as the Albouy-Chenciner equations and Dziobek equations. The

analyze of that equations through BKK theory lead to the result of finitude, by using the

Bernstein theorem to get that the number of solutions is at most 8472.

Keywords: Relative Equilibrium, Albouy-Chenciner equations, Dziobek equations,

Newton Polytopes, Bernstein theorem, Finitude.



“Quando os problemas são muito grandes, os desafios

tornam-se apaixonantes.”

(Dom Helder Câmara)
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2.1.1 O Corpo das Séries de Potências Formais . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Apêndice 86

Bibliografia 93



Introdução

Suponha n part́ıculas pontuais com massa mi > 0 e posições xi ∈ Rd, se movendo de

acordo com as leis do movimento de Newton

mj ẍj =
∑

i 6=j

mimj(xi − xj)

r3ij
, 1 ≤ j ≤ n,

onde rij é a distância entre xi e xj .

Um equiĺıbrio relativo é uma solução da equação anterior em R2, da forma xi(t) =

R(t)xi(0) onde R(t) é a rotação uniforme em torno de algum ponto c ∈ R2. Dois equiĺıbrios

relativos são considerados equivalentes se um deles pode ser obtido do outro por uma rotação,

translação ou dilatação do plano.

O problema da fińıtude do número de classes de equivalência de equiĺıbrios relativos

de n-corpos é um importante problema da Mecânica Celeste que foi proposto por Chazy [8] e

Wintner [52], entretanto mesmo depois de várias décadas o problema ainda não foi resolvido

totalmente. Em 1998, Smale [49] relacionou este como o problema 6 em sua lista de proble-

mas matemáticos para este século. Na formulação de Smale: “No problema dos n-corpos da

mecânica celeste, é finito o número de equiĺıbrios relativos, para qualquer escolha de números

reais positivos m1, . . . , mn como massas?”

O objetivo deste trabalho é mostrar como esse problema foi resolvido no caso n = 4.

Neste caso, existem no mı́nimo 32 classes de equiĺıbrios relativos e no máximo 8472 classes de

equivalência. Para obter tais resultados foi usada a Teoria BKK. Os resultados desta teoria tem

sido importante para resolver certas questões de finitude no campo da Mecânica Celeste. Por

exemplo, em [38], é provado a conjectura de Saari para o caso de três corpos no plano usando

Teoria BKK. Também, usando a Teoria BKK foi posśıvel mostrar a finitude no problema planar

restrito de 4-corpos [27].
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O problema da fińıtude de equiĺıbrios relativos no caso de três corpos é bem conhecido.

Existem cinco classes de equivalência de equiĺıbrios relativos. Dois são triângulos equiláteros

descobertos por Lagrange [28] e os outros três são configurações colineares encontradas por

Euler [15]. As soluções dos triângulos equiláteros de Lagrange se generalizam para tetraedros

para o problema de quatro corpos e para śımplices regulares de n-corpos em dimensão n − 1

[43]. Para o caso de configurações colineares, Moulton encontrou o número exato de equiĺıbrios

relativos para o caso geral [39]. Existem ainda resultados de finitude para algumas famı́lias de

configurações simétricas do tipo “kite” de n+ 2-corpos num espaço de dimesão n [22].

Para o caso de quatro corpos ainda não há uma classificação completa, contagens exatas

são conhecidas apenas no caso de massas iguais [1], ou então onde se assume que algumas massas

são suficientemente pequenas [50, 54], ou ainda no caso de duas massas não-nulas iguais [23].

No caso de 5-corpos, se massas negativas são permitidas, um continuum de equiĺıbrios relativos

pode ocorrer [42].

No caso n = 4, existem dois conjuntos de equações polinomiais nas distâncias mútuas,

cujos coeficientes são as massas. Através da teoria BKK, é posśıvel mostrar que o sistema

definido pelos dois conjuntos de equações possui um número finito de soluções com todas as

variáveis não-nulas. Isto permite obter o resultado da finitude.

A sigla BKK se refere aos nomes de Bernstein, Khovansky e Kushnirenko. Um dos

principais resultados nesta teoria é o teorema de Bernstein. A parte da teoria BKK usada

neste trabalho pode ser delineada do seguinte modo: Alguns resultados da geometria algébrica

permitem mostrar que o sistema de equações polinomiais com um número infinito de soluções

possui uma solução representada por série de Puiseux . A substituição da série de Puiseux no sis-

tema induz alguns “sistemas reduzidos”aos quais associamos poĺıtopos inteiros, pela geometria

desses poĺıtopos é posśıvel reduzir o número de sistemas reduzidos a um número finito. Para

os sistemas reduzidos pode-se testar, usando computador, se existem soluções. Se todos os

sistemas reduzidos não possuem solução, então o sistema original possui finitas soluções. Ainda

mais, o teorema de Bernstein fornece um limite superior para o número de soluções, conhecido

como limite BKK. Este limite permite dar uma cota superior de 8472 para o número de classes

de equilibrios relativos, a cota inferior de 32 é obtida listando-se os equiĺıbrios relativos já

conhecidos.



Caṕıtulo 1

Finitude de Equiĺıbrios Relativos no

Problema dos Quatro Corpos

Neste caṕıtulo o objetivo é delinear o problema, bem como, obter conjuntos de equações

que o represente, para em caṕıtulos posteriores limitar o número de soluções das equações e

consequentemente o número de solucões do problema.

1.1 Preliminares

O problema Newtoniano dos n-corpos é o estudo da dinâmica de n-part́ıculas pontuais

com massas mi > 0 e posições xi ∈ Rd, se movendo de acordo com as leis do movimento de

Newton:

mj ẍj =
∑

i 6=j

mimj(xi − xj)

r3ij
, 1 6 j 6 n, (1.1)

onde rij é a distância entre xi e xj .

Um movimento de equiĺıbrio relativo é a solução de (1.1) em R2 da forma

xi(t) = R(t)xi(0)

onde R(t) é a rotação uniforme com velocidade ν 6= 0 em torno de algum ponto c ∈ R2, ou seja

é a uma solução do sistema que está contida em um plano. Tal solução é posśıvel se, e somente
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se, as posições iniciais xi(0) satisfazem as equações algébricas

λ(xj − c) =
∑

i 6=j

mi(xi − xj)

r3ij
, 1 6 j 6 n, (1.2)

onde λ = −ν2 < 0.

É fácil ver que o centro de rotação, c, deve ser o centro de massa. De fato, tomando a

equação (1.2) e multiplicando ambos os membros por mj obtemos

mjλ(xj − c) =
∑

i 6=j

mjmi(xi − xj)

r3ij
, 1 6 j 6 n. (1.3)

Dáı somando em j temos

n∑

j=1

mjλ(xj − c) =
n∑

j=1

∑

i 6=j

mjmi(xi − xj)

r3ij
, 1 6 j 6 n.

Observe que o lado direito se anula, pois na soma ao fazer variar os ı́ndices i e j aparecem

termos opostos. Isto nos dá então:

n∑

j=1

mjλ(xj − c) = 0 =⇒ λ
n∑

j=1

mj(xj − c) = 0,

como λ = −ν2 < 0 temos

n∑

j=1

mj(xj − c) = 0 =⇒
n∑

j=1

mjxj −
n∑

j=1

mjc = 0

=⇒
n∑

j=1

mjxj = (

n∑

j=1

mj)c =⇒ c =

∑n

j=1mjxj∑n

j=1mj

,

e, portanto, c é o centro de massa.

A solução dessas equações é chamada uma configuração de equiĺıbrio relativo ou so-

mente um equiĺıbrio relativo. Cada equiĺıbrio relativo realmente dá origem a uma famı́lia

de movimentos eĺıpticos periódicos variando de uma rotação circular ŕıgida até o colapso ho-

motético. Eles também são importantes no estudo da topologia de variedades integrais ([48],

[7] e [34]). Mais geralmente, uma solução de (1.2) com xi ∈ Rd é chamada uma configuração

central. Um equiĺıbrio relativo é somente uma configuração central plana.

As equações (1.2) são invariantes por transformações de rotação, translação e dilatação

no plano. De fato, se X = (x1 . . . xn) é uma configuração de equiĺıbrio relativo, e se r̃ij são as

novas distâncias depois da transformação, então temos os casos:
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a) Seja T a dilatação por um fator α > 0 a partir do centro de massa então temos:

T (xi) = c+ α(xi − c).

Veja que T (c) = c, isto é, o centro de massa não é alterado, vale

r̃ij = ||T (xi)− T (xj)|| = ||c+ α(xi − c)− (c+ α(xj − c))||

= ||α(xi − xj)|| = α||xi − xj || = αrij.

e

T (xj)− c = α(xj − c) =⇒ 1

α
(T (xj)− c) = (xj − c),

segue que

∑

i 6=j

mi(T (xi)− T (xj))

r̃3ij
=

∑

i 6=j

α(xi − xj)

(αr̃ij)
3 =

1

α2

∑

i 6=j

mi(xi − xj)

r3ij
=

1

α2
λ(xj − c)

=
λ

α3
(T (xj)− c).

Portanto a configuração é de equiĺıbrio relativo.

b) Seja S uma rotação ou translação. Sabemos que rotacões e translações preservam

distâncias, então vale:

r̃ij =‖ S(xi)− S(xj) ‖=‖ xi − xj ‖= rij ,

donde segue que

λ(S(xj)− S(c)) = S (λ(xj − c)) = S

(
∑

i 6=j

mi(xi − xj)

r3ij

)

=
∑

i 6=j

mi(S(xi)− S(xj))

r3ij
=

∑

i 6=j

mi(S(xi)− S(xj))

r̃3ij
.

Dois equiĺıbrios relativos são considerados equivalentes se eles estão relacionados por

essas operações de simetria.
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Os equiĺıbrios relativos do problema dos três corpos já são bem conhecidos. A menos

de simetria, existem sempre exatamente cinco equiĺıbrios relativos. Dois deles são os triângulos

equiláteros de Lagrange [28] e os outros três são as configurações colineares descobertas por

Euler [15]. Para o caso colinear uma conta exata dos equiĺıbrios relativos de n-corpos foi encon-

trada por Moulton [39]. Existe um único equiĺıbrio relativo colinear para qualquer ordenação

das massas em linha reta, então tomando em conta as rotações no plano existem n!
2
classes de

equivalência de equiĺıbrios relativos colineares, numa linha o número de configurações seria n!,

que são todas as permutações de posições em linha reta dos n-corpos, mas cada permutação na

orientação oposta é obtida atráves da rotação de 180◦ e como as configurações irão ser contadas

módulo rotação temos n!
2
equiĺıbrios. Elas podem ser pensadas como generalizando o equiĺıbrio

relativo dos três corpos de Euler. As soluções de triângulos equiláteros de Lagrange também se

generalizam para tetraedros para o “problema dos quatro corpos” [30] e para śımplices regulares

de n-corpos em dimensão (n− 1)[43], embora neste caso sejam configurações centrais ao invés

de equiĺıbrios relativos. Entretanto, já no problema dos quatro corpos, existe complexidade

suficiente impedindo uma classificação completa dos equiĺıbrios relativos não-colineares. De

fato, uma conta exata é conhecida apenas no caso onde as massas são iguais e para certos casos

onde assume-se que algumas das massas são suficientemente pequenas ([1], [54] e [50]). Nosso

objetivo é expor como foi demonstrado que o número de equiĺıbrios no problema dos 4-corpos

é finito independente dos valores das massas.

O problema da finitude para equiĺıbrios relativos do problema de n-corpos foi proposto

por Chazy [8] e Wintner [52] e foi listado por Smale como o problema 6 em sua lista de problemas

para este século [49]. Nós iremos mostrar como este problema foi resolvido para n = 4. Mais

concretamente nosso objetivo é demostrar o seguinte resultado:

1.1 Teorema. Se as massas são positivas, então existe somente um número finito de classes

de equivalência dos equiĺıbrios relativos para o problema Newtoniano de quatro corpos.

De fato, iremos mostrar que existem no mı́nimo 32 e no máximo 8472 tais classes de

equivalência, incluindo as 12 classes onde os equiĺıbrios são colineares. A finitude do número

de equiĺıbrios relativos já foi mostrada para escolhas genéricas das quatro massas (sem testes

expĺıcitos de generalidade) ([26], [35] e [37]). Limites superiores prévios, assumindo finitude,

são muito maiores ([26], [35] e [31]). Provavelmente o limite alcançado neste trabalho ainda

está longe de ser exato. Experimentos númericos [47] sugerem que o número de equiĺıbrios
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relativos está entre 32 e 50 (que é o número obtido no caso em que as massas são iguais) [1].

Um limite inferior de 32 pode ser obtido ao se observar que, em adição aos 4!
2
= 12 equiĺıbrios

relativos colineares, existem sempre no mı́nimo 6 configuração convexas e 14 configurações com

um corpo na região limitada pelos outros três. Se massas negativas são permitidas no problema

de 5-corpos plano, um continuum de equiĺıbrios relativos pode existir [38]. Não é conhecido se

isto é posśıvel para n = 4.

Aqui está um esboço da prova da finitude. As equações podem ser expressas como

polinômios nas seis distâncias mútuas rij , 1 6 i < j 6 4 com coeficientes dependendo

dos parâmetros mi. Esta escolha de variáveis elimina as simetrias de rotação e translação e

depois de normalizar a escala para eliminar as dilatações, o problema é mostrar que o sistema

resultante de equações polinomiais tem uma quantidade finita de soluções tais que rij 6= 0 para

todo i,j. Algumas idéias interessantes da geometria algébrica fornecem critérios testáveis para

isto. Estes critérios são expressos em termos de poĺıtopos de Newton associados a polinômios.

Essencialmente o sistema original de equações é subtituido por vários “sistemas reduzidos”, os

quais são mais simples de analisar e permitem mostrar que não existem soluções com todas

as variáveis não-nulas. Para encontrar todos os sistemas reduzidos e analisá-los, nós devemos

recorrer a cálculos no computador. Entretanto, esses cálculos são de um tipo que podem ser

realizados com exata precisão. Mais explicitamente, realizamos operações algébricas sobre os

vetores inteiros determinados pelos expoentes dos monômios que possuem coeficiente não-nulo

em cada polinômios com coeficientes inteiros e simbólicos, e necessitamos encontrar o fecho

convexo de pontos na rede definida pelos inteiros.

Em [18] pode ser encontrado um livro de notas do programa Mathematica que dá mais

detalhes sobre os cálculos. Um arquivo eletrônico contendo este livro de notas e detalhes de

todos os outros cálculos necessários pode ser encontrado no web site do jornal Inventiones

Mathematicae.

1.2 Distâncias mútuas para equiĺıbrios relativos

Nesta seção descrevemos como obter dois conjuntos de equações algébricas satisfeitas

pelas distâncias mútuas rij de toda configuração de equiĺıbrio relativo. O primeiro conjunto,
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devido a Albouy e Chenciner [3], já contém


 n

2


 equações para as


 n

2


 distâncias. Parece

provável que essas equações já possuem um número finito de soluções com cooordenadas não-

nulas, mas não foi posśıvel mostrar isso até o momento. Então é necessário juntar um segundo

conjunto de equações, devido a Dziobek [13].

1.2.1 As equações de Albouy-Chenciner

Começamos com as equações cartesianas (1.2) para equações de configurações centrais

de n pontos em Rd. Tomamos (1.2) e fazemos m =

n∑

j=1

mj, e daqui por diante assumiremos

sempre que m > 0 a menos de menção expĺıcita em contrário. Então, se fizermos λ′ = λ
m
, temos

de (1.2) que para 1 ≤ j ≤ n vale

λ(xj − c) =
∑

i 6=j

mi(xi − xj)

r3ij
⇔

∑

i 6=j

mi(xi − xj)

r3ij
+ λ(c− xj) = 0

⇔
∑

i 6=j

mi(xi − xj)

r3ij
+ λ

(∑n

i=1mixi∑n

j=1mi

)
− λxj = 0

⇔
∑

i 6=j

mi(xi − xj)

r3ij
+

λ

m

(
n∑

j=1

mixi − xjm

)
= 0

⇔
∑

i 6=j

mi(xi − xj)

r3ij
+ λ′

n∑

i=1

mixi − λ′xj

n∑

i=1

mi = 0

⇔
∑

i 6=j

mi(xi − xj)

r3ij
+

n∑

i=1

λ′mi(xi − xj) = 0.

Observe que para i = j o termo na soma da direita é nulo então a equação anterior vale se, e

somente se,

∑

i 6=j

mi(xi − xj)

r3ij
+
∑

i 6=j

λ′mi(xi − xj) = 0 ⇐⇒
∑

i 6=j

mi

(
1

r3ij
+ λ′

)
(xi − xj) = 0

⇐⇒
∑

i 6=j

miSij(xi − xj) = 0, 1 ≤ j ≤ n, (1.4)

onde

Sij =
1

r3ij
+ λ′, para i 6= j e Sii = 0. (1.5)
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Introduzimos uma matriz de configuração X ∈ Md×n(R) cujas colunas são os vetores posição

xi, isto é,

X =
(

x1 . . . xn

)
.

Como X ∈ Md×n(R), podemos ver X como representando uma aplicação linear de Rn em Rd,

onde n é o número de corpos, e Rd é o espaço f́ısico onde os corpos estão localizados. Então

(1.4) é equivalente a equação:

XA = 0, (1.6)

onde A é a matriz n× n com entradas:

Aij = miSij para (i 6= j) e Ajj = −
∑

i 6=j

Aij . (1.7)

Vejamos a equivalência entre (1.4) e (1.6). De (1.4) obtemos

n∑

i=1

miSij(xi − xj) = 0 ⇐⇒
∑

i 6=j

miSij(xi − xj) +mjSjj(xj − xj) = 0

⇐⇒
∑

i 6=j

miSij(xi − xj) = 0

⇐⇒
∑

i 6=j

Aij(xi − xj) = 0.

Tomando a p-ésima coordenada do vetor
∑

i 6=j Aij(xi − xj) = 0, achamos

∑

i 6=j

Aij(xip − xjp) = 0, 1 ≤ p ≤ d. (1.8)

Seja xi = (xi1, . . . , xid), teremos que

(
x1 . . . xn

)
=




x11 x21 · · · xn1

x12 x22 · · · xn1

...
...

. . .
...

x1d x2d · · · xnd




.

Então (1.4) é equivalente à (1.8), por outro lado (1.8) vale se, e somente se, (XA)ij =

0, ∀i, j = 1, . . . , n, pois calculando o elemento (XA)ij da matriz XA obtemos

(XA)ij =

n∑

k=1

xkiAkj =
∑

k 6=j

xkiAkj+xjiAjj =
∑

k 6=j

xkiAkj+xji(−
∑

k 6=j

Akj) =
∑

i 6=j

Akj(xki−xji) = 0.
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Em resumo

n∑

i=1

miSij(xi − xj) = 0 ⇐⇒
∑

i 6=j

Aij(xip − xjp) = 0, ∀i, j = 1, . . . , n

⇐⇒ (XA)ij = 0 ∀i, j = 1, . . . , n.

⇐⇒ XA = 0.

A idéia de Albouy e Chenciner é substituir X por alguma aplicação que é invariante por rotações

e translações dos vetores posição xi ∈ Rd. Tal aplicação pode ser expressa em função das

distâncias mútuas rij. A translação de todas as posições xi por um vetor u ∈ Rd transforma X

em X+uL, onde L é o vetor 1×n cujas componentes são todas 1. De fato, transladando todas as

posições por um vetor u ∈ Rd obtemos a nova matriz de configuração
(

x1 + u · · · xn + u
)
.

Por outro lado, se u =




u1

...

ud


 e L =

(
1 · · · 1

)
uma matriz 1 × n obtemos

u.L =




u1 u1 · · · u1

u2 u2 · · · u2

...
...

. . .
...

ud ud · · · ud




=
(

u · · · u
)
.

Portanto, podemos achar invariância por translação simplesmente restringindo a aplicação

definida por X ao hiperplano P = {v ∈ Rn : Lv = v1 + . . . + vn = 0} = NucL. As aplicações

definidas por uma matriz de configuração neste hiperplano são iguais módulo translação . Es-

tamos considerando agora aplicações de X : P → Rd ao invés de aplicações X : Rn → Rd.

Segue da definição que a soma das colunas de A são todas nulas. Com efeito a soma da j-ésima

coluna de A é

n∑

i=1

Aij =
∑

i 6=j

Aij + Ajj = 0.

Tomando v =




v1
...

vn


 ∈ Rn, temos

Av =




a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann







v1
...

vn


 =




∑n

j=1 a1jvj
...
∑n

j=1 anjvj


 .
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Agora queremos verificar que Av ∈ P . Com efeito, somando as coordenadas de Av

obtemos
∑n

i=1

∑n

j=1 aijvj =
∑n

j=1(
∑n

i=1 aij)vj =
∑n

j=1 0.vj = 0. Segue que A : Rn → P e se

restringe a A : P → P . Então XA em (1.6) pode ser vista como uma aplicação linear de P em

Rd.

Invariância por rotação é obtida passando-se a matrizes de Gram. Para qualquer

matriz de configuração X , a matriz de Gram G = XTX é uma matriz n × n cujas entradas

são os produtos internos euclideanos 〈xi, xj〉. G é invariante por rotação. Com efeito, observe

que como a rotação preserva produto interno então depois do sistema rotacionado os vetores

xi se transformam em Rxi, se GR é a matriz de Gram do sistema rotacionado, então GR =

[〈Rxi, Rxj〉] = [〈xi, xj〉] = G. Para manter invariância por translação, podemos ver G como

representando a forma bilinear simétrica β(v, w) = vtGw sobre P . Então se v =




v1
...

vn


 e w =




w1

...

wn


 , então β(v, w) = vtGw =

∑
i,j viGijwj. A forma bilinear β sobre P determina e é

determinada pelas distâncias mútuas rij . Para ver isto, note que para quaisquer constantes,

adicionando o vetor kiL a i -ésima linha de G e o vetor kjL
t a j -ésima coluna produz uma nova

matriz representando β. De fato, a nova matriz G̃ depois de somada as linhas e colunas será

dada por G̃ =
(

gij + ki + kj

)
. Se v e w ∈ P , temos que

∑n

i=1 vi = 0 e
∑n

j=1wj = 0 então

segue que

vtG̃w =
∑n

j=1

∑n

i=1 vi(gij + ki + kj)wj =
∑n

j=1

∑n

i=1 vigijwj +
∑n

j=1

∑n

i=1 vi(ki + kj)wj =
∑n

j=1

∑n

i=1 vigijwj +
∑n

j=1(
∑n

i=1 vikiwj +
∑n

i=1 vikjwj) =
∑n

j=1

∑n

i=1 vigijwj +
∑n

j=1(
∑n

i=1 vikiwj + wjkj
∑n

i=1 vi) =
∑n

j=1

∑n

i=1 vigijwj +
∑n

j=1(
∑n

i=1 vikiwj) =
∑n

j=1

∑n

i=1 vigijwj + (
∑n

j=1wj)(
∑n

i=1 viki) =
∑n

j=1

∑n

i=1 vigijwj = vtGw,

e, portanto, é uma nova matriz representando β. Se escolhermos a constante ki = −1
2
||xi||2,

então a forma bilinear simétrica β é representada por uma matriz B, cujas entradas são

Bij = 〈xi, xj〉 − 1
2
||xi||2 − 1

2
||xj||2 = −1

2
(||xi||2 + ||xj||2 − 2〈xi, xj〉)

= −1
2
〈xi − xj , xi − xj〉2 = −1

2
||xi − xj ||2 = −1

2
r2ij .

(1.9)
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Em (1.6) nós temos XA = 0, multiplicando ambos os membros de (1.6) porX t obtemos

que X t(XA) = 0 ⇒ X tXA = 0 ⇒ GA = 0. A matriz GA pode ser vista como representando

uma forma bilinear (em geral não simétrica) sobre P . Neste caso, podemos substituir G por

B. De fato, sejam β, β̃ as formas bilineares definidas por GA e BA sobre P respectivamente,

e como antes façamos ki − 1
2
||xi||2, então se B = [bij ] e G = [gij] temos que bij = gij + ki + kj

e, portanto,

β̃(v, w) = vtBAw =
∑n

i=1

∑n

j=1 vi(BA)ijwj

=
∑n

i=1

∑n

j=1 vi(
∑n

p=1 bipapj)wj =
∑n

i,j,p=1 vibipapjwj

=
∑n

i,j,p=1 vi(gip + ki + kp)apjwj

=
∑n

i,j,p=1 vigipapjwj +
∑n

i,j,p=1 vi(ki + kj)apjwj

.

Mostremos que
∑n

i,j,p=1 vi(ki + kj)apjwj = 0. De fato lembremos que
∑n

i=1 vi = 0,
∑n

j=1wj = 0

e
∑n

p=1 apj = 0, então

∑n

i,j,p=1 vi(ki + kp)apjwj =
∑n

i,j,p=1 vikiapjwj +
∑n

i,j,p=1 vikpapjwj

=
∑n

i,j=1 vikiwj(
∑n

p=1 apj) +
∑n

j,p=1 kpapjwj(
∑n

i=1 vi) = 0.

E portanto, segue que

β̃(v, w) =
n∑

i,j,p=1

vigipapjwj =
n∑

i,j=1

vi

(
n∑

p=1

gipapj

)
wj =

n∑

i,j=1

vi(GA)ijwj = β(v, w),

então é permitido trocar G por B.

Sabemos que o espaço Mn×n(C) das matrizes pode ser decomposto como soma direta

de matrizes simétricas e anti-simétricas. Como GA = 0 substituindo G por B temos BA = 0,

então a parte simétrica de BA é também nula, isto é,

(BA) + (BA)t

2
= 0 ⇒ (BA) + (BA)t = 0 ⇒ BA+ AtBt = 0,

mas segue da definição que B é simétrica, assim encontramos

BA+ AtB = 0, (1.10)

que são chamadas as equações de Albouy-Chenciner para configurações centrais.

Essas equações são matriciais, encontraremos a partir delas equações polinomiais as

quais ,por comodidade, também chamaremos equações de Albouy-Chenciner.
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Sejam ei os vetores da base canônica de Rn e defina eij = ei − ej . Então (1.10) é

equivalente às equações

etij(BA+ AtB)eij = 0 1 ≤ i < j ≤ n. (1.11)

Para ver isto, seja γ(v, w) = vtCw a forma bilinear simétrica sobre P associada á matriz

C = BA+ AtB.

Veja que, como C define uma forma bilinear sobre o espaço P de dimensão n − 1, então é

equivalente (sobre P ) a uma matriz de ordem n − 1. Então (1.11) significa que γ(eij , eij) = 0

para 1 ≤ i < j ≤ n.

Para mostrar que γ = 0 é suficiente provar que γ se anula sobre a base e1i, 2 ≤ i ≤ n

de P . Primeiro vejamos que os vetores e1i, 2 ≤ i ≤ n, formam realmente uma base para P .

Veja que eles pertencem a P , já que a soma de suas coordenadas é nula. Temos que

n∑

j=2

aje1j = 0 ⇒ (

n∑

j=2

aj,−a2,−a3, . . . ,−an) = (0, . . . , 0) ⇒ aj = 0, ∀j = 2, . . . , n,

portanto os vetores são linearmente independentes. Agora veja que

eij = ei − ej = e1 − ej − (e1 − ei) = e1j − e1i

e, portanto,

γ(eij , eij) = γ(e1j − e1i, e1j − e1i) = γ(e1j , e1j)− 2γ(e1i, e1j) + γ(e1i, e1i) ⇒
2γ(e1i, e1j) = γ(e1j , e1j) + γ(e1i, e1i)− γ(eij , eij).

Segue então pelas equações em (1.11) que o segundo termo se anula, logo 2γ(e1i, e1j) = 0 para

1 ≤ i < j < n e se γ se anula em uma base de P, é portanto nulo em P .

Vejamos que para 1 ≤ i < j ≤ n, vale 0 = γ(eij , eij) = [cii − 2cij + cjj], onde

C = BA + AtB. O sistema em (1.11) contém


 n

2


 equações nas


 n

2


 distâncias mútuas

rij . Reciprocamente é posśıvel mostrar que se as variáveis rij são distâncias mútuas de alguma

configuração em algum espaço Rd e elas satisfazem as equações acima, então a configuração é

central [3]. É notavél que as equações por si mesmas sejam independentes da dimensão d do

espaço f́ısico onde os corpos estão situados, então elas determinam as configurações centrais em

todas as dimensoẽs de uma vez.
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Para encontrar as equações explicitamente, provemos que γ(eij, eij) = 2etijBAeij . Por

comodidade, chamemos BA = D, então Dt = AtBt, mas sendo B simétrica temos Dt = AtB.

Seja D = [dij], então etijDeij é uma matriz 1 × 1 e então temos que etijDeij = (etijDeij)
t
=

etijD
teij , e, portanto, segue que

γ(eij, eij) = etij(BA+ AtB)eij = etij(D +Dt)eij = etijDeij + etijD
teij = 2etijDeij = 2etijBAeij ,

como queŕıamos. Agora note que

γ(eij , eij) = 2etijBAeij = 2
(

(BA)ii − (BA)ji − (BA)ij + (BA)jj

)
,

onde (BA)ij denota as entradas da matriz BA. Lembremos que (BA)ij =
∑n

k=1BikAkj usando

(1.7) e de (1.9) segue que (BA)ij =
∑n

k=1BikAkj =
∑

k 6=j −1
2
r2ikmkSkj − 1

2
r2ij(−

∑
k 6=j Akj),

temos então

2((BA)ii + (BA)jj − (BA)ij − (BA)ji) = 0 =⇒
2[
∑n

k=1BikAki +
∑n

k=1BjkAkj −
∑n

k=1BikAkj −
∑n

k=1BjkAki] = 0 =⇒
2[
∑n

k=1(BikAki +BjkAkj − BikAkj − BjkAki)] = 0 =⇒
2[
∑n

k=1Akj(Bjk − Bik) + Aki(Bik − Bjk)] = 0 =⇒
2[
∑n

k 6=j,i(mkSkj(−1
2
r2jk +

1
2
r2ik) +mkSki(−1

2
r2ik +

1
2
r2jk)

+Ajj(−1
2
r2jj +

1
2
r2ij) + Aji(−1

2
r2ij +

1
2
r2jj) + Aij(−1

2
r2ji +

1
2
r2ii) + Aii(−1

2
r2ii +

1
2
r2ji)] = 0 =⇒

2[
∑n

k 6=j,i(mkSkj(−1
2
r2jk +

1
2
r2ik) +mkSki(−1

2
r2ik +

1
2
r2jk))

+(−∑k 6=j Akj)(−1
2
r2jj +

1
2
r2ij) + Aji(−1

2
r2ij +

1
2
r2jj) + Aij(−1

2
r2ji +

1
2
r2ii)+

+(−∑k 6=iAki)(−1
2
r2ii +

1
2
r2ji)] = 0.

Agora lembre que Sii = Sjj = 0, logo podemos adicionar os termos 1
2
miSii(r

2
ii − r2ji)

e 1
2
mjSjj(r

2
ij − r2jj) sem alterar as somas. Podemos ainda substituir Aij = miSij, e então

reagrupando de uma maneira conveniente obtemos

2[1
2

∑
k 6=imkSkj(r

2
ik − r2jk) +

1
2
miSij(r

2
ii − r2ji) +

1
2

∑
k 6=j mkSki(r

2
jk)− r2ik +

1
2
mjSji(r

2
jj)− r2ij)]+

(−∑k 6=j Akj)(−1
2
r2jj +

1
2
r2ij) + (−∑k 6=iAki)(−1

2
r2ii +

1
2
r2ji) = 0.

Agora note que como rjj = 0 e rii = 0 e então a soma acima se torna

2
1

2
{

n∑

k=1

mk[Skj(r
2
ik − r2jk) + Ski(r

2
jk − r2ik)]−

(
∑

k 6=j

Akj +
∑

k 6=i

Aki

)
(r2ij)} = 0
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Lembrando novamente que mjSjj = 0 e miSii = 0 podemos adicionar −1
2
mjSjjr

2
ji e −1

2
miSiir

2
ji

a soma acima para obter

∑n

k=1mk[Skj(r
2
ik − r2jk) + Ski(r

2
jk − r2ik)]−

∑n

k=1mkSkjr
2
ij −

∑n

k=1mkSkir
2
ij = 0

∑n

k=1mk[Skj(r
2
ik − r2jk − r2ij) + Ski(r

2
jk − r2ik − r2ij)] = 0 =⇒

∑n

k=1mk[Ski(r
2
jk − r2ik − r2ij) + Skj(r

2
ik − r2jk − r2ij)] = 0 para 1 6 i < j 6 n.

(1.12)

Estas equações são as que irão ser usadas por nós, antes já t́ınhamos chamado um conjunto

de equações de Albouy-Chenciner e delas deduzimos essas, por simplicidade, as chamaremos

também elas de equações de Albouy-Chenciner. E daqui por diante quando citarmos as

equações de Albouy-Chenciner estaremos nos referindo a este último conjunto.

Neste ponto nós podemos normalizar as equações para eliminar a simetria de dilatação.

De fato, se nós colocamos todas as distâncias em uma outra escala através da substituição

r̃ij = crij onde c 6= 0 é uma constante, e se além disso pomos λ̃ = c−3λ′ obtemos uma outra

solução. Com efeito, após as substituições teremos que S̃ij = 1
r 3
ij

+ λ̃ = 1
(crij)3

+ λ′

c3
= 1

c3
Sij e

r̃ij = crij então temos

n∑

k=1

mk[S̃ki(r̃
2
jk − r̃2ik − r̃2ij) + S̃kj(r̃

2
ik − r̃2jk − r̃2ij)] = 0 (1.13)

já que

∑n

k=1mk[S̃ki(r̃
2
jk − r̃2ik − r̃2ij) + S̃kj(r̃

2
ik − r̃2jk − r̃2ij)]

=
∑n

k=1mk[
1
c3
Ski((crjk)

2 − (crik)
2 − (crij)

2) + 1
c3
Skj((crik)

2 − (crjk)
2 − (crij)

2)]

= c2

c3

∑n

k=1mk[Ski(r
2
jk − r2ik − r2ij) + Skj(r

2
ik − r2jk − r2ij)]

= 0.

Portanto, temos novamente uma solução do sistema para r̃ij e λ̃ podemos então escolher um

c convenientemente de modo que encontremos a normalização λ′ = −1. Ou seja, teremos

Sij =
1
r3ij

− 1.

1.2.2 Equações de Dziobek

Para uma configuração central planar de n = 4 corpos, existe um outro conjunto de

equações que irão ser úteis para conseguirmos limitar o número de equilibrios relativos. Elas são

conhecidas como as equações de Dziobek. Sendo X = (x1, . . . , xn) ∈ Rd×n uma configuração,
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para cada k ∈ {1, . . . , n} os n− 1 vetores xj − xk , j ∈ {1, . . . , n} \ {k}, geram um subespaço

afim de Rd.

1.2 Definição. A dimensão de uma configuração X é a dimensão do menor subespaço afim

de Rd que contém os vetores xi, isto é, é a dimensão do menor subespaço afim gerado pelos

n− 1 vetores xj − xk, j ∈ {1, . . . , n} \ {k} para algum k ∈ {1, . . . , n}.

Usaremos a notação δ(X) para denotar a dimensão deste espaço afim.

Temos, portanto, que 0 ≤ δ(X) ≤ n − 1. Logo, sem perda de generalidade, podemos

supor que d = n− 1. De fato, se d > n− 1, estaremos nos restrigindo a um espaço afim em Rd

que tem dimensão n − 1 o mesmo é, portanto, isomorfo a um espaço afim de dimensão n − 1

em Rn−1. Se d < n − 1 a configuração de n vetores tem no máximo d vetores linearmente

independentes, e, assim, gera um espaço afim de dimensão no máximo d−1 < n−1, e podemos

identificar canônicamente este espaço Rd ≈ Rd × {0 ∈ R(n−1)−d} ⊆ Rn−1. Configurações com

δ(X) = 1, 2 ou 3, são chamadas de colinear, planar e espacial, respectivamente.

1.3 Definição. Uma configuração de Dziobek é uma configuração de n part́ıculas, com massas

não-nulas, tal que existe um vetor não-nulo ∆ = (∆1, . . . ,∆n) ∈ Rn satisfazendo




∆1 +∆2 + . . .+∆n = 0 (1.I)

∆1x1 +∆2x2 + . . .+∆nxn = 0 (1.II)
(1.14)

(onde xi ∈ Rn−1 é a posição da part́ıcula de massa mi) e tal que para algum par (ξ, η) ∈ R2

vale

Rij = ||xi − xj ||−3 = ξ + ηdidj

para i 6= j, com

dk =
∆k

mk

(2).

Vejamos um fato interessante a respeito da dimensão de uma configuração de Dziobek.

1.4 Proposição. Uma configuração de Dziobek de n-part́ıculas tem dimensão no máximo

n− 2.

Demonstração: Associaremos a uma configuração X a matriz n× n dada por

X =


 1 · · · 1

x1 · · · xn


 ,
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onde xi ∈ Rn−1 está sendo visto como um vetor coluna. Como o número máximo de colunas

linearmente independentes é precisamente o posto de X , e k vetores linearmente independentes

geram um espaço afim de dimensão k− 1, obtemos a seguinte expressão: δ(X)= Posto(X) - 1.

Temos que δ(X) ≤ n− 2 se, e só se, posto(X) ≤ n− 1 o que acontece se, e somente se existe,

um vetor ∆ = (∆1, . . . ,∆n) ∈ Rn não-nulo no núcleo de X e dáı segue que

X∆ = 0 ⇔





∆1 +∆2 + . . .+∆n = 0,

∆1x1 +∆2x2 + . . .+∆nxn = 0.

Logo uma configuração que satisfaz as equações (1.I) e (1.II) tem dimensão no máximo n− 2

e o resultado segue. �

Além disso, observe na demonstração anterior que para uma configuração de dimensão

n− 2 o núcleo de X tem dimensão 1. Logo o vetor

∆ = (∆1, . . . ,∆n)

é único a menos de multiplicação por constante. Existe ainda uma interpretação geométrica

das coordenadas do vetor ∆, no caso em que a confuguração é de dimensão n − 2. Como a

configuração é de dimensão n− 2 podemos assumir, sem perda de generalidade, que os vetores

xi ∈ Rn−2. Seja X̂k a matriz obtida de X , retirando-se a k-ésima coluna de X (ou seja, a matriz

que representaria a configuração onde o k-ésimo corpo foi exclúıdo). Defina ∆̃k = (−1)k+1DetX̂ ,

sabemos que a menos de um fator (n− 2)! DetX̂ é o volume (n− 2)-dimensional orientado do

paraleleṕıpedo gerado pelos xi, i 6= k.

Provemos que ∆̃ = (∆̃1, ∆̃2, . . . , ∆̃n) pertence ao núcleo de X . Defina as matrizes

Y0 =




1 · · · 1

x11 · · · x1n

...
. . .

...

x(n−2)1 · · · x(n−2)n

1 · · · 1




, Yk =




1 · · · 1

x11 · · · x1n

...
. . .

...

x(n−2)1 · · · x(n−2)n

xk1 · · · xkn




,

para k = 1, 2, . . . , n−2. Essas matrizes tem determinante nulo pois possuem duas linhas iguais.

Perceba que ao excluir a k-ésima coluna e a última linha de Yk, obtemos X̂k. Então, calculando

o determinante de Y0 pela última linha obtemos

0 = Det(Y0) =
∑n

k=1 (−1)n+kDet(X) = (−1)n−1[
∑n

k=1(−1)k+1Det(X̂)] = (−1)n−1[
∑n

k=1 ∆̃k] = 0

⇒∑n

k=1 ∆̃k = 0 (1.I)
.
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Para k satisfazendo 1 ≤ k ≤ n−2, expandindo o determinante de Yk pela última linha obtemos:

0 = Det(Yk) =

n∑

j=1

(−1)n+jxkjDet(X̂j) = (−1)n−1(

n∑

j=1

xkj(−1)j+1)Det(X̂j) = (−1)n−1(

n∑

j=1

xkj∆̃j)

=⇒
n∑

j=1

xkj∆̃j = 0 ∀ 1 ≤ k ≤ n− 2 =⇒
n∑

j=1

xj∆̃j = 0. (1.II)

Então, ∆̃ satisfaz (1.I) e (1.II) e assim pertence ao núcleo de X . Portanto, podemos considerar

que ∆ = ∆̃. Ou seja, ∆k = (−1)k+1Det(X̂k). No caso particular que estamos interessados,

n = 4, Det(X̂k) vai representar a área orientada do triângulo que não contém xk como vértice

(a menos do fator (n−2)! = 2!). Neste caso, um fato importante vai ser útil. Numa configuração

não-colinear de quatro corpos as áreas dos quatro triângulos determinados pelos quatro corpos

são não-nulas. Para concluir isto precisamos do seguinte resultado.

1.5 Teorema (Teorema da Mediatriz). Sejam xi e xj dois pontos de uma configuração central

plana com massas positivas. A reta xixj (por convenção a reta horizontal) e a reta mediatriz do

segmento xixj (por convenção a reta vertical) dividem o plano em quatro quadrantes. Os outros

pontos não podem todos pertencer a união do primeiro e terceiro quadrantes, similarmente eles

não podem todos pertencer a união do segundo e quatro quadrantes.

Demonstração: De (1.4) temos

n∑

i=1

miSij(xi − xj) = 0, 1 ≤ j ≤ n.

Isto implica que
∑n

k=1mkSjk(xk − xj) = 0 e
∑n

k=1mkSik(xk − xi) = 0. Subtraindo as equações

obtemos

∑n

k=1mkSik(xk − xi)−
∑n

k=1mkSik(xk − xi) = 0 ⇒
mjSij(xj − xi) +

∑
k 6=j mkSik(xk − xi)−miSji(xi − xj)−

∑
k 6=i mkSjk(xk − xj) = 0 ⇒

(mj +mi)Sij(xj − xi) +
∑

k 6=j,imk[Sik(xk − xi)− Sjk(xk − xj)] = 0

.

Defina Λijk = (xi − xj) ∧ (xi − xk). O bivetor Λijk é a área orientada do triângulo de vértices

xi, xj , xk. Consideramos Λijk > 0 se, e somente se, os três corpos aparecem na configuração no

sentido anti-horário. Logo, tomando o produto exterior da equação anterior com (xi − xj), nós

obtemos:

(mj +mi)Sij(xj −xi)∧ (xi−xj)+
∑

k 6=j,i

mk[Sik(xk−xi)∧ (xi−xj)−Sjk(xk−xj)∧ (xi−xj)] = 0.
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Usando a anti-comutatividade do produto exterior temos

∑

k 6=j,i

mk[Sik(xi − xj) ∧ (xi − xk)− Sjk(xk − xj) ∧ (xi − xj)] = 0

Agora note que

(xk − xj) ∧ (xi − xj) = xk ∧ xi − xk ∧ xj − xj ∧ xi

= −xi ∧ xk − xj ∧ xi + xj ∧ xk

= (xi − xj) ∧ (xi − xk) = Λijk

.

donde segue que
∑

k 6=j,i

mk[Sik − Sjk]Λijk = 0.

Agora suponha por contradição que todos os corpos estão na união da região superior direita

com a inferior esquerda. Se xk está na região superior direita então os três corpos de ı́ndices

i, j, k aparecem na configuração no sentido anti-horário (veja a figura), logo Λijk > 0. Vejamos

ainda que xk está mais próximo de xj , do que de xi, já que está na mesma região determinada

pela reta bissectora que xj está, segue rjk < rik, logo Sjk > Sik e dáı (Sik − Sjk) < 0. Segue

que (Sik − Sjk)Λijk < 0.

Por outro lado, se xl está na região inferior esquerda, então os três ı́ndices {i, j, l}
aparecem no sentido horário e temos Λijl < 0. Mas, xl está mais próximo de xi do que de xj ,

donde ril < rjl ⇒ Sil > Sjl ⇒ Sil − Sjl > 0, portanto (Sil − Sjl)Λijl < 0. Logo, na soma
∑

k 6=j,imk(Sik − Sjk)Λijk, todos os termos têm o mesmo sinal e, portanto, a soma não pode ser

nula. Contradição ! �
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Agora podemos concluir a afirmação que hav́ıamos feito de que as áreas dos quatro

triângulos determinados pelos quatro corpos são não-nulas. Suponha que a área do triângulo

determinado por três dos quatro corpos é nula. Sem perda de generalidade podemos assumir

que é o triângulo determinado pelos corpos x1, x2 e x3. Então, estes corpos tem que estar

alinhados, como estamos supondo que a configuração não é colinear, então temos esses três

corpos ao longo de uma reta que não contém x4. Seja R essa reta e sejam R12 a mediatriz do

segmento x1x2, e seja R23 a mediatriz do segmento x2x3. Aplicando o teorema da mediatriz

aos corpos x1 e x2 conclúımos que x4 tem que estar sobre R ou R12 já que não pode estar nos

quadrantes determinados por essas regiões. Por igual motivo x4 tem que estar sobre R ou R23.

Como R12 e R23 são disjuntos, conclúımos que x4 deve pertencer a R, e portanto a configuração

é colinear. Contradição !

Então segue que as áreas são não-nulas. Como ∆k = (−1)k+1Det(X̂), conclúımos

que ∆k 6= 0, k = 1, . . . , 4. Isto é importante para obtermos as equações em (2.3). Agora

apresentamos uma propriedade das configurações de Dziobek.

1.6 Proposição. Toda configuração de Dziobek é uma configuração central.

Demonstração: Seja Rij = ξ+ηdidj como na definição 2, vale para i 6= j vale ξ = Rij−ηdidj.

Então, fixado i temos

mξ(xi − c) = mξxi − ξ
∑n

j=1mjxj = ξ(
∑n

j=1mjxi −
∑n

j=1mjxj)

= ξ[
∑n

j=1mj(xi − xj)] = [
∑n

j 6=i ξmj(xi − xj)]

=
∑n

j 6=imj(Rij − ηdidj)(xi − xj) =
∑n

j 6=imj(Rij)(xi − xj)− η
∑n

j 6=imj(didj)(xi − xj)

=
∑n

j 6=imjRij(xi − xj)− η
∑n

j=1mj(didj)(xi − xj)

=
∑n

j 6=imjRij(xi − xj)− η
∑n

j=1mj(
∆i

mi
)(

∆j

mj
)(xi − xj)

=
∑n

j 6=imjRij(xi − xj)− η∆i

mi

∑n

j=1∆j(xi − xj) =

=
∑n

j 6=imjRij(xi − xj)− η∆i

mi
[(
∑n

j=1∆j)xi −
∑n

j=1∆jxj)]

=
∑n

j 6=imjRij(xi − xj) =
∑

j 6=imj
(xj−xi)

||xi−xj ||
3 =

∑
j 6=imj

(xj−xi)

r3ij
.

E portanto, obtemos que a configuração é central com λ = −mξ. �

Como vamos tratar de configurações planas de 4 corpos, então nos será útil a seguinte

1.7 Proposição. Suponha que temos uma configuração de n-corpos com massas positivas.

Então qualquer configuração central de dimensão n− 2 é uma configuração de Dziobek.
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Demonstração: Vimos na demonstração da Proprosição 1.4, que para uma configuração de

dimensão n − 2 existe um único vetor ∆ = (∆1, . . . ,∆n) ∈ Rn a menos de multiplicação por

constante para o qual vale,




∆1 +∆2 + . . .+∆n = 0, (1.I)

∆1x1 +∆2x2 + . . .+∆nxn = 0. (1.II)

Novamente, pelo fato da dimensão ser n − 2, para qualquer i a única relação, a menos de

multiplicação por escalar, entre os xk − xi, para 1 ≤ k ≤ n é
∑n

k=1∆k(xk − xi) = 0, de fato

os vetores xk − xi são n − 1 vetores não-nulos que geram um espaço afim de dimensão n − 2,

então existe uma única relação linear (a menos de multiplicação por constante) entre eles. Mas,

lembremos que a equação (1.4), nos dá

n∑

k=1

mkSki(xk − xi) = 0

e, portanto, temos outra relação linear entre os vetores diferença xk − xi. Então segue que nas

duas relações os coeficientes correspondentes são múltiplos uns dos outros. Assim mkSik = µi∆k

para algum µi ∈ R, e ∀1 ≤ k ≤ n. Por simetria dos Sij , vale miSik = µk∆i. Segue que

mimkSik = mkmiSki ⇒ miµi∆k = mkµk∆i =⇒ µi

∆k

mk

= µk

∆i

mi

⇒ µidk = µkdi

para todos os ı́ndices i, k. Se olharmos para a matriz 2× n

J =


 µ1 · · · µn

d1 · · · dn


 ,

vemos que todos os seus subdeterminantes de ordem 2 são nulos. Segue que seu posto é no

máximo 1. Agora veja que existe ao menos um di =
∆i

mi
que é não-nulo (na verdade no caso

que nós interessa n = 4 e d = 2 são todos não-nulos), e assim obtemos que o posto de J é

exatamente 1. Existe, então, um único µ tal que µi = µdi para 1 ≤ i ≤ n. E isto nos dá que

mkSik = µdi∆k ⇒ Sik = µdi
∆k

mk
⇒

Sik = µdidk ⇒ 1
r3ij

+ λ′ = µdidk ⇒
1
r3ij

= −λ′ + µdidk ⇒ ||xi − xj ||−3 = −λ′ + µdidk

Então tome o par (ξ, η) = (−λ′, µ). Obtemos que a configuração é de Dziobek. �

Agora obteremos algumas equações que usaremos posteriomente. Primeiro, observe

que como obtivemos para i 6= j Sij = µdidj , então

Sij = µ
∆i

mi

∆j

mj

=⇒ mjSij = µ
∆i

mi

∆j .
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Portanto, obtemos

mkSik∆l = µ
∆i

mi

∆k∆l = µ
∆i

mi

∆l∆k = mlSil∆k.

Se i 6= k e i 6= l e se k = l a igualdade é trivial. Podemos ,portanto, considerar apenas

mkSik∆l = mlSil∆k,

onde i, k, l são três ı́ndices distintos. Ainda usando que Sij = µdidj, para i 6= j obtemos que se

i, j, k, l são quatro ı́ndices distintos

SikSjl = µdidkµdjdl = µdidlµdjdk = SilSjk.

Enfim chegamos à

SikSjl = SilSjk (1.15)

Essas irão ser chamadas as equações de Dziobek. A maior parte do nosso esforço será

destinado às equações de Albouy-Chenciner e às equações de Dziobek descritas acima, no

entanto, um outro conjunto de equações irá ser necessário para estabelecer um limite superior

para o número de equiĺıbrios relativos.

Se X = (x1, . . . , xn) é uma configuração de dimensão n − 2, tome ∆ = (∆1, . . . ,∆n)

satisfazendo 



∆1 +∆2 + . . .+∆n = 0. (1.I)

∆1x1 +∆2x2 + . . .+∆nxn = 0. (1.II)

Seja rij = ||xi − xj ||, então segue que

r2ij = ||xi − xj ||2 = 〈xi − xj , xi − xj〉 = ||xi||2 − 2〈xi, xj〉+ ||xj||2.

Usando isto e as equações (1.I) e (1.II), temos

n∑

j=1

r2ij∆j = ||xi||2
n∑

j=1

∆j − 2〈xi,

n∑

j=1

∆jxj〉+
n∑

j=1

||xj||2∆j =

n∑

j=1

||xj||2∆j .

Como se pode ver o resultado independe do ı́ndice i, portanto definiremos

∆0 := −
n∑

j=1

r2ij∆j .



Finitude de Equiĺıbrios Relativos no Problema dos Quatro Corpos 33

Veja que como os ∆i são determinados por (1.I) e (1.II), a menos de multiplicação por

constante, segue da definição de ∆0 que ele também é determinado a menos de multiplicação

por constante. Observemos ainda que para uma configuração de dimensão n − 2, temos para

i 6= j,

Sij = µdidj ⇒ Sij = µ
∆i

mi

∆j

mj

⇒ mimjSij = µ∆i∆j.

Para o caso n = 4 se definimos novas variáveis zi e k tais que mizi =
√
µ∆i e k =

√
µ∆0 então

obtemos o seguinte sistema





f0 =
∑n

j=1mjzj =
∑n

i=1

√
µ∆j =

√
µ
∑n

j=1∆j = 0,

fi =
∑n

j=1mjzjr
2
ij + k =

∑n

j=1

√
µ∆jr

2
ij +

√
µ∆0 =

√
µ(∆0 +

∑n

j=1∆jr
2
ij) = 0,

(1.16)

para i = 1, . . . , 4. Além disso Sij =
√
µ∆i

mi

√
µ

∆j

mj
= zizj para i 6= j. Observe ainda que zi

é não-nulo para todo i, pois ∆i é não-nulo. Temos, então, os sistema de 11 equações em 10

incógnitas





f0 =
∑n

j=1mjzj =
∑n

i=1

√
µ∆j =

√
µ
∑n

j=1∆j = 0,

fi =
∑n

j=1mjzjr
2
ij + k =

∑n

j=1

√
µ∆ir

2
ij +

√
µ∆0 =

√
µ(∆0 +

∑n

j=1∆ir
2
ij) = 0, i = 1, 2, 3, 4.

Sij = zizj 1 ≤ i < j ≤ 4,

(1.17)

onde as variáveis são (r, z) = (r12, r13, r14, r23, r24, r34, z1, z2, z3, z4).



Caṕıtulo 2

Séries de Puiseux e Sistemas de

Equações Polinomiais

Neste caṕıtulo o objetivo é dar critérios teóricos que permitem obter critérios testáveis

para garantir que sistemas polinomiais como os de Albouy-Chenciner e Dziobek por exemplo,

além disso os testes podem ser realizados no computador.

2.1 O Corpo das Séries De Puiseux

2.1.1 O Corpo das Séries de Potências Formais

2.1 Definição. Seja D um domı́nio, considere as somas infinitas do tipo S(t) = a0 + a1t +

. . .+ ant
n + . . ., onde os ai ∈ D, i ∈ N, são os coeficientes e t é uma variável. Os elementos da

forma de S(t) são chamados séries de potências formais sobre D.

Essas séries podem ser somadas e multiplicadas do mesmo modo como fazemos para

polinômios e, portanto irão contituir um domı́nio D[t]′. Se D[t] são os polinômios com coefi-

cientes em D, então D[t] ⊆ D[t]′, pois polinômios são as séries com somente um número finito

de coeficientes não-nulos.

2.2 Proposição. S(t) = a0 + a1t + . . . + ant
n + . . . é um elemento inverśıvel em D[t]′ se, e

somente se, a0 é um elemento inverśıvel em D.

34
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Demonstração: (⇐) Se a0 é um elemento inverśıvel em D, então definimos, b0,b1, . . . , bn pelas

expressões

a0b0 = 1,

a0b1 + a1b0 = 0,

a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0,
...

a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0 = 0

então (a0 + a1t+ . . .)(b0 + b1t + . . .) = 1 (*).

(⇒) Reciprocamente se S(t) é um elemento inverśıvel em D[t]′ então vale uma equação

da forma (*) e, então, a0b0 = 1 e a0 é um elemento inverśıvel.

2.3 Proposição. Se K é um corpo, qualquer elemento do corpo de frações K(t)′ de K[t]′ pode

ser escrito na forma
a0 + a1t+ . . .+ ant

n + . . .

th

onde h ≥ 0.

Demonstração: Seja

f =
b0 + b1t+ . . .+ bnt

n + . . .

c0 + c1t + . . .
∈ K(t)′,

e seja h o menor inteiro para o qual ch 6= 0. Como K é um corpo, ch é um elemento inverśıvel,

então ch + ch+1t + ch+2t
2 + . . . tem um inverso d0 + d1t + . . .. Então segue que

f =
(b0 + b1t + . . .+ bnt

n + . . .)(d0 + d1t+ . . .)

th(ch + ch+1t+ . . .)(d0 + d1t + . . .)
=

a0 + a1t + . . .

th

E temos o resultado. �

Podemos escrever f = t−h(a0 + a1t+ . . .) = a0t
−h + a1t

−h+1 + . . . , então a proposição

anterior é importante porque nos diz que os elementos de K(t) podem ser escritos como séries

de potências formais com um número finito de termos com expoentes negativos. Elas podem ser

adicionadas e multiplicadas como elementos de K[t]′. Todo elemento não-nulo de K(t)′ pode

ser expresso unicamente da forma f = tn(a0 + a1t + . . .) onde n ∈ Z e a0 6= 0. Diremos que o

número n é a ordem de f , ou seja, a ordem é o menor expoente da variável. Se indicarmos a

ordem de f por O(f) nós temos as seguintes propriedades:

(i) O(fg) = O(f) +O(g)
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(ii) O(f + g) ≤ min[O(f), O(g)] e O(f − g) ≤ min[O(f), O(g)].

2.1.2 O Corpo das Séries de Puiseux

O conceito de corpo das séries de potências fracionárias ou séries de Puiseux é uma

extensão do conceito de séries de potências formais. Ao invés de usarmos o śımbolo t, usamos

o śımbolo t
1

n . Introduzimos uma relação entre esses śımbolos t
1

n , n = 1, 2, . . . , definindo

t
1

1 = t, (t
1

rn )
r
= t

1

n , t
m
n = (t

1

n )
m
.

Disto vai seguir que

(t
1

rn )
rm

= ((t
1

rn )
r
)
m
.

Segue então a relação (t
1

rn )
r
= t

1

n e, portanto através dessa identificação podemos considerar

K(t
1

n )′ ⊆ K(t
1

rn )′. Considere a união de todos esses corpos K(t
1

n )′, n = 1, 2, . . . , ou seja

K(t)∗ =
⋃

n∈N K(t
1

n )′. Se x̃ e ỹ são dois elementos de K(t)∗ então para algum n e para algum

m , x̃ ∈ K(t
1

n )′, e ỹ ∈ K(t
1

m )′ e ,portanto, x̃, ỹ ∈ K(t
1

mn )′. Sendo K(t
1

mn )′ um corpo, então, a

soma x̃ + ỹ, o produto x̃.ỹ e o quociente
x̃

ỹ
no caso em que ỹ 6= 0 estão definidos e pertencem

a K(t
1

mn )′ e, portanto, a K(t)∗. Segue que K(t)∗ é um corpo. Como antes, a ordem da série

é definida como o menor expoente da variável, a diferença é que agora a ordem pode ser uma

fração. As séries de potências fracionárias assim definidas são chamadas Séries de Puiseux.

No nosso caso, tomaremos o corpo base K = C. Neste caso, chamaremos de séries de

Puiseux complexas, ou apenas, séries de Puiseux. É posśıvel mostrar que o conjunto das Séries

de Puiseux Complexas convergentes em alguma vizinhança de um ponto α ∈ C, formam um

corpo, e mais, que esse corpo é algebricamente fechado (para uma demonstração consulte [29]

(p. 103) ou Picard citado por [51] p. 102). Em nossas considerações, estaremos interessados no

caso em que α = 0, isto é, nas séries de Puiseux complexas convergentes em uma vizinhança

da origem. Denotaremos o corpo formado por estas séries por P(t), ou simplesmente por P.

Como estamos considerando séries com expoentes possivelmente negativos, excluimos o ponto

t = 0 ∈ C.
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2.2 Séries de Puiseux e Sistemas Polinomiais

Em matemática é frequente o aparecimento de sistemas de equações polinomiais, por

isso o estudo das soluções de tais sistemas é muito importante. Na década 1970, Bernstein

publicou [5], no qual estuda o problema de resolver um sistema de n equações em n variáveis.

Trabalhos relacionados de Khovansky e Kushnirenko surgiram também nesta decáda. Um dos

resultados destes trabalhos fornece um limite superior para o número de soluções em (C \ {0})n

de um sistema de equações polinomiais com coeficientes arbitrários.

2.4 Definição. Dizemos que o conjuntoT := (C \ {0})n é o toro algébrico.

O limite mencionado é conhecido na literatura como limite BKK. Mais geralmente

a teoria resultante destes trabalhos e de trabalhos posteriores é chamada Teoria BKK. Os

resultados desta teoria também se aplicam no caso em que o número de equações difere do

número de incógnitas. E a parte desta teoria que será importante para este trabalho é que ela

fornece critérios para decidir se um sistema de equações polinomiais com coeficientes arbitrários

tem um número finito de soluções.

Considere um sistema de m equações polinomiais em n variáveis complexas

fi(x1, . . . , xn) =
∑

k∈Si

ckx
k1
1 . . . xkn

n = 0, para i = 1, . . . , m, (2.1)

onde k = (k1, . . . , kn) ∈ Si, Si ⊂ Zn, Si é um conjunto finito. Estamos interessados em soluções

deste sistema tais que xi 6= 0 para todo i. Isto é, queremos soluções tais que (x1, . . . , xn) ∈
(C \ {0})n = T, como xi 6= 0 para todo i, faz sentido permitir que alguns dos expoentes

ki sejam negativos. Isto é, as funções fi são polinômios de Laurent, mais especificamente

fi ∈ C[x±1
1 , . . . , x±1

n ].

No entanto, ao se permitir que alguns expoentes sejam negativos não estamos acrescen-

tando novas soluções no sistema. De fato, como as variáveis estão no toro algébrico, podemos

sempre multiplicar cada equação fi(X) = 0, pelo máximo divisor comum de seus monômios

para obter uma equação que é equivalente a outra, em outras palavras, podemos retirar os

denominadores das equações do sistema sem alterar as soluções.
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Exemplo 2.1. Considere o sistema





f1(x, y) = x−3y + 2xy−1 + 3x+ 1 = 0,

f2(x, y) = x−5y−2 + 4x−3y + 3xy = 0.

O máximo divisor comum dos monômios de f1 é x3y e para f2 é x5y2. Multiplicando obtemos

então o novo sistema 



f̃1(x, y) = y2 + 2x4 + 3x4y + x3y = 0,

f̃2(x, y) = 1 + 4y2 + 3x4y2 = 0,

que não possui termos com expoentes negativos e possui as mesmas soluções que o sistema

anterior.

2.5 Observação. A próxima proposição contém vários conceitos de geometria algébrica cujas

definições e propriedades se encontram no apêndice.

2.6 Proposição. Suponha que um sistema de m equações polinomiais fi(X) = 0 como em

2.1 define uma variedade infinita V ⊂ T. Então existe um vetor racional não-nulo α =

(α1, . . . , αn), um ponto a = (a1, . . . , an) ∈ T, e séries de Puiseux xj(t) = ajt
αj+. . . , j = 1, . . . , n

convergentes em alguma vizinhança perfurada U de t = 0 tais que fi(x1(t), . . . , xn(t)) = 0 em

U, i = 1, . . . , m. Além do mais, se a projeção de V sobre o eixo xl é dominante, então existe

uma tal série-solução com xl(t) = t e uma outra com xl(t) = t−1.

Demonstração: Seja S ⊂ Cn a variedade algébrica afim definida pelo conjunto de equações do

sistema (2.1), então V = S ∩T, agora note que o complementar de T, é a variedade algébrica

afim definida pela equação hi(x1, . . . , xn) = x1 . . . xn = 0. Segue que o complementar de T

é um fechado na topologia de Zariski, assim T é aberto. Logo, V = S ∩ T é um aberto

de S na topologia induzida em S. Assim, V é uma variedade quasi-projetiva. Como por

hipótese V é uma variedade infinita, então existe ao menos um eixo coordenado xl, tal que a

projeção sobre xl, πl(V ) é um conjunto infinito, pois caso contrário existiria apenas um conjunto

finito de possibilidades para as coordenadas de V e o próprio V seria finito. Segue então que

πl(V ) é infinito, pela proposição (4.25) que pode ser encontrada no apêndice temos que πl(V )

possui complementar finito. Então πl(V ) é denso em C na topologia clássica. Sem perda de

generalidade, podemos assumir que l = n, pois se não fosse o caso, podeŕıamos fazer uma

mudança de coordenadas. Vamos por xn(t) = t ou xn(t) = 1
t
, (no caso em que xn(t) = 1

t
,

como estamos interessados apenas em xn ∈ πn(V ) e como V ∈ T faz sentido por xn(t) =
1
t
).
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Agora definamos Fj(x1, . . . , xn−1) = fj(x1, . . . , xn−1, xn(t)), veja que ao substituirmos xn(t) em

cada equação em (2.1) obtemos um polinômio nas variáveis x1, . . . , xn−1 cujos coeficientes são

polinômios de Laurent. Mas, polinômios de Laurent são elementos de P(t) = P, já que são

séries de Puiseux complexas convergentes numa vizinhaça perfurada de t = 0. Assim, podemos

tirar os denominadores dos Fj(x1, . . . , xn) sem introduzir novas soluções. Logo os Fj ’s se tornam

elementos de P[x1, . . . , xn−1], o anel de polinômios nas variáveis x1, . . . , xn−1 com coeficientes

em P. O sistema de equações, Fj = 0, j = 1, . . . , m define uma variedade afim no espaço Pn−1.

Seja W essa variedade.

Vamos mostrar que W possui ao menos um ponto com todas as coordenadas não-nulas,

introduzimos uma outra variável x0, e uma outra equação

F0(x0, x1, . . . , xn−1) = x0.x1. . . . .xn−1 − 1 = 0.

Seja W̃ ⊂ Pn, a variedade definida pelo conjunto de equações F0 = F1 = . . . = Fm = 0.

Mostremos que W̃ é não-vazia.

Se W̃ é vazio então como P é algébricamente fechado, pelo corolário do teorema de

Nullstelensatz no apêndice(4.27) podemos concluir que vale uma equação da forma

F0G0 + F1G1 + . . .+ FmGm = 1, (2.2)

onde F0, G0, . . . , Fm, Gm são elementos de P[x0, . . . , xn−1].

Observemos que cada coeficiente de cada polinômio Fi ou Gi, i = 0, . . . , m é uma

série de Puiseux convergente numa vizinhança perfurada de 0 ∈ C. Ainda mais, existe um

número finito de polinômios e, portanto, um número finito de coeficientes nesses polinômios,

por conseguinte um número finito de vizinhaças de convergência dos coeficientes. Denotemos

a coleção dessas vizinhanças {Aα}α∈L, onde L é um conjunto finito de ı́ndices. Veja que para

cada α ∈ L, Bα = Aα ∪ {0} ainda é uma vizinhança de 0, pois Aα é uma vizinhança perfurada

de 0. Então
⋂

α∈L Bα é uma vizinhança de 0 e é não vazia pois contém o 0. Ainda mais, como

{0} é fechado então {0} $
⋂

αinLBα.

Logo se tomarmos Ũ =
⋂

α∈L Bα \ {0}, então Ũ é uma vizinhança perfurada de 0.

Como πn(V ) é denso em C (na topologia clássica) então tomando xn(t) ∈ Ũ ∩πn(V ), temos que

existe xi ∈ C, 1 ≤ i ≤ n− 1 com xi 6= 0 tal que fj(x1, . . . , xn−1, xn(t)) = 0, para j = 1, . . . , m o

que torna F1 = . . . = Fm = 0. Então, tomando x0 = (x1 . . . xn−1)
−1 obtemos também F0 = 0.

Substituindo em (2.2) obtemos uma contradição. Logo, W̃ é não-vazia, em particular existe
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um ponto em W ⊂ Pn−1 com todas as coordenadas não-nulas, a saber o vetor formado pelas

últimas n − 1 coordenadas de algum vetor de W̃ . As coordenadas desse ponto de W são as

séries de Puiseux xi(t) = ait
αi + . . ., i = 1, . . . , n− 1 não-nulas requeridas. A interseção de suas

vizinhanças de convergência será U . E o resultado está demonstrado. �

2.7 Observação. Pela proposição anterior observemos ainda que xi(t) é uma série de Puiseux

complexa convergente numa vizinhança da origem, em particular é cont́ınua, se πi(V ) é um

conjunto finito, então xi(t) só assume um número finito de valores, conclúımos que xi(t) é

constante.

Se αi é a ordem da série de Puiseux xi(t), então diremos que o vetor α = (α1, . . . , αn)

é a ordem do vetor de séries de Puiseux x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)). A proposição anterior nós dá

um critério para determinar se V é finito, expresso pelo seguinte:

2.8 Corolário. Se para todo vetor racional não-nulo α não existem séries de Puiseux solução

de (2.1) de ordem α, então V é finito.

O corolário nos será útil, no entanto analisar todos os vetores racionais α ∈ Rn como

posśıveis ordens pode ser imposśıvel. Seria então, útil se pudéssemos reduzir o conjunto de

vetores ordem que necessitam ser analisados. No entanto, para conseguir isto precisamos dos

resultados que seguem.

2.9 Proposição. Se A ∈ Mn×n(Z) então existe uma matriz Q ∈ Mn×n(Z) com determinante

igual a 1, tal que a matriz R = QA é triângular superior.

Demonstração: Se A é uma matriz 1× 1, não há nada a demonstrar. Suponha primeiro que

A é uma matriz 2× 2, A =


 a b

c d


 com a, b, c, e d ∈ Z. Considere então os dois casos:

a) Se a e c são primos entre si então existem α e β tais que αa + βc = 1. Considere a matriz

Q =


 −α −β

c −a


 Então DetQ = 1 e vale


 −α −β

c −a




 a b

c d


 =


 −αa− βc −αb− βd

0 cb− ad




e temos o resultado.

b) Se a e c não são primos entre si, então existem a′ e c′ inteiros tais que a = mdc(a, c)a′
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e c = mdc(a, c)c′ com a′ e c′ primos entre si, com isto obtemos a′ = a
mdc(a,c)

e c′ = c
mdc(a,c)

.

Considere, então, α e β tais que αa′ + βc′ = 1, e seja Q a matriz Q =


 −α −β

c′ −a′


 . Então


 −α −β

c′ −a′




 a b

c d


 =


 −αa− βc −αb− βd

0 c′b− a′d




e ainda DetQ = 1. Novamente temos o resultado.

Agora considere 


a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann




uma matriz n× n. Considere a matriz Q̃1 =


 −α −β

γ δ


 tal que Q̃1.


 a11 a12

a21 a22


 é trian-

gular superior e seja Q1 =




α β

γ δ
02×(n−2)

0(n−2)×2 In−2


 , então detQ1 = 1 e vale

Q1A =




a′11 a′12 · · · a′1n

0 a′22 · · · a′2n

a31 a32 · · · a3n
...

...
. . .

...

an1 an2 · · · ann




.

Agora considere Q̃2 =


 −α −β

γ δ


 a matriz tal que Q̃2 =


 a′11 a′13

a31 a33


 é triangular superior

e seja 


α 0 β

0 1 0

γ 0 δ

0(3×n−3)

0(n−3)×3 In−3




,
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então DetQ2 = 1 e vale

Q2.(Q1A) =




a′′11 a′′12 · · · a′′1n

0 a′′22 · · ·
0 a′32

...

a41 a42
...

...
. . .

a′n1 an2 · · · ann




.

Procedendo assim, produzimos uma matriz cujos elementos da primeira coluna são nulos, exceto

o primeiro e Det(Qn−1 . . . Q1) = Det(Qn−1) . . . .Det(Q1) = 1. Agora, para produzir zeros abaixo

do segundo elemento da segunda coluna, multiplicamos sucessivamente por matrizes da forma




1 0 0

0 α β

0 δ γ

03×(n−3)

0(n−3)×3 In−3




,




1 0 0 0

0 α 0 β

0 0 1 0

0 δ 0 γ

04×(n−4)

0(n−4)×4 In−4




, · · · ,

Reiterando esse processo obtemos uma matriz triangular superior. Se Q é a matriz produto de

todas as matrizes usadas na iteração então DetQ = 1 e Q é a matriz requerida. �

A proposição anterior nos ajudará na demonstração da próxima, a qual por sua vez

nos permitirá fazer mudanças de variáveis no toro algébrico.

2.10 Proposição. Considere o sistema




xc11
1 xc12

2 . . . xc1n
n = y1

...
...

...

xcn1

1 xcn2

2 . . . xcnn
n = yn

onde cij ∈ Z, ∀i, j e yj ∈ C \ {0}. Então o número de soluções é |Det(C)|, onde C = [cij ].

2.11 Observação. Para fazer cij ∈ Z estamos considerando que as variáveis estão em (C \ {0}) .

Antes de demonstrarmos o resultado será útil ilustrar com um exemplo. Considere o

sistema 



xc11
1 xc12

2 = y1,

xc21
1 xc22

2 = y2.
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Seja Q =


 u11 u12

u21 u22


 a matriz de determinante 1, tal que QC =


 r11 r12

0 r22


 é triangular

superior. Então,




xc11
1 xc12

2 = y1,

xc21
1 xc22

2 = y2,
⇔





(xc11
1 xc12

2 )u11(xc21
1 xc22

2 )u12 = y1
u11y2

u12 ,

(xc11
1 xc12

2 )u21(xc21
1 xc22

2 )u22 = y1
u21y2

u22 .

O segundo sistema é obtido do primeiro por meio de substituição. Para provar que podemos

obter o primeiro sistema do segundo, façamos

a = xc11
1 xc12

2 , b = xc21
1 xc22

2 .

Então, o segundo sistema nos dá




au11bu12 = yu11

1 yu12

2 (I)

au21bu22 = yu21

1 yu22

2 (II)
.

Como Det Q = 1, então u11u22 = 1 + u21u12. Elevando (I) a u22 obtemos

au11u22bu12u22 = yu11u22

1 yu12u22

2 ⇒ aau21u12bu12u22 = y1y
u21u12

1 yu12u22

2 (∗).

Agora, elevando (II) a u12 obtemos

au21u12bu22u12 = yu21u12

1 yu22u12

2 .

Logo, substituindo em (∗) obtemos a = y1 e dáı substituindo em (I) obtemos b = y2. E,

portanto, temos a rećıproca.

Mas, o segundo sistema nos dá




xr1
1 xr3

2 = y1
u11y2

u12 = z1

xr2
2 = y1

u21y2
u22 = z2.

Esse último sistema possui |r2||r1| soluções. Mas |r2||r1| = Det(QC) = DetQ.DetC = Det(C).

Assim obtemos o resultado no caso de uma matriz 2 × 2. A demonstração da proposição é

apenas uma generalização deste argumento.

Demonstração: Se Q é a matriz tal que

QC = T =




r11 r12 · · · r1n

0 r22 · · · r2n
...

. . .
. . .

...

0 · · · 0 rnn



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é triangular superior, então o sistema original é equivalente a





xr11
1 xr12

2 . . . xr1n
n = z1,

xr22
2 . . . xr2n

n = z2,
...

...
...

xrnn
n = zn.

Como Det(Q) = 1 então Det(T ) = Det(Q).Det(C) = Det(C). Como o sistema acima tem

|r11||r22| . . . |rnn| = |Det(T )| = |Det(C)| soluções, o resultado está demonstrado. �

A proposição anterior nos diz que se C = [cij ] é uma matriz tal que |DetC| = 1, então

o sistema tem única solução. Mais ainda, seja D a matriz inversa de C, sabemos que D também

é uma matriz com entradas inteiras já que D = 1
det(C)

Adj(C), onde Adj(C) denota a adjunta

clássica de C, isto é, a transposta da matriz de cofatores, cada cofator é um número inteiro,

e temos D = ±Adj(C). Então, DC = I, ou seja, DC = [δij ] (δ de Kronnecker). E como

δij =
∑n

k=1 dikckj.

Considere xi = yd1i1 . . . ydni
n , então

xc1i
1 . . . xcni

n = (yd111 . . . ydn1

n )
c1i

. . . (yd1n1 . . . ydnn
n )

cni
= yδ1i1 . . . yδni

n = yi,

ou seja, X = (x1, . . . , xn) é solução do sistema, e pela proposição anterior é a única. Em

particular, podemos definir um isomorfismo no toro algébrico pondo

fC : T → T

(x1, . . . , xn) 7→ (y1, . . . , yn)

onde yi = xc1i
1 . . . xcni

n . Estaremos interessados em fC pois ela vai definir uma mudança de

variáveis em T. É útil as vezes denotar y = xC e x = yD. Mais um fato sobre matrizes que será

de utilidade é a proposição que segue

2.12 Proposição. Sejam a1, a2, . . . , an elementos de um anel de ideais principais B, com

máximo divisor comum dn. Então existe uma matriz de determinante dn tendo a1, a2, . . . , an

como sua primeira linha.

Para uma demonstração ver [32] (p.31). Se os números a1, a2, . . . , an não tem fator

comum, ou seja, se dn = 1, então existe uma matriz A de determinante 1 cuja primeira linha
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é (a1, a2, . . . , an). Então, A
t também tem determinante 1, e tem (a1, a2, . . . , an) como primeira

coluna. Sabemos que trocar colunas não altera o módulo do determinante, então trocando a

primeira e a última coluna de At obtemos uma matriz tal que o módulo de seu determinante

é 1, e tem (a1, a2, . . . , an) em sua n-ésima coluna. Estavamos interessados em um critério para

reduzir a quantidade de vetores racionais α que precisaremos analisar como posśıveis ordens de

séries de Puiseux soluções do sistema (2.1) como dados pela Proposição (2.6). Estamos agora

em posição de mostrar que podemos restringir os vetores ordem α a um semi-espaço em Rn.

2.13 Proposição. Seja H o semi-espaço 〈c, α〉 ≥ 0, onde c = (c1, . . . , cn) é um vetor inteiro

arbitrário não-nulo. Se o sistema (2.1) não tem séries de Puiseux solução de ordem α para

todo α ∈ H então ele tem uma quantidade finita de soluções em T.

Demonstração: Mostremos a contrapositiva, isto é, se o sistema tem uma quantidade infinita

de soluções em T, então dado c = (c1, . . . , cn) um vetor inteiro, existe uma série de Puiseux

solução de ordem α, com α satisfazendo 〈c, α〉 ≥ 0. No caso de infinitas soluções podemos

aplicar a Proposição (2.6). Primeiro consideremos o caso onde C = (0, . . . , 0, 1) = en, isto

é, o n-ésimo vetor da base canônica de Rn. Considere a projeção do conjunto solução sobre

o eixo xn, ela é infinita ou não. Se é infinita, então pela Proposição (2.6), existem séries de

Puiseux solução da forma xj(t) = ajt
αj + . . . para 1 < j ≤ n− 1, e xn(t) = t, que resolvem as

equações, então o vetor expoente α = (α1, . . . , αn−1, 1) satisfaz 〈c, α〉 = 1 > 0. Por outro lado

se a projeção sobre o eixo xn é finita, então pela observação após a proposição (2.6 ), então

xn(t) = an, e o vetor expoente (α1, . . . , αn−1, 0) satisfaz 〈c, α〉 = 0. Em qualquer caso obtemos

〈c, α〉 ≥ 0.

Para completar a prova, iremos reduzir o caso geral ao caso já considerado por um

truque que também pode ser encontrado no artigo do Bernstein. Dado o vetor C = (c1, . . . , cn)

sem perda de generalidade, podemos supor que ci’s não tem fatores comuns, (pois caso tivessem

dividiŕıamos o vetor pelos fatores comuns, obtendo um vetor inteiro que define o mesmo

semi-espaço). Segue, então, que existe uma matriz C = [cij] de entradas inteiras e com

determinante de módulo 1, tal que C = (c1, . . . , cn) é sua última coluna. Defina novas

variáveis yi = xc1i
1 xc2i

2 . . . xcni
n , então se D = C−1 temos xi = yd1i1 . . . ydni

n . Assim um monômio

xk1
1 xk2

2 . . . xkn
n se transforma em (yd111 . . . ydn1

n )
k1
. . . (yd1n1 . . . ydnn

n )
kn

= y
∑n

p=1
kpd1p

1 . . . y
∑

p=1
kpdnp

n .

Veja que
∑

p kpdip é a i -sima coordenada do vetor kD onde k = (k1, . . . , kn) e D é a
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matriz D = [dij ], resumindo xk1
1 xk2

2 . . . xkn
n se transforma em yl11 y

l2
2 . . . ylnn onde L = kD com

l = (l1, · · · , ln). Seja gi(y1, . . . , yn) , i = 1, . . . , m a equação obtida de fi(x1, . . . , xn) depois da

substituição . Então, o sistema 



g1(y) = 0,

...

gm(y) = 0,

também tem uma quantidade infinita de soluções em T . Se y(t) = (b1t
β1 + . . . , . . . , bnt

βn + . . .) é

uma série de Puiseux de ordem β, então xi(t) = (y1(t))
d1i . . . (yn(t))

dni = b̃t
∑

k βkdki + . . ., e x(t)

vai ser uma série de Puiseux solução de ordem α, onde α = βD ⇒ αC = β. Pelo primeiro caso

como g1(y) = . . . = gm(y) = 0 tem uma quantidade infinita de soluções, então existe uma série

de Puiseux solução de ordem β, y(t), satisfazendo 〈β, en〉 ≥ 0. Então, x(t) = y(t)D é uma série

de Puiseux solução de f1(x) = . . . = fm(x) = 0 de ordem α, com αC = β. Pela construção da

matriz C temos que 〈α, (c1, . . . , cn)〉 = α[c1 · · · cn]t = α(C.en
t) = (αC)en

t = β.en
t = 〈β, en〉 ≥ 0.

E o resultado está demonstrado. �

Para que as proposições anteriores sejam úteis devemos ter um meio de mostrar que

uma série de Puiseux solução de uma determinada ordem não existe. Suponhamos que x(t) é

uma série de Puiseux de ordem α, então substituindo x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) nas equações se

xi(t) = ajt
αj + . . . obteremos um sistema o qual chamaremos de sistema reduzido, se formos

levar em conta o coeficiente do termo de menor grau ele tem que ser nulo. Isto é, como x(t) é

solução de ordem α, então se µi = minl∈Si
〈α, l〉, então µi vai ser o menor expoente da variável

t ao substituir x(t) em fi e temos que ter o coeficiente nulo, ou seja,

fiα(a1, . . . , an) =
∑

k∈Si
〈α,k〉=µi

cka
k1
1 . . . aknn = 0, (2.3)

para i = 1, . . . , m. Chamaremos esse último sistema de sistema reduzido. As observações

anteriores nos permitem então enunciar a seguinte:

2.14 Proposição. Seja α um vetor racional não-nulo. Se o sistema reduzido (2.3) não tem

solução em T, então não existe série de Puiseux solução de sistema (2.1) de ordem α.

Essa proposição é um ponto chave no trabalho, pois é através dela que podemos demon-

strar o resultado de finitude, mostrando computacionalmente que nenhum sistema reduzido tem
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solução. Em nossas considerações posteriores será posśıvel dar uma interpretação geométrica

a essa equação (2.3). Mas, antes precisamos de outros conceitos apresentados no próximo

caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Teoria BKK

3.1 Geometria dos Politopos

Neste caṕıtulo o objetivo é esboçar um pouco da teoria BKK e das definições e conceitos

que envolvem os poĺıtopos, bem como o Teorema de Bernstein.

3.1 Definição. Um conjunto C ⊂ Rn é convexo se contém todo segmento de reta que liga

dois de seus pontos, isto é, se x, y ∈ C, então o segmento de reta ligando x e y é tal que

[x, y] = {tx+ (1− t)y, t ∈ [0, 1]} ⊂ C.

Por exemplo, Rn é convexo. Então quando um conjunto não é convexo, podemos

sempre encontrar um conjunto convexo que o contenha. Isto nos leva a próxima definição.

3.2 Definição. O fecho convexo de um conjunto C é o menor (com respeito a inclusão)

conjunto convexo que contém C. Usaremos a notação Conv(C) para denotar o fecho convexo

do conjunto C.

Segue facilmente da definição que uma interseção arbitraria (não-vazia) de conjuntos

convexos é ainda um conjunto convexo. Deste fato, e da definição anterior segue que Conv(C)

é a interseção de todos os conjuntos convexos que contém C.

3.3 Definição. Combinações lineares de elementos de C da forma λ1a1 + . . . + λmam, onde

ai ∈ C, i = 1, . . . , m e λi ≥ 0 com
∑m

i=1 λi = 1, são chamadas combinações lineares convexas.

48
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A nomenclatura é justificada pela proposição que segue.

3.4 Proposição. Seja C um subconjunto de Rn. Então

Conv(C) = {λ1c1 + . . .+ λmcm, ci ∈ C, λi ≥ 0,

m∑

i=1

λi = 1}.

Demonstração: Seja C ′ = {λ1c1 + . . . + λmcm, ci ∈ C, λi ≥ 0,
∑m

i=1 λi = 1}. É obvio que

C ⊂ C ′. Agora vejamos que C ′ é convexo, se x, y ∈ C ′, então x =
∑m

i=1 λixi,
∑m

i=1 λi = 1 e

y =
∑p

j=1 µjyj,
∑p

j=1 µj = 1 e xi, yj ∈ C. Segue ,então, que ∀ t ∈ [0, 1]

tx+ (1− t)y = t

(
m∑

i=1

λixi

)
+ (1− t)

(
p∑

j=1

µjyj

)

e temos tλi ≥ 0 , (1 − t)µj ≥ 0 e
∑m

i=1 λit +
∑p

j=1(1 − t)µj = t + 1 − t = 1 segue que

Conv(C) ⊂ C ′.

Agora mostremos que se C é convexo. Faremos indução no número de termos da

combinação convexa. Se m = 2, não há nada a provar. Agora suponha que m ≥ 2, e que

combinações convexas de m elementos de C estão em C, e seja dada a combinação
∑m+1

i=1 ci,

com
∑m+1

i=1 λi = 1. Assim m ≥ 2 conclúımos que ao menos um λi é estritamente menor que 1,

por simplicidade suponhamos que é λm+1, segue que λ1

1−λm+1
+ . . . + λm

1−λm+1
= 1 e λi

1−λm+1
≥ 0.

Pela hipótese de indução z =
∑m

i=1 λiai ∈ C, logo
∑m+1

i=1 λici =
∑m

i=1 λici + λm+1cm+1 =

(1 − λm+1)z + λm+1cm+1 ∈ C pois C é convexo. Segue que C ′ ⊂ C e ,portanto, que C ′ = C.

Agora observe que A ⊂ B ⇒ A′ ⊂ B′. Como C ′ é convexo e contém C, obtemos

C ⊂ Conv(C) ⊂ C ′ ⇒ C ′ ⊂ Conv(C)′ ⊂ (C ′)′ = C ′,

mas Conv(C) = Conv(C)′. Logo C ′ ⊂ Conv(C) ⊂ C ′ e segue a igualdade. �

3.5 Definição. Um poĺıtopo é o fecho convexo de um conjunto finito em Rn. Se o con-

junto finito é C = {c1, . . . , cr} ⊂ Rn então o poĺıtopo correspondente pode ser expresso como

Conv(C) = {λ1c1 + . . .+ λrcr, ci ∈ C, λi ≥ 0,
∑r

i=1 λi = 1}.

Em dimensão menor ou igual a 3, os poĺıtopos são objetos familiares da geometria. Por

exemplo, um poĺıtopo em R3 é um ponto, um segmento de reta, um poĺıgono convexo contido

em um plano, ou um poliedro.
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3.6 Definição. Seja P ∈ Rn um poĺıtopo, então a dimensão de P é a dimensão do menor

subespaço afim de Rn que contém P , a qual denotaremos por dim(P ).

Para nós, os poĺıtopos mais importantes serão os poĺıtopos que são fechos convexos

de um conjunto de pontos com coordenadas inteiras. Eles são chamados poĺıtopos inteiros.

Então um poĺıtopo inteiro P é um conjunto da forma Conv(P ) onde P ⊂ Zn, com P um

conjunto finito. Um exemplo de poĺıtopo inteiro que serão de especial importância é quando

o conjunto P consiste de todos os expoentes que aparecem em um polinômio. Mais adiante

veremos isto em detalhes.

Faces de um Politopo

Se olharmos um poĺıtopo tridimensional de R3, o mesmo tem subconjuntos particulares

que chamamos vértices que são ‘pontos extremos’ do poĺıtopo, arestas que são segmentos de reta

ligando dois vértices, e faces que são poĺıgonos contidos em um plano. Veja que esses conjuntos

mencionados acima tem dimensões 0, 1 e 2 respectivamente. Na teoria geral chamaremos esses

conjuntos de faces k-dimensionais, onde k é a dimensão correspondente. Iremos formalizar esses

conceitos.

Sabemos da álgebra linear que um hiperplano afim H ⊂ Rn é um espaço (n − 1)-

dimensional definido por H := {x ∈ Rn|〈x, u〉 = a} onde a ∈ R e u é um vetor não-nulo de Rn.

Definimos os semi-espaços H+ := {x ∈ Rn|〈x, u〉 ≥ a} e H− := {x ∈ Rn|〈x, u〉 ≤ a}.

3.7 Definição. Um hiperplano de Rn se chama hiperplano de apoio de um conjunto fechado

e convexo K ⊂ Rn se K ∩H 6= ∅ e K ⊂ H− ou K ⊂ H+. Neste caso também dizemos que H−

e (ou) H+ é um semi-espaço de apoio.

De agora em diante, por conveniência, suporemos que sempre queH é um hiperplano de

apoio de K então K ⊂ H−, no entanto, mais adiante, veremos que podemos equivalentemente

supor sempre que K ⊂ H+.

3.8 Definição. Seja H := {x ∈ Rn|〈x, u〉 = a} um hiperplano de apoio do conjunto K então

o vetor u se chama vetor externo normal de K e o vetor (−u) se chama vetor interno normal

de K.
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3.9 Definição. Seja K um conjunto compacto e convexo de Rn. A função hk : Rn → R, dada

por hK(u) = maxy∈K〈y, u〉 se chama função suporte de K. (Observe que como K é compacto e

〈· , u〉 : Rn → R é cont́ınua, então hk está bem definido).

3.10 Lema. Seja K um subconjunto compacto e convexo de Rn.

a) Para todo u 6= 0, HK(u) = {x ∈ Rn|〈x, u〉 = hk(u)} é um hiperplano de apoio de K.

b) Todo hiperplano de apoio de K pode ser escrito como no item anterior.

Demonstração: a) K é compacto e a função 〈· , u〉 : Rn → R é cont́ınua, portanto, existe

x0 ∈ K tal que 〈x0, u〉 = hk(u) = maxx∈K〈x, u〉, ou seja, K ∩ HK(u) 6= ∅ e também temos

〈y, u〉 ≤ 〈x0, u〉, ∀y ∈ K, ou seja K ⊂ HK(u)−.

b) Seja H := {x ∈ Rn|〈x, u〉 = a} um hiperplano de apoio de K, tome x0 ∈ K tal que

〈x0, u〉 = a (tal x0 existe pela definição de hiperplano de apoio). Então, como K ⊂ H−, temos

∀x ∈ K 〈x, u〉 ≤ 〈x0, u〉 = a, ou seja a = maxx∈K〈x, u〉 = hK(u). �

3.11 Observação. Seja H = {x ∈ Rn|〈x, u〉 = a} um hiperplano de apoio para K, então

temos que K ⊂ H−, isto é, ∀y ∈ K, 〈y, u〉 ≤ a então a = maxy∈K〈y, u〉. Seja H̃ = {x ∈
Rn|〈x,−u〉 = −a} então claramente H̃ = H. Porem 〈y, u〉 ≤ a ⇒ 〈y,−u〉 ≥ −a∀y ∈ K. Logo

K ⊂ H̃+ e −a = miny∈k〈y,−u〉. O vetor u continua sendo chamado vetor externo normal a K

e o vetor −u é o vetor interno normal. Segue então que as maneiras de escolher o semi-espaco

onde o conjunto está são equivalentes. Há uma razão natural para chamar u de vetor externo

normal. Seja x0 ∈ K tal que 〈x0, u〉 = a. Então, se x ∈ K,

〈x− x0, u〉 ≥ 〈x, u〉 − 〈x0, u〉 = 〈x, u〉 − a ≤ 0.

Portanto conclúımos que o ângulo entre x − x0 e u é obtuso, ou seja u aponta no sentido de

H+, ou seja, no sentido exterior ao conjunto.
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Uma observação importante e que serà usada posteriormente é que os vertices do

poĺıtopo, são pontos que minimizam o produto interno com o vetor interno normal.

3.12 Definição. Seja H um hiperplano de apoio de um poĺıtopo P de dimensão n. Dizemos

que F é uma face de P , se F = P ∩ H.

Note que F é um conjunto convexo, pois é interseção de dois convexos. Em particular,

veremos que se P = Conv(C), então F é o fecho convexo dos pontos de C que estão sobre H.

Portanto, F também é um poĺıtopo. Do lema anterior deduzimos que para todo vetor não-nulo

u ∈ Rn o conjunto FP (u) = P ∩ {x ∈ Rn|〈x, u〉 = hp(u)} é uma face de P .

3.13 Definição. Dizemos que FP (u) = P ∩{x ∈ Rn|〈x, u〉 = hp(u)} é a face determinada por

u ou a face induzida por u.

3.14 Proposição. Sejam F0 e F1 faces de um poĺıtopo P tal que F0 ⊂ F1. Então F0 é uma

face de F1.

Demonstração: Suponhamos que F0 = P ∩ H0, onde H0 é um hiperplano de apoio de P ,

temos portanto que F1 ∩H0 ⊂ P ∩H0 = F0 ⊂ F1 ∩H0 ⇒ F0 = F1 ∩H0 e dáı F0 é uma face de

F1. �

3.15 Teorema. Todo poĺıtopo tem uma quantidade finita de faces. Mais ainda, estas faces

são também poĺıtopos.

Demonstração: Seja P = Conv(x1, . . . , xr) um poĺıtopo, H = {x ∈ Rn|〈x, u〉 ≤ a} um

hiperplano de apoio de P e seja F = P ∩H a face de P associada de modo que P ⊂ H−. Sem

perda de generalidade, podemos assumir que x1, . . . , xs são pontos de H e que xs+1, . . . , xr são

pontos pertencentes a intH− onde intH− é o conjunto dos pontos interiores a H−. Logo,

〈x, u〉 = a, ∀j = 1, . . . , s;

〈x, u〉 < a ∀j = s+ 1, . . . , r.

Se x ∈ P, então x = λ1x1+λ2x2+...+λrxr com
∑r

i=1 λi = 1 e λj ≥ 0. Definamos bj = a−〈xj , u〉,
para j = s+ 1, . . . , r, então bj > 0. Temos

〈x, u〉 =
r∑

j=1

λj〈xj, u〉 =
s∑

j=1

λj〈xj , u〉+
r∑

j=s+1

λj〈xj , u〉 =
s∑

j=1

λja+

r∑

j=s+1

λj(a−bj) = a−
r∑

j=s+1

λjbj ≤ a.

Temos que x ∈ H ⇔ ∑r

j=s+1 λjbj = 0 ⇔ λs+1 = λs+2 = . . . = λr = 0 já que bj ≥ 0 e

λj ≥ 0, ∀j = s + 1, . . . , r. Da equivalência acima deduzimos que se x ∈ F, então x é uma
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combinação linear convexa de x1, . . . , xs, ou seja, H∩P = Conv({x1, . . . , xs}), logo F = H ∩P

é um poĺıtopo. Em particular, como o conjunto das partes de {x1, . . . , xr} é finito, o número de

fechos convexos de subconjuntos de {x1, . . . , xr} é também finito e portanto, o poĺıtopo tem um

número finito de faces já que cada face é o fecho convexo de um subconjunto de {x1, . . . , xr}.
�

Pelo teorema anterior faz sentido definir a dimensão das faces de um poĺıtopo.

3.16 Definição. A dimensão de uma face de um poĺıtopo é a dimensão do menor espaço afim

que contém essa face. As faces de dimensão zero são chamadas vértices do poĺıtopo, e denotamos

o conjunto de vértices de um poĺıtopo P por V ert(P ). Chamamos as faces de dimensão 1 de

arestas e se o poĺıtopo tem dimensão n chamamos as faces de dimensão n− 1 de facetas.

Observe também que no caso poĺıtopo P ∈ Rn de dimensão n, o vetor que induz uma

faceta do poĺıtopo é único (a menos de multiplicação por constante). De fato, a faceta está

contida no hiperplano e tem a mesma dimensão que ele, logo o vetor normal à faceta, e portanto

ao plano é único. Aqui é importante notar que se consideramos o conjunto K ⊂ H+, então

os pontos do conjunto que estão sobre uma determinada face são os pontos do poĺıtopo que

minimizam o produto interno com o vetor normal interno.

3.17 Definição. O número de faces k-dimensionais de um poĺıtopo P é denotado por fk(P ),

k = 0, . . . , n− 1. Definimos o f -vetor de P (representado por f(P )) como

f(P ) := (f0(P ), . . . , fn−1(P )).

3.18 Definição. Um conjunto poliedral é a interseção de uma quantidade finita de semi-

espaços em Rn.

3.19 Teorema. Um subcojunto P ⊂ Rn é um poĺıtopo se, e somente se, é um conjunto poliedral

limitado.

Para uma demonstração veja [16] (p. 30), ver também [44] (p. 96 e 97).

Se conhecemos as faces de um poĺıtopo, então conhecemos também seus hiperplanos

de apoio. Combinando os dois teoremas anteriores, vemos que um poĺıtopo é a interseção de

seus hiperplanos apoio e, portanto, determinamos o poĺıtopo a partir de suas faces. Podemos
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ainda recuperar o poĺıtopo a partir de suas faces de dimensão 0, ou seja, se conhecermos seus

vértices, então determinamos o poĺıtopo. Este resultado é expresso pelo teorema que segue.

3.20 Teorema. (Teorema de Krein-Milman) Cada poĺıtopo é o fecho convexo de seus vértices,

isto é, P = Conv(V ert(P )).

Para uma demonstração ver também [16] (p. 30).

3.1.1 Soma de Minkowski

A estrutura de espaço vetorial de Rn induz operações entre poĺıtopos. E uma construção

que tem especial importância é a soma entre dois poĺıtopos. Vejamos a definição.

3.21 Definição. Sejam P1, P2 ⊂ Rn poĺıtopos, então a soma de Minkowski de P1 e P2, repre-

sentada como P1 + P2, é o conjunto

P1 + P2 := {x+ y, x ∈ P1, y ∈ P2}.

Seja λ ∈ R \ {0}. Então definimos λP1 = {λx, x ∈ P1}.

Em particular, segue diretamente da definição que a soma de Minkowski é associativa

e comutativa. É fácil mostrar que λP1 é um poĺıtopo.

3.22 Teorema. Se P1 e P2 são poĺıtopos então P = P1 +P2 é um poĺıtopo. Mais ainda, se P1

e P2 são poĺıtopos inteiros então P = P1 + P2 é um poĺıtopo inteiro.

Demonstração: De fato, suponha que P1 = Conv ({x1, . . . , xr}) e P2 = Conv({y1, . . . , yk}),
então seja

P = P1 + P2 = Conv({xi + yj}(r,k)(i,j)=(1,1)).

Se z ∈ P, então z = x + y com x ∈ P1 e y ∈ P2, logo x =
∑r

i=1 αixi e y =
∑k

j=1 βjyk, αi ≥ 0,

βj ≥ 0 e
∑r

i=1 αi = 1 e
∑k

j=1 βj = 1.

Defina γij = αiβj . Então temos γij = αiβj ≥ 0 e
∑

i,j γij =
∑k

j=1

∑r

i=1 αiβj =
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∑k

j=1 βj(
∑r

i=1 αi) =
∑k

j=1 βj = 1. Por outro lado,

∑

i,j

γij(xi + yj) =
∑

i,j

γijxi +
∑

i,j

γijyj

=

(
∑

j

βj

)(∑
αixi

)
+

(
∑

i

αi

)(
∑

j

βjyj

)

=

r∑

i=1

αixi +

k∑

j=1

βjyk = x+ y = z.

Ou seja, z ∈ Conv
(
{xi + yj}(r,k)(i,j)=(1,1)

)
.

Por outro lado, temos {xi + yj}(r,k)(i,j)=(1,1) ⊂ P1 + P2. Mas, P é convexo, pois se z1, z2 ∈
P1 + P2, então z1 = a1 + b1 e z2 = a2 + b2, com a1, a2 ∈ P1 e b1, b2 ∈ P2. Logo ∀t ∈ [0, 1],

tz1 + (1− t)z2 = t(x1 + y1) + (1− t)(x2 + y2) = tx1 + (1− t)x2 + ty1 + (1− t)y2.

Como P1 e P2 são convexos, tx1 + (1 − t)x2 ∈ P1 e ty1 + (1 − t)y2 ∈ P2, ∀t ∈ [0, 1]. Disto

segue que Conv
(
{xi + yj}(r,k)(i,j)=(1,1)

)
⊂ Conv(P1 + P2) = P1 + P2 ⊂ Conv

(
{xi + yj}(r,k)(i,j)=(1,1)

)

e, portanto, a proposição está demonstrada. �

Em particular, veja que a proposição nos fornece um método de calcular efetivamente a

soma de Minkowski de dois poĺıtopos. Basta somar seus vértices e então tomar o fecho convexo.

3.23 Proposição. Sejam P1, . . . , Pr poĺıtopos em Rn e seja P = P1+P2+ . . .+Pr a sua soma

de Minkowski. Então toda face P ′ de P pode ser expressa como uma soma de Minkowski

P ′ = P ′
1 + ... + P ′

r,

onde P ′
i é uma face de Pi.

Demonstração: Sem perda de generalidade suponhamos que r = 2 (o caso geral é análogo).

Seja FP1+P2
(u) a face de P1 + P2 induzida pelo vetor u mostremos que FP1+P2

(u) = FP1
(u) +

FP2
(u). De fato, FP1+P2

(u) = HP1+P2
(u) ∩ (P1 + P2) = {x ∈ P1 + P2|〈x, u〉 = hP1+P2

(u)}. Por
outro lado,

hP1+P2
(u) = max

y∈P1+P2

〈y, u〉 = max
y1∈P1

〈y1, u〉+ max
y2∈P2

〈y2, u〉

= hP1
(u) + hP2

(u). (3.1)
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Logo, FP1+P2
(u) = {x ∈ P1 + P2|〈x, u〉 = hP1

(u) + hP2
(u)}. Mas,

FP1
(u) + FP2

(u) = (HP1
(u) ∩ P1) + (HP2

(u) ∩ P2)

= {x1 ∈ P1|〈x1, u〉 = hP1
(u)}+ {x2 ∈ P2|〈x2, u〉 = hP2

(u)}

= {x1 + x2, x1 ∈ P1 e 〈x1, u〉 = hP1
(u), x2 ∈ P2e〈x2, u〉 = hP2

(u)}.

Logo segue que FP1
(u) + FP2

(u) ⊂ FP1+P2
(u). Agora, se x ∈ FP1+P2

(u) então x = x1 + x2 com

x1 ∈ P1 e x2 ∈ P2 temos então

hP1
(u) + hP2

(u) = hP1+P2
(u) = 〈x, u〉 = 〈x1, u〉+ 〈x2, u〉 ≤ hP1

(u) + hP2
(u).

Como 〈x1, u〉 ≤ hP1
(u) e 〈x2, u〉 ≤ hP2

(u) obtemos, 〈x1, u〉 = hP1
(u) e 〈x2, u〉 = hP2

(u), logo

x ∈ FP1
(u) + FP2

(u), e portanto

FP1
(u) + FP2

(u) = FP1+P2
(u).

�

Na verdade, o resultado que obtivemos no teorema anterior é mais forte que o enunci-

ado, pois a demonstração nos diz que cada face do poĺıtopo soma de Minkowski induzida pelo

vetor não-nulo u é soma das respectivas faces induzidas por u em cada somando.

Como cada poĺıtopo é um conjunto compacto podemos medir seu volume.

3.24 Definição. Seja V oln() o volume n-dimensional dos conjuntos mensuráveis de Rn, então

V oln(λ1P1 + . . .+ λrPr) é o volume da soma de Minkowski λ1P1 + . . .+ λrPr

3.25 Proposição. Considere qualquer coleção P1, . . . , Pr de poĺıtopos em Rn, e sejam λ1, . . . , λr

números reais não-negativos. Então, V oln(λ1P1 + . . .+ λrPr) é uma função polinomial de grau

n nos λi.

Para uma demonstração ver [11] (p. 321) ou [16] (p. 116). No caso de n poĺıtopos

em Rn, um invariante geométrico ganha um papel crucial pelo fato de estar relacionado com o

teorema de principal importância para nós, a saber o teorema de Bernstein.

3.26 Definição. O volume misto n-dimensional de uma coleção de poĺıtopos P1, . . . , Pn deno-

tado por MVn(P1, . . . , Pn) é o coeficiente do monômio λ1.λ2 . . . λn em V oln(λ1P1 + . . .+ λrPr).
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A seguir damos algumas das propriedades do volume misto.

3.27 Teorema. a) O volume misto MVn(P1, . . . , Pn) é invariante se os Pi’s são substitúıdos

por suas imagens por tranformações que preservam volume (por exemplo a translação).

b) MVn(P1, . . . , Pn) é simétrico e linear em cada variável.

c) MVn(P1, . . . , Pn) ≥ 0. Além do mais MVn(P1, . . . , Pn) = 0 se um dos Pi tem dimensão zero

(isto é, se Pi consiste de um único ponto), e MVn(P1, . . . , Pn) > 0 se todos os Pi tem dimensão

n.

d) O volume misto de qualquer coleção de poĺıtopos pode ser calculado como

MVn(P1, . . . , Pn) =
n∑

k=1

(−1)n−k
∑

I⊂{1,...,n}
♯I=k

V oln

(
∑

i∈I

Pi

)

onde
∑

i∈I Pi é a soma de Minkowski dos poĺıtopos.

Para uma demonstração ver [11] (p. 323).

3.2 Politopos de Newton e o Teorema de Bernstein

Existe uma conexão entre poĺıtopos inteiros e polinômios. Seja f ∈ C[x±1
1 , . . . , x±1

n ] ,

isto é, f é um polinômio de Laurent com coeficientes em C. Representamos f do seguinte modo

f(X) =
∑

k∈S

ckX
k,

onde k = (k1, . . . , kn) ∈ S, S é um conjunto finito contido em Zn, para o qual vale k ∈ Si ⇒
ck 6= 0. A expressão Xk significa Xk := xk1

1 . . . . .xkn
n . O conjunto S é chamado o suporte de f .

Veja que seguem imediatamente da definição de Xk as seguintes propriedades:

a)Xα.Xβ = Xα+β,

b)Xα.X−α = X0 = 1.

3.28 Definição. Seja f um polinômio de Laurent. O poĺıtopo de Newton de f é o fecho

convexo do suporte de f . Usaremos a notação NP (f) para denotar o poĺıtopo de Newton de f .

Temos NP (f) = Conv(S).



Teoria BKK 58

Veja que, se f é um polinômio de Laurent, então em particular NP (f) é um poĺıtopo

inteiro. Um fato importante e que será de utilidade em nosso trabalho é que para encontrar o

poĺıtopo de Newton de um polinômio f , não importa realmente o valor dos coeficientes, mas

apenas quais coeficientes são não-nulos. Por exemplo, considere o polinômio

f = axy + bx2 + cy5 + d,

com a, b, c, d 6= 0. Então, NP (f) = Conv((1, 1)(2, 0)(0, 5)(0, 0)).

Segue facilmente a seguinte propriedade NP (Xαf) = α+NP (f). Em particular mul-

tiplicar um polinômio não altera o volume de seu poĺıtopo de Newton. Mais ainda, vale o

seguinte resultado

NP (f.g) = NP (f) +NP (g),

onde a soma no segundo membro é a soma de Minkowski dos poĺıtopos de Newton correspon-

dentes (esta propriedade segue da Proposição 3.22). Então a soma de Minkowski de poĺıtopos

de Newton reflete a operação algébrica de multiplicar os polinômios correspondentes. Agora

suponha que nós fixamos conjuntos finitos A1, . . . ,Al ⊂ Zn. Para cada Ai, podemos associar

um conjunto L(Ai) de polinômios de Laurent

fi =
∑

k∈Ai

ci,kX
k.

3.29 Definição. Uma propriedade é dita valer genericamente para os polinômios de Laurent

(f1, . . . , fl) ∈ L(A1) × . . . × L(Al) se existe um polinômio não-nulo nos coeficientes dos fi tal

que a propriedade vale para todos f1, . . . , fl para os quais o polinômio é não-nulo.

O resultado que segue é de suma importância na obtenção de um limite superior para

o número de equiĺıbrios relativos.

3.30 Teorema. (Teorema de Bernstein) Dados polinômios de Laurent f1, . . . , fn sobre C

em n variáveis com uma quantidade finita de zeros comuns em (C \ {0})n, seja Pi = NP (fi)

o poĺıtopo de Newton de fi em Rn. Então o número de zeros comuns dos fi em (C \ {0})n

é limitado superiormente pelo volume misto MVn(P1, . . . , Pn). Além do mais, para escolhas

genéricas dos coeficientes dos fi, o número de soluções comuns é exatamente MVn(P1, . . . , Pn).

Para uma demonstração ver [11] (p. 331). O teorema de Bernstein é um resultado

melhor que o teorema de Bézout ([11],p. 91) que afirma que se temos um sistema de equações



Teoria BKK 59

f1 = . . . = fn = 0, onde fi tem grau di, então o número de soluções do sistema contando as

multiplicidades é no máximo d1 . . . dn. Veja uma ilustração abaixo

Exemplo 3.1. 1: Considere o sistema




f1(x, y) = 1 + x+ xnyn = 0

f2(x, y) = 1 + y + xnyn = 0

Então NP (f1) = Conv({(0, 0), (1, 0), (n, n)}) e NP (f2) = Conv({(0, 0), (0, 1), (n, n)}), as

figuras mostram o poĺıtopo e sua soma de Minkowski.

Pelo teorema (3.27) letra d), para dois poĺıtopos o volume misto se reduz a

MV2(P1, P2) =
∑2

k=1(−1)2−k
∑

I⊂{1,2}
♯I=k

V ol2(
∑

i∈I Pi) =

(−1)1(V ol2(P1) + V ol2(P2)) + (−1)2V oln(P1 + P2) = V oln(P1 + P2)− V ol2(P1)− V ol2(P2).

Neste caso a diferença acima se reduz às áreas dos dois paralelogramos. Cada paralelogramo

tem área n e então o volume misto é 2n. Para podermos aplicar o teorema de Bernstein temos

primeiro que verificar se o sistema possui um número finito de soluções no toro algébrico.
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Tomando a diferença entre as duas equações, obtemos 0 = f1−f2 = x−y ⇒ x = y. Substituindo

em f1, obtemos 1 + x + x2n = 0, que sabemos ter um número finito de soluções e ainda mais

que são todas não-nulas. Pelo teorema de Bernstein, o número de soluções do sistema é no

máximo 2n. Só para efeito de comparação, o teorema de Bézout nos fornece um limite superior

de (2n)2. Então, por exemplo, para n = 10, o limite superior do teorema Bézout é 400 soluções

enquanto o limite superior de Bernstein é de 20 soluções.

Exemplo 3.2. Considere a equação polinomial f(x) = a0 + . . . + anx
n = 0, com

a0, an 6= 0. Então NP (f) = Conv({0, n}) = [0, n], o volume misto é, portanto, igual ao volume

unidimensional V1 = n. O teorema de Bernstein prevê que o polinômio possui no máximo n

soluções não-nulas, como já sab́ıamos do Teorema Fundamental da Álgebra. Ainda, se a0 = 0,

seja ak o coeficiente de menor ı́ndice para o qual ak 6= 0. Então NP (f) = Conv({k,m}) =

[k,m], logo MV1 = m− k, é o número máximo de soluções não-nulas do sistema.

Exemplo 3.3. Considere o sistema





f1(x, y) = 1 + xy = 0,

f2(x, y) = 1 + x+ y + xy = 0.

Tomando a diferença 0 = f2−f1 = x+y ⇒ x = −y. Sustituindo em f1, obtemos 1−x2 = 0, logo

as soluções são {(1,−1), (−1, 1)}. Portanto o sistema possui um número finito de soluções no

toro algébricoT. TemosNP (f1) = Conv({(0, 0), (1, 1)}) e NP (f2) = Conv({(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}).
Na figura abaixo é mostrado o poĺıtopo λ1P1 + λ2P2.
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Veja que o volume 2-dimensional de λ1P1 + λ2P2 é dado por V2(λ1P1 + λ2P2) =

λ2
1 + 2λ1λ2 +

1
2
λ2
2. Como esperavamos V2(λ1P1 + λ2P2) é uma função polinomial homogênea de

grau 2 nas variáveis λ1, λ2. Aqui podemos obter o volume misto diretamente de sua definição,

MV2(P1, P2) = 2. Pelo teorema de Bernstein, o número máximo de soluções do sistema no toro

algébrico é 2.

Em geral é muito d́ıficil calcular o volume misto de uma coleção de poĺıtopos direta-

mente da definição. Entretanto, existem programas computacionais como Mixvol que realizam

o cálculo aplicando outros métodos.

3.3 Leques

3.31 Definição. Um cone C ⊂ Rn é um conjunto com a propriedade de que, se C contém um

conjunto finito de vetores {v1, . . . , vr}, então C contém também todas as combinações lineares

da forma
∑r

i=1 λivi com λi ≥ 0.

Segue diretamente da definição que todo cone é um conjunto convexo, já que se x e y

pertencem a um cone, então tx+(1−t)y também pertence, ∀t ∈ [0, 1]. Em particular, todo cone

contém 0. Por exemplo, em R2 cada quadrante é um cone. Note também que Rn é um cone,

também {0} é um cone e a interseção cones sempre contém 0. Segue facilmente da definição

de cone que uma interseção arbitrária de uma famı́lia de cones é ainda um cone (note também

que a interseção é não-vazia, pois contém ao menos o 0). Isto nos leva à seguinte definição.

3.32 Definição. Seja Y ⊂ Rn um subconjunto arbitrário não-vazio. Então, o cone de Y,

representado por Cone(Y ), é a interseção de todos os cones que contêm Y .

3.33 Observação. Note que sempre existe ao menos um cone contendo Y , a saber o Rn.

Similarmente ao caso para fechos convexos, pode-se mostrar que

Cone(Y ) = {λ1y1 + . . .+ λkyk, yi ∈ Y, λi ≥ 0, ∀i}

3.34 Definição. Quando podemos tomar um conjunto finito {y1, . . . , yk} ⊂ Y tal que Cone(Y ) =

{λ1y1 + . . . + λkyk, yi, λi ≥ 0} então o cone é dito ser finitamente gerado, e os vetores

y1, . . . , yk são chamados geradores.
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Vale então o seguinte resultado

3.35 Proposição. Um cone C ⊂ Rn é finitamente gerado se ,e somente, se é uma interseção

finita de semi-espaços

Para uma demonstração veja [56] (p.30). Os cones finitamente gerados são chamados

então cones poliedrais. Faces de cones são definidas do mesmo modo como para poĺıtopos.

3.36 Definição. Um leque em Rn é uma famı́lia F = {C1, C2, . . . , Ck} de cones poliedrais

não-vazios com as duas seguintes propriedades:

(i) Toda face não-vazia de um cone em F é também um cone em F ;

(ii) A interseção de quaisquer dois cones em F é uma face de ambos. O leque é dito ser

completo se
⋃k

i=1Ci = Rn. O leque é dito ser pontuado se {0} é um cone de F (e então é uma

face de todo cone em F).

Uma construção que se mostrará importante para nós, é o leque normal de um poĺıtopo,

que a grosso modo é o conjunto dos funcionais lineares f : Rn → R que se maximizam sobre

uma face dada. Vejamos isto mais formalmente. Denotaremos por (Rn)∗ o dual de Rn.

3.37 Definição. Seja P um poĺıtopo. Para toda face de P definimos

NF := {f ∈ (Rn)∗|F ⊂ {x ∈ P |f(x) = maxy∈P f(y)}}. Então, o leque normal de P será

definido como N (P ) := {NF |F é face de P}.

Vamos identificar (Rn)∗ com Rn através do seguinte isomorfismo

L : (Rn)∗ → Rn

L(f) = (f(e1), . . . , f(en)).

Para todo v ∈ Rn, temos f(v) = 〈L(f), v〉. Através dessa identificação, NF se torna

NF = {u ∈ Rn|F ⊂ {x ∈ P |〈x, u〉 = hk(u)}},

ou seja, NF é o conjunto dos vetores de Rn que induzem a face F no poĺıtopo P . O lema (3.10)

nos diz então que N (P ) é um leque completo em Rn.

3.38 Definição. Se F é um leque em Rn e G é um leque em Rm, então nós definimos o leque

soma direta

F ⊕ G := {C × C ′, C ∈ F , C ′ ∈ G},
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se F e G são leques em Rn, definimos seu refinamento comum como F ∧ G := {C ∩ C ′, C ∈
F , C ′ ∈ G}.

É posśıvel verificar que F ∧ G e F ⊕ G são ainda leques. Um resultado que será de

fundamental importância para nós é o seguinte:

3.39 Teorema. O leque normal de uma soma de Minkowski é o refinamento comum de seus

leques normais:

N (P + P ′) = N (P ) ∧ N (P ′)

.

Para uma demonstração ver [56] (p.198).

Veja que dado um poĺıtopo P , o leque normal de P é completo e assim, N (P ) fornece

uma forma de subdividir Rn em cones, de modo que para cada cone da subdivisão todos os

vetores que estão neste cone induzem a mesma face do poĺıtopo. Ainda mais, todos os vetores

de Rn que induzem a face F pertencem ao cone correspondente. No caso de dois (ou mais)

poĺıtopos, o refinamento comum dos leques normais fornece uma maneira de subdividir Rn em

cones de forma que para cada cone do leque os vetores deste cone induzem a mesma face em

cada poĺıtopo.



Caṕıtulo 4

Análise das Equações Reduzidas

Neste caṕıtulo, nosso objetivo é usar todos os conceitos que foram apresentados ante-

riormente para demonstrar o seguinte teorema

4.1 Teorema. Se as massas são positivas, então existe somente um número finito de classes

de equivalência dos equiĺıbrios relativos para o problema Newtoniano dos quatro corpos.

Este teorema é o resultado de principal importância para nós e neste capitulo é descrito

como foi realizada sua demonstração usando a teoria BKK. Para isto lembremos como foi

definido um sistema reduzido.

4.2 Definição. Considere um sistema polinomial como em (2.1) com infinitas soluções no

toro algébrico T, e seja X(t) uma solução série de Puiseux de ordem α, como na Proposição

2.6, o sistema reduzido induzido por α é

fiα(a1, . . . , an) =
∑

k∈Si
〈α,k〉=µi

cka
k1
1 . . . aknn = 0, para i = 1, . . . , m.

A equação 〈α, k〉 = µi que determina quais termos de fi aparecem na equação reduzida

tem a seguinte interpretação geométrica: Seja Pi o poĺıtopo de Newton de fi, isto é o fecho

convexo do suporte de Si. Então 〈α, k〉 = µi define um hiperplano suportante de Pi para o qual

α é um vetor interno normal. O hiperplano define uma face do poĺıtopo de Newton e o vetor

expoente k que aparece nas equações reduzidas são os vértices de Pi que estão sobre esta face.

64
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4.1 O Problema Newtoniano de Quatro Corpos

Neste caṕıtulo, usaremos a teoria BKK para explicar como foi conseguido um limite su-

perior para o número de equiĺıbrios relativos. O limite inferior é obtido basicamente enumerando

os equiĺıbrios relativos conhecidos. Existem seis distâncias mútuas rij , e as seis equações de

Albouy-Chenciner são funções racionais nessas variáveis. As equações de Dziobek também

são funções racionais nessas variáveis. Como estamos procurando por soluções com rij 6= 0,

podemos multiplicar as equações pelos mdc’s para obter equações polinomiais.

Para as equações de Dziobek (1.15), o caso n = 4 nos dá as seguintes equações:

S12S34 = S13S24 = S14S23.

De fato, t́ınhamos SikSjl = SilSjk com i, j, k, l quatro ı́ndices distintos.

Observe que as outras equações são obtidas dessas pois, se considerarmos as per-

mutações dos quatro ı́ndices temos 4! elementos da forma SikSjl, no entanto permutando os

dois primeiros ı́ndices obtemos o mesmo elemento (isto é, permutar i com k não altera o pro-

duto). Da mesma maneira, permutando os dois últimos ı́ndices não altera o produto. E também,

considerando permutações que trocam os dois primeiros ı́ndices pelos dois últimos, não obte-

mos um novo elemento, pois SikSjl = SjlSik. Disto segue que o número de elementos distintos

da forma SikSjl é
4!

2.2.2
= 3 e consequentemente podemos considerar apenas as três igualdades

acima, todas as demais sendo obtidas dessas.

No entanto, no decorrer do trabalho é útil obter um sistema que é simétrico sob per-

mutações dos quatro ı́ndices. Assim, ao invés de considerarmos o sistema acima, podemos ver

as três equações como 



S12S34 − S13S24 = 0,

S12S34 − S14S23 = 0,

S13S24 − S14S23 = 0.

Veja que as equações são simétricas com respeito a permutação dos ı́ndices. (Observação: Duas

equações seriam suficientes, a terceira equação poderia ser obtida das duas primeiras, entretanto

três equações apresentam vantagens do ponto de vista computacional!).
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Se fizermos a subtituição Sij =
1
r3ij

− 1 e multiplicarmos pelo mdc obteremos:
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(4.1)

Essas são as equações de Dziobek que irão ser usadas no trabalho. As equações de

Albouy-Chenciner são um pouco mais complicadas, pois cada equação possui muitos termos.

Escrevamos uma delas só para ilustrar:
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Segundo Hampton e Moeckel (em [18]), parece provável que as seis equações de Albouy-

Chenciner já determinam um número finito de soluções. No entanto, não foi posśıvel demonstrar

isso utilizando a teoria BKK. Do ponto de vista computacional, sua inclusão acarreta vantagens

e desvantagens. O poĺıtopo soma de Minkowski tem mais faces e, portanto, existem mais

sistemas reduzidos para analisar. Mas, os sistemas reduzidos são mais simples. Muitos deles

são triviais e os que não são triviais são ao menos tratáveis.

4.2 Cálculo do Politopo Soma de Minkowski

Lembremos que a sustituição de uma série de Puiseux solução de ordem α num sistema

nos leva a um sistema, que denominamos de sistema reduzido e expressamos por

fiα(a1, . . . , an) =
∑

k∈Si
〈α,k〉=µi

cka
k1
1 . . . aknn = 0, i = 1, . . . , m.

Um passo importante do método é calcular explicitamente, a soma de Minkowski dos poĺıtopos

das equações de nosso sistema, pois, através dele é que obtemos um modo de analisar os sistemas
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reduzidos.

Consideremos o sistema formado pelas equações de Dziobek e as equações de Albouy-

Chenciner, esse sistema possui seis variáveis, r = (r12, r13, r14, r23, r24, r34), portanto, o poĺıtopo

de cada equação é um poĺıtopo em R6. O poĺıtopo soma de Minkowski P ⊂ R6 dos nove

poĺıtopos de Newton das equações do sistema é muito complicado, uma abordagem direta

dos cálculos e que funciona bem em exemplos simples é simplesmente somar os vértices dos

somandos e então encontrar um conjunto minimal de vértices e facetas. Existem programas

que realizam estes cálculos como Porta 1.3.2 [9] ou Lrs[4], como provamos o poĺıtopo soma

de Minkowski é o fecho convexo das somas dos vértices dos somandos.

Entretanto neste caso não foi posśıvel calcular diretamente o poĺıtopo pois devido a

sua complexidade os progamas não puderam dar uma resposta. A idéia então foi explorar a

simetria (através da permutação entre as variáveis), para reduzir os cálculos a um tamanho que

os progamas pudessem manusear. Vejamos um esboço de como isso foi feito.

O grupo de permutação S4 age sobre os ı́ndices de mi e rij (rij = rji). Sob esta

ação as nove equações de nosso sistema irão ser permutadas. De fato, as seis equações de

Albouy-Chenciner são permutadas entre elas mesmas como são as três equações de Dziobek.

Por exemplo, se ordenarmos nossas seis variáveis r = (r12, r13, r14, r23, r24, r34), e con-

siderarmos a permutação que troca o 3 por 4, então o vetor anterior é transformado em

r = (r12, r14, r13, r24, r23, r34), isto é, a permutação troca o segundo e o terceiro eixos e também

troca o quarto e o quinto eixos. Veja que como Sij = 1
r3ij

− 1 e uma permutação dos ı́ndices

apenas permuta as variáveis a ação do grupo de permutação sobre as equações do sistema (4.1)

apenas permuta as equações entre elas mesmas. Vamos analisar a ação de uma permutação

sobre as equações de Albouy-Chenciner,

n∑

k=1

mk[Ski(r
2
jk − r2ik − r2ij) + Skj(r

2
ik − r2jk − r2ij)] = 0, 1 ≤ i < j ≤ n.

Como k é uma variável muda, a permutação agindo no ı́ndice k não altera a equação. Temos

que considerar apenas a ação nos ı́ndices i e j. Então fica fácil percerber que a permutação

apenas troca as equações entre si, mais explicitamente, se o par (i, j) determina uma equação

de Albouy-Chenciner e σ é uma permutação entre os ı́ndices {1, 2, 3, 4} então par (σ(i), σ(j))

também determina outra equação de Albouy-Chenciner.
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De fato, a sustituição dos ı́ndices por suas respectivas permutações dá
n∑

σ(k)=1

mσ(k)[Sσ(k)σ(i)(r
2
σ(j)σ(k) − r2σ(i)σ(k) − r2σ(i)σ(j)) + Sσ(k)σ(j)(r

2
σ(i)σ(k) − r2σ(j)σ(k) − r2σ(i)σ(j))] = 0

=⇒
n∑

k=1

mk[Skσ(i)(r
2
σ(j)k − r2σ(i)k − r2σ(i)σ(j)) + Skσ(j)(r

2
σ(i)k − r2σ(j)k − r2σ(i)σ(j))] = 0,

ou seja, a equação de Albouy-Chenciner determinada pelo par (σ(i), σ(j)). O fato de permur-

tamos os ı́ndices e obtermos as mesmas equações , nos diz que podemos trocar variáveis entre

si e ainda assim obter o mesmo poĺıtopo, ou seja, o poĺıtopo soma de Minkowski é simétrico

com relação aos eixos, não só ele mas também os poĺıtopos P1 e P2 definidos abaixo.

Seja P1 a soma de Minkowski do poĺıtopo de Newton das equações de Albouy-Chenciner

e P2 o poĺıtopo de Newton soma para as equações de Dziobek.

É posśıvel calcular P1 e P2 diretamente usando o software Porta. A ação do grupo

S4 sobre os ı́ndices induz ações que envolvem a geometria dos poĺıtopos P1 e P2 e P . O

procedimento adotado foi usar essas somas parciais junto com a simetria para encontrar P =

P1+P2. Primeiro foi construida uma lista de posśıveis vetores internos normais para as facetas

de P pois sabemos que toda face de P é a soma de Minkowski, de uma face de P1 e uma face de

P2. Em particular, algumas facetas de P podem ser encontradas tomando a soma de uma faceta

de um dos Pi com um vértice do outro. Então para esta faceta obtida assim, podemos usar

como vetor interno normal o vetor interno normal da faceta usado para contrúı-la. Então na

posśıvel lista de vetores internos normais para as facetas de P , adiciona-se os vetores internos

normais das facetas de P1 e P2.

Um fato importante aqui, que segue da demonstração da Proposição 3.23, é que pre-

cisamos somar apenas facetas e vértices que são induzidas por um mesmo vetor. No entanto,

este procedimento não esgota todas as facetas, pois existem facetas vindas de somas de faces

de menor dimensão de P1 e P2. Escrevamos Fi = gi + hi, onde gi é uma face s-dimensional de

P1, e hi é uma face t-dimensional de P2. Para encontrar todos os posśıveis vetores normais das

novas facetas é suficiente calcular a soma das faces com 1 ≤ s ≤ 4, 1 ≤ t ≤ 4 e s+ t = 5. Os gi

e os hi podem ser encontrados calculando as faces inteiras de P1 e P2. Os f−vetores para P1 e

P2 são (2881, 12942, 22504, 18657, 7178, 964) e (54, 210, 357, 312, 135, 24), respectivamente.

Uma vez que a faceta Fi esteja em mãos, é elementar calcular seu normal (De fato, lem-

bremos que os normais para as facetas são unicamente determinados a menos de multiplicação
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por escalar). A simetria de P1 e P2 pode ser explorada, calculando apenas somas onde cada gi é

um representante de cada órbita da ação da simetria. Em outras palavras já que sabemos como

a simetria age, tendo calculado um representante de uma órbita consideramos suas imagens

pela ação da simetria para calcular as demais facetas induzidas pelas outras faces desta órbita.

Isto também significa que não precisa-se realmente calcular todas as faces de P1.

Um fato observado foi que existem muito poucas faces de P1 que tem estabilizadores

não-triviais. Neste caso, o estabilizador de uma face é um conjunto das permutações que fixam

a face. Então, existem poucas faces que são fixadas por alguma permutação além da identidade,

isto é, existem poucas faces que não são simétricas com alguma outra, então essa simetria per-

mite reduzir bastante a complexidade computacional. No entanto, este procedimento adotado

fornece uma grande lista de posśıveis vetores normais a facetas e a maioria deles são “falsos”(ou

seja, não são vetores normais a uma faceta do poĺıtopo soma).

Tendo o normal conhecemos a faceta e, então, podemos encontrar os vértices do

poĺıtopo que estão sobre esta faceta e fazendo isto para todas as facetas encontramos o poĺıtopo.

Lembremos que os vértices são pontos que minimizam o produto interno com o vetor nor-

mal interno. Chamaremos o poĺıtopo soma, obtido adicionando esses “falsos” normais de

soma “bruta”de Minkowski. Para cada candidato a normal, os vértices desta soma “bruta”de

Minkowski que minimizam o produto interno com o normal foram encontrados.

Esta soma “bruta”de Minkowski, calculada tomando todas as posśıveis somas de

vértices de P1 e P2 tem 134784 pontos. O fato que a dimensão do conjunto de vértices mini-

mizantes para uma faceta verdadeira tem que ser 5, permitiu eliminar muitos normais falsos.

Foram obtidas então 973 facetas vindo de facetas de P1 e P2, e mais 2007 vindo de combinações

de faces de menor dimensão como descrita acima então o poĺıtopo P tem 2980 facetas. Os

vértices de P são os pontos extremos entre os 134784 pontos encontrados acima, isto é, aqueles

pontos que não estão no fecho convexo dos outros pontos na lista.

Para encontrar esses pontos foi usado o seguinte procedimento. Primeiro foram contru-

idas outras somas brutas assimétricas escrevendo P = P ′
1 + P ′

2 onde P
′
1 é a soma de Minkowski

de sete dos nove poĺıtopos e P ′
2 é a soma dos outros dois. Como o poĺıtopo P é simétrico, qual-

quer ponto desta soma “bruta”para o qual uma órbita completa de S4 não está contido na soma

não pode ser um vértice verdadeiro. Decompondo P de vários modos diferentes e intersectando
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a lista resultante, foi encontrado um conjunto muito menor de vértices candidatos. Eliminando

qualquer desses candidatos que não é ponto de interseção de seis diferentes facetas reduzimos

a lista a 13836 pontos. Alguns deles ainda não são vértices verdadeiros porque os normais a

essas facetas incidentes não geram R6 (Veja que o normal junto com o conjunto dos vértices

minimizantes da faceta deve gerar o R6). Removendo esses pontos redundantes produziu-se

uma lista de 12828 vértices.

A lista final de vértices e normais foi verificada do seguinte modo. Cada um dos 2980

normais a facetas α determina uma desigualdade 〈α, k〉 ≥ µ, onde µ é o valor mı́nimo de 〈α, k〉
sobre a grande lista de 134784 pontos. Por outro lado, um cálculo com o software Porta

mostrou que o fecho convexo da menor lista é realmente o poĺıtopo P e que as desigualdades

definem P . Como verificação final, o progama Lrs foi usado para transformar o poĺıtopo P entre

uma representação por vértices e uma representação por facetas. Começando da lista de 12828

vértices o programa produziu uma lista de 2980 desigualdades para as facetas e vice-versa. Isto

encerra então o cálculo do poĺıtopo soma de Minkowski.

4.2.1 Sistemas Reduzidos

O poĺıtopo P calculado na última seção tem 2980 facetas e 12828 vértices. O próximo

passo de nosso procedimento é analisá-los sistemas reduzidos correspondentes as várias faces de

P . As faces mais simples de analisar são aquelas para as quais uma ou mais equações consistem

de um único termo. Como o único termo em questão é um dos termos das equações originais

de nosso sistema, podemos garantir que todos os posśıveis sistemas reduzidos triviais irão ter

soluções não-nulas, somente se o coeficiente do monômio correspondente for nulo, entretanto

todos os coeficientes do sistema são não-nulos (lembre que para o suporte de uma função

exigimos que k ∈ Si ⇒ Ck 6= 0). No nosso caso, para as equações de Dziobek e Albouy-

Chenciner supor que os coeficientes são não-nulos significa supor que as massas satisfazem

mi 6= 0, m = m1+m2+m3+m4 6= 0 e mi+mj 6= 0 para dois ı́ndices distintos i, j ∈ {1, 2, 3, 4},
o que é verdadeiro no caso de massas positivas.

A análise começa pelas facetas. Usando o software Mathematica [53] foi encontrado

que exceto 53 das 2980 facetas, todas as outras levam a sistemas reduzidos triviais de equações e

,portanto, os outros sistemas reduzidos podem ser abandonados. As desigualdades que definem
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faces que determinam sistemas reduzidos não triviais podem ser vistas na tabela abaixo:

1. k1 + k2 + k3 + k4 + k5 + k6 ≥ 90 28. − k1 − k2 − k3 ≥ −63

2. 2k1 + 2k2 + 2k4 − k5 − k6 ≥ 28 29. − k4 − k5 − k6 ≥ −69

3. 2k1 + 2k2 − k3 + 2k4 − k6 ≥ 28 30. − k2 − k3 − k6 ≥ −69

4. 2k1 + 2k2 − k3 + 2k4 − k5 ≥ 28 31. − k1 − k3 − k5 ≥ −69

5. 2k1 + 2k3 − k4 + 2k5 − k6 ≥ 28 32. − k1 − k2 − k4 ≥ −69

6. 2k1 − k2 + 2k3 + 2k5 − k6 ≥ 28 33. − k2 − k3 − k4 − k5 ≥ −81

7. 2k1 − k2 + 2k3 − k4 + 2k5 ≥ 28 34. − k1 − k3 − k4 − k6 ≥ −81

8. 2k2 + 2k3 − k4 − k5 + 2k6 ≥ 28 35. − k1 − k2 − k5 − k6 ≥ −81

9. − k2 − k3 + 2k4 + 2k5 + 2k6 ≥ 28 36. − 2k3 − 3k5 − 3k6 ≥ −170

10. − k1 + 2k2 + 2k3 − k5 + 2k6 ≥ 28 37. − 3k3 − 2k5 − 3k6 ≥ −170

11. − k1 + 2k2 + 2k3 − k4 + 2k6 ≥ 28 38. − 3k3 − 3k5 − 2k6 ≥ −170

12. − k1 − k3 + 2k4 + 2k5 + 2k6 ≥ 28 39. − 2k2 − 3k4 − 3k6 ≥ −170

13. − k1 − k2 + 2k4 + 2k5 + 2k6 ≥ 28 40. − 3k2 − 2k4 − 3k6 ≥ −170

14. k1 + k2 + k4 ≥ 36 41. − 3k2 − 3k4 − 2k6 ≥ −170

15. k1 + k3 + k5 ≥ 36 42. − 2k1 − 3k4 − 3k5 ≥ −170

16. k2 + k3 + k6 ≥ 36 43. − 2k1 − 3k2 − 3k3 ≥ −170

17. k4 + k5 + k6 ≥ 36 44. − 3k1 − 2k4 − 3k5 ≥ −170

18. k1 + k2 + k3 ≥ 30 45. − 3k1 − 3k4 − 2k5 ≥ −170

19. k1 + k4 + k5 ≥ 30 46. − 3k1 − 2k2 − 3k3 ≥ −170

20. k2 + k4 + k6 ≥ 30 47. − 3k1 − 3k2 − 2k3 ≥ −170

21. k3 + k5 + k6 ≥ 30 48. − 2k2 − 3k3 − 3k4 − 2k5 ≥ −208

22. − k3 − k4 ≥ −50 49. − 3k2 − 2k3 − 2k4 − 3k5 ≥ −208

23. − k2 − k5 ≥ −50 50. − 2k1 − 3k3 − 3k4 − 2k6 ≥ −208

24. − k1 − k6 ≥ −50 51. − 2k1 − 3k2 − 3k5 − 2k6 ≥ −208

25. − k3 − k5 − k6 ≥ −63 52. − 3k1 − 2k3 − 2k4 − 3k6 ≥ −208

26. − k2 − k4 − k6 ≥ −63 53. − 3k1 − 2k2 − 2k5 − 3k6 ≥ −208

27. − k1 − k4 − k5 ≥ −63
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Cada uma dessas desigualdades corresponde a uma faceta de P com normal interno α

dado pelos coeficientes (k1, . . . , k6) (a bem da verdade a igualdade 〈α, k〉 = µ define o hiperplano

suportante que determina a face, por simplicidade diremos que a desigualdade define a face).

Por exemplo, a desigualdade 22 representa uma faceta que tem um normal interno dado por

α = (0, 0,−1,−1, 0, 0).

A proposição (2.13) garante que pod́ıamos restringir a análise dos vetores que induziam

um sistema reduzido em apenas um semi-espaço 〈c, α〉 ≥ 0. Então, escolhamos o vetor c =

(−1,−1,−1,−1,−1,−1), isto é, vamos restringir a análise para facetas correspondentes às

desigualdades 22−53. A análise é feita do seguinte modo, por exemplo para a desigualdade 22,

obtemos as equações reduzidas correspondentes por selecionar de cada um dos nove polinômios

de nosso sistema, aqueles monômios cujos vetores expoentes minimizam 〈α, k〉 = −k3 − k4,

entre todos monômios em fi. Depois de cancelar os fatores que são potências das variáveis rij,

o resultado é o seguinte sistema de nove equações reduzidas fiα:
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r312 + r334 − 1 = r313 + r324 − 1 = 0.

Os sistemas de equações reduzidas tem uma certa homogeneidade. Neste caso, os monômios

que aparecem em cada equação tem vetores expoentes k = (k1, . . . , k6) com o mesmo valor de

−k3 − k4. Nos outros sistemas reduzidos também existe uma homogeneidade deste tipo. Neste

caso da faceta 22 temos que se r = (r12, r13, r14, r23, r24, r34) ∈ T é qualquer solução, então para

qualquer s ∈ C \ {0}, obtemos uma outra solução da forma r = (r12, r13, s
−1r14, s

−1r23, r24, r34).

Em geral, para equações reduzidas fiα pode-se reescalonar as soluções através da seguinte

normalização (sα1r12, s
α2r13, s

α3r14, s
α4r23, s

α5r24, s
α6r34). Isto será usado para obter a seguinte

condição sobre a solução

r12r13r14r23r24r34 = 1. (4.2)

A substituição de r = (r12, r13, r14, r23, r24, r34) por (sα1r12, s
α2r13, s

α3r14, s
α4r23, s

α5r24, s
α6r34)

muda o produto dos rij por um fator de sα, onde α = α1+ . . .+α6, aqui vamos exigir que α 6= 0
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e rij 6= 0, assim podemos reescalonar para fazer o produto igual a 1, para isto basta tomar

s =

(
1

r12r13r14r23r24r34

) 1

α

.

Depois de juntar a condição de normalização (4.2) o sistema reduzido tem dez equações.

Essas equações geram um ideal no anel de polinômios com variáveis rij e mi. Se

este ideal contém polinômios cujas variáveis são apenas as massas, então esses polinômios

dão condições necessárias sobre as massas para a existência dos valores rij ∈ C tornarem as

equações válidas. Em particular, se esses polinômios são não-nulos para uma dada escolha

de mi, então para aquele mi as equações reduzidas não tem soluções r ∈ T . De fato, veja

que se P (m1, m2, m3, m4) é da forma f1g1 + . . .+ f10g10, onde f1, . . . , f10 são os polinômios do

sistema reduzido acima e g1, . . . , g10 são polinômios nas distâncias mútuas e nas massas, então se

f1, . . . , f10 são nulos então P (m1, m2, m3, m4) deve ser nulo. Tais polinômios nas massas podem

ser encontrados calculando a base de Groebner para o ideal com uma escolha apropriada da

ordenação monomial.

Os cálculos da base de Groebner foram realizados usando Mathematica e checados

usando Macaulay 2 [19]. Por exemplo, para as equações induzidas pela faceta 22, o polinômio

P (m1, m2, m3, m4) = m1m4−m2m3 está no ideal. Então, se este polinômio é não-nulo, o sistema

reduzido não tem soluções em T como queŕıamos. Segue da simetria que as desigualdades 23

e 24 nos levam a polinômios similares nas massas da forma mimj − mkml com os ı́ndices

permutados.

Quando escrevemos tais massas polinomiais os ı́ndices i, j, k, l irão sempre representar

elementos distintos de {1, 2, 3, 4}. Infelizmente esses polinômios podem se anular para massas

positivas e então o vetor α permanece como uma posśıvel ordem de uma série de Puiseux solução

para tais massas.

Além dos sistemas reduzidos vindo de facetas não-triviais na tabela, temos que estudar

os sistemas reduzidos vindo de faces de menor dimensão da soma de Minkowski. Essas faces

podem ser construidas por intersectar duas ou mais facetas incidentes de P (chamamos de

facetas incidentes as facetas que tem interseção não vazia). Se um conjunto de facetas são

incidentes, então a a face obtida por intersectá-las pode ser definida por uma desigualdade da

forma 〈α, k〉 ≥ µ, onde α é qualquer normal interno a uma das faces incidentes . A escolha

do normal interno não é única. Mas as equações reduzidas são independentes de qual normal
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é usado. Foi usado para normal interno a uma dessas faces a soma dos normais das facetas

incidentes.

Os termos que aparecem nesses polinômios reduzidos fiα são sempre um subconjunto

de termos que estão presentes nos polinômios reduzidos das facetas correspondentes, de fato,

os termos que aparecem são correspondentes aos vértices das subfaces da faceta e, portanto,

também vértices das facetas (lembre que a demonstração de que toda face de um poĺıtopo é

também um poĺıtopo mostra que os vértices das faces são ,em particular, vértices do poĺıtopo,

claro que é inteiramente análogo para o caso de faces e subfaces). Então segue que se uma certa

faceta é trivial (algumas equações se reduzem a um único termo), então todas as subfaces desta

faceta também são triviais.

Assim em nosso estudo das faces necessitamos somente considerar interseções das 53

facetas não-triviais. Então, qualquer face não trivial pode ser descrita por uma dada lista de

ı́ndices 1− 53, descrevendo as facetas cuja interseção geraram uma face dada.

Foi usada a simetria de permutação extensivamente para diminuir o número de sistemas

reduzidos que necessitam ser analisados. A ação do grupo de permutação S4 sobre as variáveis

mi e rij induz uma ação sobre o conjunto de faces do poĺıtopo, (a saber, alterna as faces que

são simétricas pela mudança de eixos induzidas pela permutação). Está claro que necessita-se

somente checar uma face representante de cada órbita de S4. Foi escolhido o representante cuja

lista de ı́ndices das facetas interseção que o geram é minimal com respeito a ordem lexicográfica.

Chamamos tal lista de ı́ndices de um representante minimal para a sua órbita.

Vejamos como podemos calcular o representante minimal indutivamente pela dimensão.

Primeiro construa uma lista L1 de facetas representativas minimais, escolhendo de cada órbita

de S4 a faceta de menor ı́ndice. Agora suponha que as listas L1, . . . , Lk já foram construidas,

onde Lk é uma lista de k-tuplas I = (i1, . . . , ik), com i1 < i2 < . . . < ik, de representantes

minimais para as faces não triviais que são definidas por intersectar k facetas incidentes. Então,

Lk+1 pode ser construida considerando todas as posśıveis extensões de k-tuplas I ∈ Lk para

(k + 1)-tuplas I ′ = (i1, . . . , ik, ik+1) com ik+1 > ik, e então eliminando aquelas extensões que

descrevem facetas não incidentes, aquelas que levam a sistemas reduzidos triviais e aquelas que

não são minimais em suas órbitas. Para ver isto, note que se I ′ ∈ LK+1 então a k-tupla I, obtida

de I ′ por tirar a última coordenada deve representar k-facetas incidentes que determinam um
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sistema reduzido não-trivial.

Também necessitamos ver que I é um representante minimal sua órbita. Se não fosse,

então existe alguma k-tupla J = g(I) = (j1, . . . , jk) com g ∈ S4 (Aqui g(I) representa a face

imagem da face I pela ação da permutação sobre os ı́ndices dos eixos) e J < I na ordem lexi-

cográfica, em outras palavras, existe uma permutação que leva a k-tupla em sua representante

minimal. Seja J ′ = (j′1, . . . , j
′
k+1) a k + 1-tupla obtida da k-tupla J junto com g(ik+1) = j′k+1,

inserido em sua ordem adequada.

Afirmação 1. Não importa onde este novo ı́ndice g(ik+1) é inserido, iremos ter (j′1, . . . , j
′
k) ≤

J < I.

De fato, para a ordem lexicográfica temos (i1, . . . , ik+1) < (j1, . . . , jk+1) ⇔ para algum n, in <

jn e ∀m < n, im = jm.

a) Se g(ik+1) > jn, então continuamos tendo j′n < in e ∀ m < n, j′n = in, pois a inserção de

g(ik+1) na k-tupla (j1, . . . , jk) se dá depois do ı́ndice m consequentemente (j′1, . . . , j
′
k) ≤ J < I.

b) Se g(ik+1) < jm, então iremos ter g(ik+1) < jl, para algum l ≤ m, mas dáı j′n ≤ jn =

in, ∀n ≤ m e ,portanto, (j′1, . . . , j
′
k) ≤ J < I.

c) Se g(ik+1) = jm, então iremos ter j′k+1 = g(ik+1) = jm < im e, para l < m, temos j′l = jl = il

donde segue novamente que (j′1, . . . , j
′
k) ≤ J < I.

Mas, (j′1, . . . , j
′
k) ≤ J < I ⇒ J ′ < I ′ o que é uma contradição pois o I ′ é minimal em

sua órbita.

Pode-se ainda diminuir a lista usando a exigência de que cada face que devemos analisar

tenha um vetor normal α no semi-espaço que escolhemos 〈c, α〉 ≥ 0. Agora, se uma face é obtida

por intersectar duas ou mais facetas cujos todos os internos normais satisfazem 〈c, α〉 < 0, então

todo vetor normal α irá também satisfazer a desigualdade, pois os vetores normais para as faces

são combinações convexas dos normais das facetas que o definem. Portanto, pode-se eliminar

da lista todas as faces obtidas por intersectar somente facetas com ı́ndices entre 1 e 21. Depois

de usar a simetria e a condição do semi-espaço, somente as faces determinadas pelas seguintes
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lista de desigualdades tem que ser analisadas

{22} {25} {29} {33} {36} {48}
{2, 25} {2, 36} {14, 25} {14, 36} {18, 29} {22, 48}

{25, 36} {33, 48} {2, 14, 25} {2, 14, 36}
{2, 25, 36} {14, 25, 36} {2, 14, 25, 36}.

Em qualquer outra combinação de desigualdades foram encontradas umas das seguintes pro-

priedades:

• Ou as facetas não são incidentes no poĺıtopo (interseção vazia);

• Ou elas são incidentes mas determinam um sistema reduzido trivial;

• Ou então elas podem ser obtidas de uma combinação da lista usando simetria.

Para cada um desses sistemas reduzidos correspondentes, foi juntada a condição de normalização

(4.2) e usado o método da base de Groebner, para encontrar polinômios nas massas que estão

contidos no ideal resultante. Os ideais dos sitemas reduzidos induzidos pelas faces

{25}, {29}, {36}, {48}, {2, 36}, {18, 29}, {22, 48}, {25, 36}, {33, 48},

contém um dos polinômios mi, mi +mj ou mj que já sabemos serem não-nulos. Os ideais

{2, 25}, {14, 25}, {14, 36}, {2, 14, 25}, {2, 14, 36}, {2, 25, 36}, {14, 25, 36}, {2, 14, 25, 36}

contém somas das três massas mi +mj +mk. Isto deixa somente as facetas 22 e 33. Como foi

citado acima, os ideais da faceta 22 e suas contrapartes simétricas contém polinômios da forma

mimj − mkml. O ideal da faceta 33 é mais complicado. Ele contém um polinômio da forma

(mi +mj)
2(mk +ml)2(m3

i +m3
j )(m

3
k +m3

l )Q onde Q representa a expressão

Q = (m3
i −m3

j )
2
(m3

k −m3
l )

2
+ 4m3

im
3
j(m

3
k −m3

l )
2
+ 4m3

km
3
l (m

3
i −m3

j )
2
. (4.3)

Este polinômio também zera para algumas massas positivas (faça por exemplo mi = mj

e mk = ml) e então o correspondente vetor α é ainda uma posśıvel ordem para uma solução de

Puiseux.

Neste ponto, a análise dos sistemas reduzidos mostra que se mi 6= 0, mi + mj 6= 0 e

mi +mj +mk 6= 0, e m = m1 +m2 +m3 +m4 6= 0, então quase todos os posśıveis vetores α no
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semi-espaço 〈c, u〉 ≥ 0 são exclúıdos como posśıveis ordens de uma série de Puiseux solução de

nosso sitema.

As únicas possibilidades remanescentes são os múltiplos racionais positivos dos vetores

α22 = (0, 0,−1,−1, 0, 0) e α33 = (0,−1,−1,−1,−1, 0) e seus análogos simétricos (isto é, os

vetores normais às faces na órbita desses vetores). O objetivo agora é mostrar que essas ordens

também são imposśıveis.

4.3 Análise dos casos excepcionais

Assumindo que mi > 0, o objetivo é mostrar que não existem séries de Puiseux

solução de nosso sistema de nove equações cuja ordem α é um múltiplo positivo de α22 =

(0, 0,−1,−1, 0, 0) e α33 = (0,−1,−1,−1,−1, 0), isto irá completar a prova do Teorema 4.1, e

além do mais, de posse deste resultado poderemos aplicar o Teorema de Bernstein para efeti-

vamente encontrar uma cota superior para o número de equiĺıbrios relativos.

Se as massas são escolhidas tal que os polinômios correspondentes nas massas se

anulam, então podemos encontrar soluções das equações reduzidas em T. Mas, as equações

reduzidas apresentam apenas os coeficientes dos termos ĺıderes, então essas soluções represen-

tam apenas os termos ĺıderes de uma posśıvel série solução. Se realmente existe tal série solução,

ela deve possuir valores consistentes para os termos de mais alta ordem, entretanto, veremos

que isto não ocorre.

4.3.1 Faceta 22

A faceta 22 deu origem a um sistema reduzido cujas equações geram um ideal que

contém o seguinte polinômio nas massas P (m1, m2, m3, m4) = m1m4 −m2m3. Vamos assumir

que m1m4 = m2m3 e que mi > 0. Podemos observar diretamente que as equações são ho-

mogêneas nas massas e, então, podemos dividir o vetor (m1, m2, m3, m4) para obter m′
4 = 1.

Em outras palavras, podemos assumir que m4 = 1.

Desejamos analisar as posśıveis séries de Puiseux que começam com um múltiplo

racional positivo do vetor expoente α22 = (0, 0,−1,−1, 0, 0). Primeiro lembremos que nos-
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sas variáveis são ordenadas como r = (r12, r13, r14, r23, r24, r34). Pela Proposição 2.6 se a tal

série existe e é não constante então, a projeção da variedade V definida pelas equações sobre os

eixos r14 e r23 não consiste apenas de um conjunto finito e ,portanto, é dominante. Veja que se a

projeção da variedade sobre esses eixos fosse finita, então, as séries de Puiseux correspondentes

a essas coordenadas seriam constantes, e dáı o vetor ordem teria um 0 na posição de r14 e\ou
r23. Entretanto, soluções com tais posśıveis ordens já foram excluidas.

Como a projeção sobre os eixos é dominante, novamente pela Proposição 2.6, existirá

uma série de Puiseux solução com r14(t) = 1
t
, como desejamos que o vetor expoente seja

exatamente α22 (os demais vetores ordem forma exclúıdos com excessão de α33 que analisaremos

posteriormente). Então o termo lider da série de Puiseux r23(t) também é de grau −1, enquanto

todas as outras séries começam na ordem 0.

Agora, façamos a substituição r = (x12, x13,
1
t
, x23

t
, x24, x34). Fazemos a substituição

no sistema das equações de Dziobek e Albouy-Chenciner e tiramos os denominadores, então

obtemos um sistema de nove equações polinomiais F (t, X) = 0 em cinco incógnitas X =

(x12, x13, x23, x24, x34) com coeficientes que são polinômios em t. Então podemos expandir o

sistema como

F (t, X) = F0(X) + F1(X)t+ F2(X)t2 + . . . = 0.

Podemos ver então F (t, X) como uma função F : C6 → C9. Por análise direta das equações dá

pra mostrar também que F1(X) = 0. Agora, veja que se (r12(t), r13(t), r14(t), r23(t), r24(t), r34(t))

é uma série de Puiseux solução do sistema Albouy-Chenciner-Dziobek de ordem α22, então a

substituição (r12, r13, r14, r23, r24, r34) → (x12, x13,
1
t
, x23

t
, x24, x34) permite que escrevamos cada

xij como uma série de Puiseux de ordem 0 com X = (x12, x13, x23, x24, x34) sendo uma solução

do novo sistema. Portanto a equação F0(x(0)) = 0 é equivalente ao sistema reduzido de

equações para o vetor α22. Com isto é posśıvel determinar (ainda que não unicamente) os

termos constantes de xij(t). Eles são

x3
12(0) =

m2

1 +m2
, x3

34(0) =
1

1 +m2
, x3

13(0) =
m3

1 +m3
, x3

24(0) =
1

1 +m3
, x23(0) = ±i.

Usando o software Mathematica, não é d́ıficil mostrar que o posto de DF0 no ponto X(0) é 5.

Note que F (0, X) = F0(X), além do mais as funções coordenadas de F são funções polinomiais

e, portanto, anaĺıticas. Pelo Teorema da Função Impĺıcita existe uma vizinhança de 0 tal que

X se escreve como função de t e F (t, X(t)) = 0, para todo t nesta vizinhança. Além do mais
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como a função F (t, X) é anaĺıtica o Teorema da Função Implicita garante ainda que a função

X(t) é anaĺıtica e, então, podemos escrever X(t) como uma série de potências (Ver [12] p.277).

Como a expansão de F continua até a ordem 2, pomos

xij(t) = xij(0) + uijt
2 + vijt

3 + . . . .

Podemos truncar a série na potência em t3 pois isso é suficiente para nossos propósitos.

A substituição de xij(t) em F leva a um sistema de equações lineares para u =

(u12, . . . , u34) e v = (v12, . . . , v34). E, então, pode-se mostrar que as equações para u são consis-

tentes e determinam u unicamente. Entretanto, as equações para v são inconsistentes, e, por-

tanto, não pode existir série de Puiseux solução do sistema de ordem α22 = (0, 0,−1,−1, 0, 0).

Lembre ainda que todos os múltiplos racionais desse vetor induzem o mesmo sistema reduzido

e, portanto, também não podem ser ordem de uma série de Puiseux solução.

4.3.2 Faceta 33

Lembremos que a análise da faceta 33 gera a equação (4.3)

(mi +mj)
2(mk +ml)

2(m3
i +m3

j )(m
3
k +m3

l )Q

onde Q representa a expressão

Q = (m3
i −m3

j )
2
(m3

k −m3
l )

2
+ 4m3

im
3
j(m

3
k −m3

l )
2
+ 4m3

km
3
l (m

3
i −m3

j )
2
. (4.4)

Esta equação se anula se, somente se, Q se anula.

Suponhamos que (4.3) se anula para massas positivas, um caso é por exemplo quando

m1 = m2 em3 = m4. Em geral, Q se anula quandomi = mj emk = ml. Queremos excluir séries

de Puiseux cuja ordem é um múltiplo racional positivo do vetor α33 = (0,−1,−1,−1,−1, 0).

Como foi feito para α22, podemos assumir que a ordem é exatamente α33 e por r13(t) =
1
t
. Então,

como antes fazemos uma substituição (r12, r13, r14, r23, r24, r34) → (x12,
1
t
, x14

t
, x23

t
, x24

t
, x34) e isso

nos fornece um sistema F (t, X) = F0(X) + F1(X)t + F2(X)t2 + . . . = 0, do qual queremos

excluir soluções de Puiseux de ordem 0. As equações reduzidas para os termos ĺıderes nos dá

x3
12(0) =

m1

1 +m1
, x3

34(0) =
1

1 +m1
, x3

14(0) = ±i, x3
23(0) = ∓i, x24(0) = −1.
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Novamente, o posto de DF0(x(0)) é 5. Então, pode-se mostrar que F1(x(0)) = 0 ,então, mais

uma vez, usando o Teorema da Função Impĺıcita as posśıveis soluções tomam a forma

xij(t) = xij(0) + uijt
2 + vijt

3 + . . . .

Novamente encontramos que u = (u12, u14, u23, u24, u34) é unicamente determinado mas as

equações que determinam v = (v12, v14, v23, v24, v34) são inconsistentes. E, portanto, nenhum

múltiplo racinal positivo do vetor α33 pode ser ordem de uma série de Puiseux solução de nosso

sistema. Isto completa a prova de que o sistema determinado pelas equações de Dziobek e

Albouy-Chenciner possui um número finito de soluções no toro algébrico.

4.4 Limites Superiores e Limites Inferiores

4.4.1 Limite Inferior

Existem sempre exatamente 12 equiĺıbrios relativos colineares [39]. MacMillan e Bartky

[33] provaram um resultado de existência de um equiĺıbrio relativo convexo para cada uma das

6 ordenações ćıclicas distintas obtidas por rotação das 4 massas. O caso estritamente côncavo,

onde uma part́ıcula está contida no fecho convexo do triângulo formado pelos outros três pontos

é mais complicado.

Em [17] é mostrado que se todas as 4 massas são diferentes, então existe no mı́nimo 16

equiĺıbrios relativos côncavos, dando um limite inferior de 34 para o número total de equiĺıbrios

relativos (o limite inferior de 8 configurações côncavas estabelecido em [17] conta configurações

refletidas como equivalentes). Esse resultado pode facilmente ser refinado para dar à seguinte

proposição, cuja prova contém algumas informações geométricas adicionais sobre essas con-

figurações.

4.3 Proposição. Existem sempre no mı́nimo 14 equiĺıbrios relativos côncavos no problema

dos quatro-corpos. A menos que exatamente três das massas sejam iguais, existem no mı́nimo

16 equiĺıbrios relativos côncavos.

Demonstração: A prova é baseada no principal resultado em [17] que pode ser formulado

como segue. Primeiro introduzimos um modo de nomear uma configuração côncava das quatro
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massas. Uma das massas está dentro do triângulo cujos vertices são os outros três,, chame-a de

mc. Para um triângulo escaleno, seus lados podem ser nomeados de acordo com o comprimento

de modo único, L, I e S tal que L > I > S. Refletindo a configuração, se necessário, nós

podemos sempre assumir que as arestas ocorrem em sentido anti-horário de acordo com a ordem

L, I e S. Nomeamos as massas opostas as arestas L, I e S como mL, mI e mS, respectivamente,

então elas também vão estar em sentido anti-horário em torno do triângulo. Para um triângulo

isoceles que não é equilátero, então ou L ou S irão ser unicamente determinado (de fato, dois

lados tem o mesmo comprimento, o terceiro deve ter comprimento maior ou menor que os

outros, e de acordo com o caso será chamado de L ou S). Os outros dois lados podem ser

nomeados de maneira a encontrar o sentido anti-horário. Para o triângulo equilátero, escolha

o nome dos lados de modo a encontrar o sentido anti-horário (Sabemos que este caso ocorre

somente se mL = mI = mS).

Com essas convenções; o principal resultado de [17] mostra que existe um equiĺıbrio

relativo côncavo desta forma desde que

mI ≥ mL e mI ≥ mS. (4.5)

E é claro que a reflexão desta configuração irá ser um equiĺıbrio relativo que não pode

ser obtido por outros por rotação com as massas mL, mI e mS mantendo sentido horário.

Dadas quatro massas m1, m2, m3 e m4, obtemos várias configurações côncavas difer-

entes assumindo que as massas nomeadas convenietemente da formamC , mL, mI emS. Assuma,

sem perda de generalidade que m1 ≥ m2 ≥ m3 ≥ m4. Então as 8 seguintes permutações irão

satisfazer (4.5)

(mC , mI , mL, mS) = (m1, m2, m3, m4) (m2, m1, m3, m4) (m3, m1, m2, m4) (m4, m1, m2, m3)

(m1, m2, m4, m3) (m2, m1, m4, m3) (m3, m1, m4, m2) (m4, m1, m3, m2).

No entanto, se nenhuma das três massas são iguais, é fácil ver que os 16 equiĺıbrios

relativos determinados pelas 8 configurações e seus pares refletidos não são equivalentes sobre a

nossa simetria rotacional. Primeiro, note que se duas configurações são equivalentes, então elas

devem ter a mesma massa central e as massas sobre o triângulo devem estar em ordem ćıclica.

Para uma massa fixada mC só existem duas permutações na lista acima e elas tem os vértices do
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triângulo em ordem opostas. Finalmente, essas duas configurações não podem ser equivalentes

a qualquer outra das reflexões. Para ver isso, note que como o triângulo não é equilátero, ao

menos uma das arestas L ou S está unicamente determinada pela geometria (independente de

nossa convenção de ordenação acima). Neste caso, as duas configurações equivalentes poderiam

ter tido a mesma escolha para mL ou mS. Mas, as duas diferentes permutações da lista que

tem o mesmo mC , sempre diferem em ambos mL e mS.

Como Albouy [1] mostrou que existem 50 equiĺıbrios relativos quando todas as quatro

massas são iguais, resta somente considerar o caso onde exatamente três das quatro massas são

iguais. Se m1 = m2 = m3 > m4 então as seis permutações na tabela com mC 6= m4 ainda

fornecem 12 equiĺıbrios relativos. Mas as outras duas configurações devem ser concebidas como

triângulos equiláteros com m4 no centro. Essas são equivalentes a alguma outra reflexão e nós

obtemos 14 ao todo. O caso m1 > m2 = m3 = m4 é semelhante. �

Um resultado complementar de Xia [55] dá uma prova relativamente simples de um

limite inferior de 16 equiĺıbrios relativos côncavos. Se assumirmos a hipótese de que uma certa

função IU2 é não degenerada, de outro modo existem no mı́nimo 8. Aqui U =
∑

i<j

mimjr
−1
ij é

o potencial e I = m−1
∑

i<j

mimjr
2
ij é o momento de inércia.

Para resumir, podemos dizer que existem no mı́nimo 32 equiĺıbrios relativos no prob-

lema dos quatro corpos, no entanto se exatamente três das massas são iguais e a função IU2 é

degenerada existem no mı́nimo 34 equiĺıbrios relativos.

4.4.2 Limite Superior

Mostramos que para massas positivas, as nove equações de Albouy-Chenciner e as

equações de Dziobek tem uma quantidade finita de soluções r = (r12, . . . , r34) no toro algébrico

complexo. Como o número de equações usado excede o número de incógnitas, não é posśıvel

aplicar diretamente o limite do volume misto da teoria BKK ao nosso sistema. Entretanto, nós

iremos aplicar ele ao sistema de 10 equações e 10 incógnitas obtido em (1.17).

Como observado antes, qualquer equiĺıbrio relativo determina uma solução de (1.17)

com rij 6= 0 e zi 6= 0. Entretanto, é posśıvel que k = 0, o que nos impede de usar o limite
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BKK, já que ele vale somente no caso em que não existem soluções nulas. Para superar esta

dificuldade substituimos as equações f1 = . . . = f4 = 0 pelas diferenças





f1 − f4 = 0

f2 − f4 = 0

f3 − f4 = 0

para

obter um sistema de 10 equações para (r, z). Então, o limite superior para o número de soluções

complexas

(r, z) ∈ T 10((r, z) = (r12, r13, r14, r23, r23, r34, z1, z2, z3, z4))

dá um limite superior para o número de classes de equivalência de equiĺıbrios relativos. De fato,

estamos interessados somente em soluções com rij reais e positivos.

O principal ponto é que existem duas soluções (r, z) ∈ T 10 do novo sistema para cada

solução r ∈ T 6 das equações de Albouy-Chenciner e Dziobek. Para ver isto, suponha que nós

temos uma solução (r, z) de nossas dez equações com rij 6= 0. Iremos mostrar que r satisfaz as

nove equações de Albouy-Chenciner e Dziobek. Primeiro, as equações de Dziobek (1.15) seguem

imediatamente das equações Sij = zizj . Agora iremos mostrar como encontrar a equação de

Albouy-Chenciner com (i, j) = (1, 2); as outras podem ser encontradas de um modo similar se

pomos (i, j) = (1, 2) em

n∑

k=1

mk[Sik(r
2
jk − r2ik − r2ij) + Sjk(r

2
ik − r2jk − r2ij)] = 0 (4.6)

e substituindo Sij por zizj obtemos

4∑

k=1

mk[zizj(r
2
jk − r2ik − r2ij) + zjzk(r

2
ik − r2jk − r2ij)] = 0 ⇒ (4.7)

m1[z1z2(r
2
21 − r211 − r212) + z2z1(r

2
11 − r221 − r212)]+

m2[z1z2(r
2
22 − r212 − r212) + z2z2(r

2
12 − r222 − r212)]+

m3[z1z3(r
2
23 − r213 − r212) + z2z3(r

2
13 − r223 − r212)]+

m4[z1z4(r
2
24 − r214 − r212) + z2z4(r

2
14 − r224 − r212)] =

−2(m1 +m2)z1z2 +m3z1z3(r
2
23 − r213 − r212) +m3z2z3(r

2
13 − r223 − r212)+

m4z1z4(r
2
24 − r214 − r212) +m4z2z4(r

2
14 − r224 − r212) = 0.
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Por outro lado,

−(z1 + z2)r
2
12f0 + (z2 − z1)(m2z2r

2
12 −m1z1r

2
12 +m3z3(r

2
13 − r223)) +m4z4(r

2
14 − r224) =

m1(−z21r
2
12 − z2z1r

2
12 + z21r

2
12 − z2z1r

2
12) +m2(−z2z1r

2
12 − z22r

2
12 + z22r

2
12 − z2z1r

2
12)

+m3(−z3(z1 + z2)r
2
12 + z3(z2 − z1)(r

2
14 − r224)) +m4(−z4(z1 + z2)r

2
12 + (z2 − z1)z4(r

2
14 − r224)) =

m1(−2z2z1r
2
12) +m2(−2z2z1r

2
12) +m3z1z3(r

2
23 − r213 − r212) +m3z2z3(r

2
13 − r223 − r212)

+m4z1z4(r
2
24 − r212 − r214) +m4z2z4(r

2
14 − r212 − r224),

Ou seja, se temos (r, z) uma solução de (1.17), fazendo

−(z1 + z2)r
2
12f0 + (z2 − z1)(f1 − f2)

encontramos uma solução para a equação de Albouy-Chenciner com (i, j) = (1, 2). As outras

são obtidas de um modo similar, ou seja, nosso sistema de 10 equações de Albouy-Chenciner e

Dziobek é obtido do sistema (1.17)

Agora iremos mostrar que dado qualquer r ∈ T 6, existe no máximo dois modos de

encontrar z ∈ T 4, tal que zizj = Sij vale. Como todos os zi são não-nulos, devemos ter

Sij 6= 0. Então, as razões entre os zi’s são unicamente determinadas por equações da forma

zi
zj

= Sik

Sjk
. Pondo zi = cςi, onde ςi =

zi
z4
, temos então c2ς1ς2 = S12 e logo c2 = S12

ς1jς2j
assim c fica

determinado a menos de sinal. Mas, ςi já é conhecido (pois, é razão entre os zi’s), logo cada zi

é determinado a menos de sinal por zi = cςi. Escolhido o sinal de c, determinamos zi. Existem

portanto apenas duas maneiras de determinar z, uma referente a cada escolha do sinal de c. Se

mi > 0, mostramos que os sistema formado pelas equações de Albouy-Chenciner e Dziobek têm

uma quantidade finita de soluções r ∈ T 6 e portanto nosso sistema de 10 equações tem uma

quantidade finita de soluções em T 10. Então o teorema de Bernstein mostra que o número de

soluções é limitado superiormente pelo volume misto dos poĺıtopos de Newton Pi, i = 1, . . . , 10

dessas equações.

Usando o programa Mixvol encontramos que o volume misto é 25380 [14]. Isto limita

o número de soluções complexas com todas as variáveis não-nulas. Entretanto, no máximo

um terço dessas soluções podem ter valores reais para as distâncias mútuas rij. Para ver

isto, note que se (r, z) ∈ T 10 é qualquer solução então (ωr, z) também é, onde ω é qualquer

raiz terça da unidade. Isto segue do fato de que para cada monômio em cada equação de

Albouy-Chenciner, a soma dos expoentes das variáveis rij é 9 ou 12 e ,portanto, obtemos

o mesmo valor colocando rij ou ωrij. Ou seja para cada solução real encontramos mais duas
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soluções complexas. Então existem no máximo 25380
3

= 8460 soluções reais (r, z). Como existem

exatamente 12 equiĺıbrios relativos colineares que não foram inclúıdos aqui, nosso limite superior

para o número de equiĺıbrios relativos de quaisquer 4 massas positivas é 8472.
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Conceitos Básicos e Teoremas da Geometria Algébrica

Nesta seção, discutiremos brevemente alguns resultados de geometria algébrica que

nos serão úteis, enuciaremos também um resultado de álgebra comutativa, nomeado teorema

de Hilbert Nullstellensatz, em sua versão fraca.

4.4 Definição. Seja K um corpo, e seja f1, . . . , fs polinômios em K[x1, . . . , xn]. Então o

conjunto V (f1, . . . , fs) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn : fi(a1, . . . , an) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ s} é a

variedade afim definida por f1, . . . , fs.

Então, uma variedade afim V (f1, . . . , fs) ⊂ Kn é o conjunto de todas as soluções de

um sistema de equações 



f1(x1, . . . , xn) = 0
...

fs(x1, . . . , xn) = 0.

Seja K um corpo. Definimos uma relação de equivalência ∼ entre os pontos não-nulos

de Kn+1 pondo

(x′
0, . . . , x

′
n) ∼ (x0, . . . , xn)

se existe um elemento não-nulo λ ∈ K tal que (x′
0, . . . , x

′
n) = λ(x0, . . . , xn).

4.5 Definição. O espaço projetivo n-dimensional sobre um corpo K, denotado por Pn(K) é

o conjunto das classes de equivalência definidas pela relação ∼ em Kn+1 \ {0}. Então

Pn(K) = (Kn+1 \ {0})/ ∼ .

Os elementos de Pn(K) serão denotados por [a], onde a ∈ Kn+1.

86
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4.6 Proposição. Seja f ∈ K[x1, . . . , xn] um polinômio homogêneo de grau d. Se f se anula

sobre um ponto b ∈ [a], então f se anula sobre todos os pontos em [a].

Demonstração: Se c ∈ [a], então c = λb com λ 6= 0, donde f(c) = f(λb) = λdf(b) = 0. �

Dizemos que f([b]) = 0, se f(x) = 0, ∀x ∈ [b]. Então , pela proposição anterior, se f

é um polinômio homogêneo V (f) = {[b] ∈ Pn
K ; f([b]) = 0} está bem definido. Mais geralmente

temos:

4.7 Definição. Seja K um corpo e sejam f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn] polinômios homogêneos.

Então o conjunto

V (f1, . . . , fs) = {[a] ∈ Pn(K) : fi([a]) = 0, para todo 1 ≤ i ≤ s}

é a variedade projetiva definida por f1, . . . , fs.

Vejamos agora um teorema que será útil para associarmos uma variedade a um ideal.

4.8 Teorema (Teorema da Base de Hilbert). Seja K um corpo. Todo o ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn]

tem um conjunto finito de geradores. Isto é, I =< g1, . . . , gs > para alguns g1, . . . , gs ∈ I.

Demonstração: Ver [10], (p. 74). �

4.9 Definição. Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal. Então, denotaremos por V (I) o conjunto

V (I) = {(a1, . . . , an) ∈ Kn : f(a1, . . . , an) = 0 para todo f ∈ I}.

4.10 Proposição. V (I) é uma variedade afim. Em particular, se I =< f1, . . . , fs >, então

V (I) = V (f1, . . . , fs).

Demonstração: Ver [10], (p. 77). �

4.11 Definição. Sejam I, J ideais de um anel A. Então,

a) O ideal I + J = {a + b : a ∈ I, b ∈ J} é chamado o ideal soma de I e J ,

b) O ideal IJ = {ab; a ∈ I, b ∈ J} é chamado o ideal produto de I e J .
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Precisamos do seguinte lema para nossa próxima definição.

4.12 Lema. Sejam I1 e I2 ideais de K[x1, . . . , xn] e {Iα}α∈A uma famı́lia de ideais emK[x1, . . . , xn].

a) I1 ⊂ I2 ⇒ V (I2) ⊂ V (I1),

b) V (I1) ∪ V (I2) = V (I1 ∩ I2) = V (I1I2),

c)
⋂

α∈A

V (Iα) = V (
∑

α∈A

Iα).

Demonstração:

a) Se [a] ∈ V (I2), então f([a]) = 0, ∀f ∈ I2. Em particular, f([a]) = 0, f ∈ I1. Portanto,

[a] ∈ V (I1).

b) Seja [a] ∈ V (I1) ∪ V (I2). Sem perda de generalidade, suponha [a] ∈ V (I1). Como

I1∩ I2 ⊂ I1 pelo item a) temos V (I1) ⊂ V (I1∩ I2), portanto [a] ∈ V (I1∩ I2). Ainda como

I1I2 ⊂ I1∩I2, novamente pelo item a) obtemos V (I1∩I2) ⊂ V (I1I2). Donde [a] ∈ V (I1I2),

e segue a inclusão V (I1) ∪ V (I2) ⊂ V (I1I2).

Agora, suponha por contradição que exite [a] ∈ Pn tal que [a] ∈ V (I1I2)\ (V (I1)∪V (I2)).

Logo, existem f ∈ I1 e g ∈ I2 tais que f([a]) 6= 0 e g([a]) 6= 0. Portanto, temos que

fg([a]) 6= 0, uma contradição pois fg ∈ I1I2. Isto prova a inclusão V (I1I2) ⊂ V (I1)∩V (I2)

e portanto b).

c) Seja [a] ∈
⋂

α∈A

V (Iα). Então, f([a]) = 0, ∀f ∈ Iα, ∀α ∈ A e, portanto,

f([a]) = 0, ∀f ∈ V (
∑

α∈A

Iα) =⇒ [a] ∈ V (
∑

α∈A

Iα).

Como Iα ⊂
∑

α∈A

Iα, ∀α ∈ A, pelo item a), V (
∑

α∈A

Iα) ⊂ V (Iα), ∀α ∈ A. Assim, V (
∑

α∈A

Iα) ⊂
⋂

α∈A

V (Iα).

�

Portanto, pelo lema acima, podemos definir uma topologia em Pn(K), onde a famı́lia

de fechados serão as variedades projetivas. Esta topologia é chamada topologia de Zariski em

Pn.
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4.13 Definição. Um aberto de Zariski é o complemento de uma variedade projetiva em Pn(K).

4.14 Definição. Uma variedade quasi-projetiva é um aberto relativo de uma variedade proje-

tiva na topologia de Zariski induzida.

Note que, se V é uma variedade quasi-projetiva então V = X ∩ A onde X é uma

variedade projetiva e A é um aberto, donde Ac é fechado, segue que V = X ∩A = X \ AC , ou

seja, as variedades quasi-projetivas são justamente os conjuntos que podem ser expressos como

diferenças entre dois conjuntos fechados. Usaremos o termo variedade para denotar variedade

afim ou variedade projetiva.

4.15 Definição. O fecho de uma variedade quasi-projetiva V é a menor variedade projetiva,

com respeito à inclusão, que contém V . Denotamos o fecho de V por V .

4.16 Definição. Uma variedade X é redut́ıvel, se existem subconjuntos fechados próprios X1,

X2 $ X tais que X = X1 ∪X2. Caso contrário, dizemos que V é irredut́ıvel.

4.17 Teorema. Seja V uma variedade. Então V pode ser escrito como uma união finita

V =
m⋃

i=1

Vi, onde cada Vi é uma variedade irredut́ıvel.

Demonstração: Ver [46] (p.34) ou [10] (p.200). �

4.18 Definição. Seja V uma variedade, tal que V =
m⋃

i=1

Vi, onde cada Vi é um conjunto fechado

irredut́ıvel. Se Vi * Vj para todo i 6= j então dizemos que tal representação é irredundante, e

os V ′
i s são as componentes irredut́ıveis de V .

4.19 Teorema. Seja V uma variedade. Então existe uma decomposição V =

m⋃

i=1

Vi, além do

mais essa decomposição é única.

Demonstração: Ver [46] (p. 34) ou [10] (p. 203). �

4.20 Definição. A dimensão de uma variedade quasi-projetiva irredut́ıvel V ⊂ C, denotada

por dimV , é o número d, tal que existe um aberto de Zariski em V tal que para todo ponto nesse

aberto, V é definida localmente (na topologia de Zariski) por n− d polinômios com diferenciais

independentes.
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4.21 Definição. Se V é uma variedade quasi-projetiva redut́ıvel, definimos a dimensão de V

como o máximo da dimensão de suas componentes irredut́ıveis.

Pode-se mostrar que a dimensão de uma variedade quasi-projetiva satisfaz as seguintes

propriedades:

a) Uma variedade quasi-projetiva V tem dimensão 0 se, e somente se, V é um conjunto finito

não-vazio;

b) Se V ′ ⊂ V é uma subvariedade então vale dimV ′ ≤ dimV . Para demonstração ver [46];

c) Se K = C, então dimC = 1.

4.22 Definição. Sejam V ⊂ Pn(K) e W ⊂ Pr(K). Uma aplicação f : V → W é regular

em um ponto se é definida por polinômios homogêneos de mesmo grau, que não se anulam

simultaneamente em [z]. A aplicação f é regular em um ponto [z] ∈ V , se existe uma vizinhaça

de [z] (na topologia de Zariski) tal que nesta vizinhaça f é definida por polinômios homogêneos

de mesmo grau, que não se anulam simultaneamente nesta vizinhança, f será dita regular se

for regular em todos os pontos de V .

Em particular, a projeção π : V → K é uma aplicação regular pois é definida por um

polinômio em uma variável.

4.23 Definição. Uma aplicação f : V → W entre variedades é dita dominante se f(V ) = W.

4.24 Teorema. Se f : V → W é uma aplicação regular dominante, então f(V ) contém um

aberto não trivial.

Demonstração: Ver [46] (p. 63). �

Agora demonstraremos uma proposição que será útil em nossos propósitos.

4.25 Proposição. Seja V ⊂ Cn uma variedade quasi-projetiva. Então πi : V → C, a projeção

na i-ésima coordenada, é tal que πi(V ) é um conjunto finito ou possui complementar finito.
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Demonstração: Como πi(V ) ⊂ C, então πi(V ) ⊂ C, portanto dimπi(V ) ≤ dimC = 1, assim

temos que dimπi(V ) = 0 ou dimπi(V ) = 1. Se dim πi(V ) = 0, então V é um conjunto finito de

pontos, e o resultado está demonstrado. No entanto, se dimπi(V ) = 1, então tome o sistema




f1(x) = 0,
...

fm(x) = 0,

que define πi(V ), em particular πi(V ) é infinito e, portanto, cada polinômio deve ter um número

infinito de ráızes, logo, pelo Teorema Fundamental da Álgebra os polinômios são identicamente

nulos. Segue, então, que πi(V ) = C, e ,portanto, πi é dominante. Pelo teorema anterior existe

um aberto de Zariski não trivial U ⊂ πi(V ), mas então U c é fechado e, portanto, é o conjunto

solução de um sistema de equações 



g1(x) = 0,
...

gk(x) = 0.

Note que U c é finito, caso contrário, pelo mesmo argumento acima os g′is seriam triviais,

logo U c = C, ou seja, U = ∅, uma contradição pois U é não trivial.

Mas, U ⊂ πi(V ) ⇒ πi(V )c ⊂ U c e ,portanto, πi(V )c é finito. �

Terminaremos esta seção com um teorema de Álgebra Comutativa, que é usado no

texto. Esse teorema será apresentado em sua versão fraca.

4.26 Teorema (Nullstellensatz). Seja K um corpo algebricamente fechado e seja I ⊂ K[x1, . . . , xn]

um ideal satisfazendo V (I) = ∅. Então I = K[x1, . . . , xn].

Mais especificamente usaremos o seguinte corolário:

4.27 Corolário. Seja W ⊂ Kn uma variedade afim, onde K é um corpo algébricamente

fechado, e suponha que W é definida pelo sistema de equações polinomiais




f1(x1, . . . , xn) = 0,
...

fm(x1, . . . , xn) = 0,

então W = ∅ se, e somente se, vale uma equação da forma f1g1 + . . . + fmgm = 1, onde

fi, gi ∈ K[x1, . . . , xn], i = 1, . . . , m.
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Demonstração: Seja I =< f1, . . . , fm >. Se W = V (I) = ∅ então, pelo Nullstellensatz,

I = K[x1, . . . , xn] e, portanto, 1 ∈ I. Logo, existem g1, . . . , gm ∈ K[x1, . . . , xn] tal que

f1g1 + . . .+ fmgm = 1,

Reciprocamente, se vale uma equação da forma f1g1 + . . . + fmgm = 1 então W = ∅, pois se

existisse p ∈ W, então como fi(p) = 0, ∀i teŕıamos

1 = f1(p)g1(p) + . . .+ fm(p)gm(p) = 0,

uma contradição. �
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