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Resumo

O problema de finitude para equilibrios relativos de n-corpos foi proposto por J. Chazy
e A. Wintner, e foi listado por Smale como problema 6 em sua lista de problemas matematicos
para este século. Este problema foi resolvido para o caso n = 4, por Richard Moeckel e Marshal
Hampton, que obtiveram o seguinte resultado: Se as massas sao positivas, entao existe somente
um numero finito de classes de equivaléncia dos equilibrios relativos para o problema Newtoniano

dos quatro corpos.

Para obter esse resultado, foram usadas algumas idéias de geometria algébrica que
fornecem critérios testaveis para determinar se o numero de solucoes de um dado sistema de
equacoes polinomiais é finito. Tais critérios sao de um tipo que podem ser testados computa-
cionalmente com exatidao. Para isso é usada a teoria BKK, que relaciona equacgoes polinomiais
com politopos de Newton e com um invariante geométrico dos politopos chamado volume misto

que da um limite superior para o ntimero de solugoes do sistema.

Para equilibrios relativos existem dois conjuntos de equagoes que sao polinémios cujas
variaveis sao as distancias mutuas entre os corpos e os coeficientes sao as massas, essas equacoes
sao conhecidas como equagoes de Albouy-Chenciner e equagoes de Dziobek. A analise dessas
equacoes através da teoria BKK leva ao resultado de finitude, usando o teorema de Bernstein

obtém-se que o nimero de equilibrios relativos é no maximo 8472.

Palavras-Chave: Equilibrio relativo, Equacoes de Albouy-Chenciner, Equagoes de

Dziobek, Politopos de Newton, Teorema de Bernstein, Finitude.



Abstract

The problem of finitude for relative equilibrium of n-body problem was proposed by
J. Chazy and A. Wintner, and listed by Smale as problem 6 on his list of problems for this
century. This problem went solved in the case n=4 by Richard Moeckel and Marshal Hampton,
that obtained the follow result: If the masses are positive, then there are only a finite number

of equivalence classes of relative equilibria for the Newtonian four-body problem.

In order to obtain this result, was used some ideas of algebraic geometry which give
testable criteria for to determine if the number of solutions of a given system of polinomials
equations is finite. These criteria are of an kind that can be computable with exactness. In
order to this, is used BKK theory, which relate polinomials equations with Newton polytopes
and an geometric invariant of the polytopes called mixed volume which gives a upper bound

for the number of solutions of the system.

For relative equilibria there are two sets of equations that are polinomials which
variables are the mutuals distances between the bodies and the coefficients are the masses,
these equations are know as the Albouy-Chenciner equations and Dziobek equations. The
analyze of that equations through BKK theory lead to the result of finitude, by using the

Bernstein theorem to get that the number of solutions is at most 8472.

Keywords: Relative Equilibrium, Albouy-Chenciner equations, Dziobek equations,

Newton Polytopes, Bernstein theorem, Finitude.



“Quando os problemas sao muito grandes, os desafios

tornam-se apaizonantes.”

(Dom Helder Camara)
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Introducao

Suponha n particulas pontuais com massa m; > 0 e posicoes z; € R?, se movendo de

acordo com as leis do movimento de Newton

mii; = mimj(? — :Cj), 1<j<n,

— T
i#j K

onde r;; ¢ a distancia entre z; e x;.

Um equilibrio relativo é uma solucao da equagao anterior em R? da forma z;(t) =
R(t)x;(0) onde R(t) é a rotagdao uniforme em torno de algum ponto ¢ € R?. Dois equilibrios
relativos sao considerados equivalentes se um deles pode ser obtido do outro por uma rotacao,

translacao ou dilatagao do plano.

O problema da finitude do nimero de classes de equivaléncia de equilibrios relativos
de n-corpos é um importante problema da Mecanica Celeste que foi proposto por Chazy [8] e
Wintner [52], entretanto mesmo depois de vérias décadas o problema ainda nao foi resolvido
totalmente. Em 1998, Smale [49] relacionou este como o problema 6 em sua lista de proble-
mas matematicos para este século. Na formulacao de Smale: “No problema dos n-corpos da
mecanica celeste, é finito o nimero de equilibrios relativos, para qualquer escolha de niimeros

reais positivos mq, ..., m, como massas?”

O objetivo deste trabalho é mostrar como esse problema foi resolvido no caso n = 4.
Neste caso, existem no minimo 32 classes de equilibrios relativos e no maximo 8472 classes de
equivaléncia. Para obter tais resultados foi usada a Teoria BKK. Os resultados desta teoria tem
sido importante para resolver certas questoes de finitude no campo da Mecanica Celeste. Por
exemplo, em [38], é provado a conjectura de Saari para o caso de trés corpos no plano usando
Teoria BKK. Também, usando a Teoria BKK foi possivel mostrar a finitude no problema planar

restrito de 4-corpos [27].
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O problema da finitude de equilibrios relativos no caso de trés corpos é bem conhecido.
Existem cinco classes de equivaléncia de equilibrios relativos. Dois sao triangulos equilateros
descobertos por Lagrange [28] e os outros trés sao configuragoes colineares encontradas por
Euler [15]. As solugoes dos triangulos equildteros de Lagrange se generalizam para tetraedros
para o problema de quatro corpos e para simplices regulares de n-corpos em dimensao n — 1
[43]. Para o caso de configuragoes colineares, Moulton encontrou o nimero exato de equilibrios
relativos para o caso geral [39]. Existem ainda resultados de finitude para algumas familias de

configuragoes simétricas do tipo “kite” de n + 2-corpos num espaco de dimesao n [22].

Para o caso de quatro corpos ainda nao ha uma classificagao completa, contagens exatas
sao conhecidas apenas no caso de massas iguais [1], ou entao onde se assume que algumas massas
sao suficientemente pequenas [50, 54], ou ainda no caso de duas massas nao-nulas iguais [23].
No caso de 5-corpos, se massas negativas sao permitidas, um continuum de equilibrios relativos

pode ocorrer [42].

No caso n = 4, existem dois conjuntos de equacoes polinomiais nas distancias mutuas,
cujos coeficientes sao as massas. Através da teoria BKK, é possivel mostrar que o sistema
definido pelos dois conjuntos de equacgoes possui um numero finito de solugoes com todas as

variaveis nao-nulas. Isto permite obter o resultado da finitude.

A sigla BKK se refere aos nomes de Bernstein, Khovansky e Kushnirenko. Um dos
principais resultados nesta teoria é o teorema de Bernstein. A parte da teoria BKK usada
neste trabalho pode ser delineada do seguinte modo: Alguns resultados da geometria algébrica
permitem mostrar que o sistema de equacoes polinomiais com um numero infinito de solucoes
possui uma solucao representada por série de Puiseux . A substituicao da série de Puiseux no sis-
tema induz alguns “sistemas reduzidos”aos quais associamos politopos inteiros, pela geometria
desses politopos é possivel reduzir o nimero de sistemas reduzidos a um numero finito. Para
os sistemas reduzidos pode-se testar, usando computador, se existem solucoes. Se todos os
sistemas reduzidos nao possuem solucao, entao o sistema original possui finitas solugoes. Ainda
mais, o teorema de Bernstein fornece um limite superior para o ntmero de solucoes, conhecido
como limite BKK. Este limite permite dar uma cota superior de 8472 para o nimero de classes
de equilibrios relativos, a cota inferior de 32 é obtida listando-se os equilibrios relativos ja

conhecidos.



Capitulo 1

Finitude de Equilibrios Relativos no

Problema dos Quatro Corpos

Neste capitulo o objetivo é delinear o problema, bem como, obter conjuntos de equacoes
que o represente, para em capitulos posteriores limitar o ntimero de solucoes das equacoes e

consequentemente o nimero de solucoes do problema.

1.1 Preliminares

O problema Newtoniano dos n-corpos é o estudo da dinamica de n-particulas pontuais
com massas m; > 0 e posicoes ; € R? se movendo de acordo com as leis do movimento de

Newton:

mii; =y mimj(“? = %) . 1<j<n, (1.1)

r
i i

onde r;; ¢ a distancia entre z; e x; .
Um movimento de equilibrio relativo é a solugao de (1.1) em R? da forma

z;(t) = R(t)x;(0)

onde R(t) é a rotacao uniforme com velocidade v # 0 em torno de algum ponto ¢ € R?, ou seja

¢é a uma solucao do sistema que esta contida em um plano. Tal solugao é possivel se, e somente
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se, as posicoes iniciais z;(0) satisfazem as equagoes algébricas

A(@—c):Z%,légén, (1.2)
i i

onde A = —12 < 0.

E facil ver que o centro de rotacgao, c, deve ser o centro de massa. De fato, tomando a

equacao (1.2) e multiplicando ambos os membros por m; obtemos

mA(z; —¢) =Y mjmi(fj —%) 1<j<n (1.3)

Dai somando em j temos

ij)\(xj—c):zz J <T3 ]),1<j<n.
=1

J=1 i#j g

Observe que o lado direito se anula, pois na soma ao fazer variar os indices i e j aparecem

termos opostos. Isto nos da entao:

ij rj—c)=0 = )\Zm] ;—c) =0,

J=1

como A = —12 < () temos

ij —c)=0 = Zm]x] Zm]c—O

Z" m;T;
— ij%‘ = (ij)c — ==
=1 j=1 Zj:l m;

e, portanto, c é o centro de massa.

A solucao dessas equacoes é chamada uma configuracao de equilibrio relativo ou so-
mente um equilibrio relativo. Cada equilibrio relativo realmente da origem a uma familia
de movimentos elipticos periddicos variando de uma rotagao circular rigida até o colapso ho-
motético. Eles também sdo importantes no estudo da topologia de variedades integrais ([48],
[7] e [34]). Mais geralmente, uma solugao de (1.2) com x; € R? é chamada uma configura¢ao

central. Um equilibrio relativo é somente uma configuracao central plana.

As equagoes (1.2) sao invariantes por transformagoes de rotagao, translagao e dilatagao
no plano. De fato, se X = (z1...x,) é uma configuracao de equilibrio relativo, e se 7;; sao as

novas distancias depois da transformacao, entao temos os casos:
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a) Seja T a dilatacao por um fator o > 0 a partir do centro de massa entao temos:

T(z;) =c+ a(z; —c).

Veja que T'(c) = c, isto é, o centro de massa nao é alterado, vale

iy = || T(x:) = T(2))|] = lle + a(z; — ¢) = (¢ + alz; - c))||

= [la(zi = 2))|| = af|zi — ;|| = ary.
e
T(xj)—c = afzj—c) = é(T(xj) —c) = (z;—c),
segue que

mi(T'(x;) — T'(x; a(r; —
3 (T'(z:) — T'(y)) 3 ( )

~3 ~ \3
i "ij 7 (aTi)
D AR
i#] i
A
= 5(T(z;) —¢)

Portanto a configuracao é de equilibrio relativo.

b) Seja S uma rotacao ou translagdo. Sabemos que rotacoes e translagdes preservam

distancias, entao vale:

rig = S(z:) = S(a;) =M 2 =25 [|= 74,

donde segue que

A(S(zj) = S(e)) = S\zj—c) = S (Z W)
mi(S(wi) — S(a; m;(S(z;) — S(x;
:Z((>3()):Z(() (7))

re.
i i i i

Dois equilibrios relativos sao considerados equivalentes se eles estao relacionados por

essas operacoes de simetria.
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Os equilibrios relativos do problema dos trés corpos ja sao bem conhecidos. A menos
de simetria, existem sempre exatamente cinco equilibrios relativos. Dois deles sao os triangulos
equilateros de Lagrange [28] e os outros trés sdo as configuracoes colineares descobertas por
Euler [15]. Para o caso colinear uma conta exata dos equilibrios relativos de n-corpos foi encon-
trada por Moulton [39]. Existe um tinico equilibrio relativo colinear para qualquer ordenagao
das massas em linha reta, entao tomando em conta as rotacoes no plano existem %' classes de
equivaléncia de equilibrios relativos colineares, numa linha o nimero de configuragoes seria n!,
que sao todas as permutagoes de posicoes em linha reta dos n-corpos, mas cada permutagao na
orientacao oposta é obtida atraves da rotacao de 180° e como as configuracoes irao ser contadas
modulo rotagao temos %' equilibrios. Elas podem ser pensadas como generalizando o equilibrio
relativo dos trés corpos de Euler. As solucoes de triangulos equilateros de Lagrange também se
generalizam para tetraedros para o “problema dos quatro corpos” [30] e para simplices regulares
de n-corpos em dimensao (n — 1)[43], embora neste caso sejam configuragoes centrais ao invés
de equilibrios relativos. Entretanto, ja no problema dos quatro corpos, existe complexidade
suficiente impedindo uma classificacao completa dos equilibrios relativos nao-colineares. De
fato, uma conta exata é conhecida apenas no caso onde as massas sao iguais e para certos casos
onde assume-se que algumas das massas sao suficientemente pequenas ([1], [54] e [50]). Nosso

objetivo é expor como foi demonstrado que o nimero de equilibrios no problema dos 4-corpos

¢ finito independente dos valores das massas.

O problema da finitude para equilibrios relativos do problema de n-corpos foi proposto
por Chazy [8] e Wintner [52] e foi listado por Smale como o problema 6 em sua lista de problemas
para este século [49]. N6s iremos mostrar como este problema foi resolvido para n = 4. Mais

concretamente nosso objetivo é demostrar o seguinte resultado:

1.1 TEOREMA. Se as massas sao positivas, entao existe somente um numero finito de classes

de equivaléncia dos equilibrios relativos para o problema Newtoniano de quatro corpos.

De fato, iremos mostrar que existem no minimo 32 e no maximo 8472 tais classes de
equivaléncia, incluindo as 12 classes onde os equilibrios sao colineares. A finitude do nimero
de equilibrios relativos ja foi mostrada para escolhas genéricas das quatro massas (sem testes
explicitos de generalidade) ([26], [35] e [37]). Limites superiores prévios, assumindo finitude,
sdo muito maiores ([26], [35] e [31]). Provavelmente o limite alcangado neste trabalho ainda

estd longe de ser exato. Experimentos ntmericos [47] sugerem que o nimero de equilibrios
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relativos estd entre 32 e 50 (que é o nimero obtido no caso em que as massas sao iguais) [1].
Um limite inferior de 32 pode ser obtido ao se observar que, em adigao aos 45! = 12 equilibrios
relativos colineares, existem sempre no minimo 6 configuragao convexas e 14 configuragoes com
um corpo na regiao limitada pelos outros trés. Se massas negativas sao permitidas no problema
de 5-corpos plano, um continuum de equilibrios relativos pode existir [38]. Nao é conhecido se

isto é possivel para n = 4.

Aqui estd um esboco da prova da finitude. As equacoes podem ser expressas como
polinomios nas seis distancias mutuas 7;; , 1 < ¢ < j < 4 com coeficientes dependendo
dos parametros m;. Esta escolha de variaveis elimina as simetrias de rotacao e translacao e
depois de normalizar a escala para eliminar as dilatacoes, o problema é mostrar que o sistema
resultante de equagoes polinomiais tem uma quantidade finita de solugoes tais que r;; # 0 para
todo 7,7. Algumas idéias interessantes da geometria algébrica fornecem critérios testaveis para
isto. Estes critérios sao expressos em termos de politopos de Newton associados a polinomios.
Essencialmente o sistema original de equacoes é subtituido por varios “sistemas reduzidos”, os
quais sao mais simples de analisar e permitem mostrar que nao existem solugoes com todas
as variaveis nao-nulas. Para encontrar todos os sistemas reduzidos e analisd-los, nds devemos
recorrer a calculos no computador. Entretanto, esses calculos sao de um tipo que podem ser
realizados com exata precisao. Mais explicitamente, realizamos operagoes algébricas sobre os
vetores inteiros determinados pelos expoentes dos monomios que possuem coeficiente nao-nulo
em cada polinomios com coeficientes inteiros e simbdlicos, e necessitamos encontrar o fecho

convexo de pontos na rede definida pelos inteiros.

Em [18] pode ser encontrado um livro de notas do programa Mathematica que d& mais
detalhes sobre os calculos. Um arquivo eletronico contendo este livro de notas e detalhes de
todos os outros céalculos necessarios pode ser encontrado no web site do jornal Inventiones

Mathematicae.

1.2 Distancias muituas para equilibrios relativos

Nesta secao descrevemos como obter dois conjuntos de equacoes algébricas satisfeitas

pelas distancias mutuas 7;; de toda configuracao de equilibrio relativo. O primeiro conjunto,
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n n
devido a Albouy e Chenciner [3], ja contém equacoes para as distancias. Parece

2 2
provavel que essas equacoes ja possuem um numero finito de solugoes com cooordenadas nao-

nulas, mas nao foi possivel mostrar isso até o momento. Entao é necessédrio juntar um segundo

conjunto de equagoes, devido a Dziobek [13].

1.2.1 As equacoes de Albouy-Chenciner

Comegamos com as equagoes cartesianas (1.2) para equagoes de configuragoes centrais
n

de n pontos em R?. Tomamos (1.2) e fazemos m = E m;, e daqui por diante assumiremos
j=1
sempre que m > 0 a menos de mencao explicita em contrario. Entao, se fizermos \' = %, temos

de (1.2) que para 1 < j <n vale

7] K i#j i

Moy — )= S il a) 7mi(“f;3f %) Me— ;) =0

i g
my(x; — @ A ~
=4 Z ’l( Z? ]) + E (Z m;T; x]m) =
7] J Jj=1
n n
o ST NS Ny S m =0
i#j " i=1 i=1
o LT Nl =0
1#£] J i=1

Observe que para ¢ = j o termo na soma da direita é nulo entao a equacao anterior vale se, e

somente se,

ZWJFZXW(%—%):O = ) m <i3+)\’) (z;—x;) =0

i#] g i#] it "y
= Y miSy(z—x;) =0, 1<j<n, (14)
i#i

onde

Sij=—+N,para i#j e S;=0. (1.5)
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Introduzimos uma matriz de configuragdo X € My, (R) cujas colunas sdo os vetores posi¢ao

X=(a o oa )

Como X € Myy,(R), podemos ver X como representando uma aplicacio linear de R em R?,

x;, isto é,

onde n é o nimero de corpos, e R? é o espaco fisico onde os corpos estao localizados. Entao
(1.4) é equivalente a equagao:

XA=0, (1.6)

onde A é a matriz n X n com entradas:

Aij = m,SZ] para (’L 7& ]) (S Ajj = — ZAU (]_7)
i#j

Vejamos a equivaléncia entre (1.4) e (1.6). De (1.4) obtemos

D miSij(w —a;) =0 <= Y miSylwi — ;) +mySj(a; — ;) =0
=1

i#]

— ZmZSZ](xZ z;) =0
i#]

— ZAU(.TZ z;) =0
i#]

Tomando a p-ésima coordenada do vetor . A;;(x; — x;) = 0, achamos

Y Aijlwy — ) =0, 1<p<d (1.8)
i#]
Seja x; = (241, ..., T;q), teremos que
T11 T21 - Tl
T2 To2 - Tpl
< T1 ... Ty ) = . . .
Tid Tad " Tnd

Entao (1.4) é equivalente a (1.8), por outro lado (1.8) vale se, e somente se, (XA);; =

0, Vi,j=1,...,n, pois calculando o elemento (X A);; da matriz X A obtemos

(XA = wpidi; =Y wudrtzid; = wpdptr(— > Ay) =Y Aglaw—z;) =0.
k=1

k£ k] k£ i#j
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Em resumo

Zm,SU(:E, — l‘j) =0 <— ZAU(ZL‘ZP — l‘jp) = 0, \V/Z, ] = 1, Lo, n
i=1 i#j

— XA=0.

A idéia de Albouy e Chenciner é substituir X por alguma aplicagao que é invariante por rotacoes
e translacoes dos vetores posicao x; € R? Tal aplicacdo pode ser expressa em funcao das
distancias mutuas r;;. A translacao de todas as posicoes x; por um vetor u € R? transforma X

em X +ul,onde L é o vetor 1 xn cujas componentes sao todas 1. De fato, transladando todas as

posicoes por um vetor u € R? obtemos a nova matriz de configuracao < rHu - oz, +u ) .
Uy
Por outro lado, se u = : e L = ( 1 - 1 ) uma matriz 1 X n obtemos
Ud
ul ul .. ul
u2 u2 oo u2
ud U/d ... ud

Portanto, podemos achar invariancia por translagao simplesmente restringindo a aplicacao
definida por X ao hiperplano P = {v € R" : Lv = v; + ... + v, = 0} = NucL. As aplicagoes
definidas por uma matriz de configuracao neste hiperplano sao iguais médulo translagao . Es-
tamos considerando agora aplicacoes de X : P — R? ao invés de aplicacoes X : R" — RZ

Segue da defini¢ao que a soma das colunas de A sao todas nulas. Com efeito a soma da j-ésima

coluna de A é ZAij = Z Aijj +Aj; = 0.

i=1 i#j
U1
Tomando v = | € R”, temos
Un,
n
aiy - Qin U1 Zj:l a150;
A’U —_= =

n
Ap1 "+ Qnp Un Ej:l AnjUj
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Agora queremos verificar que Av € P. Com efeito, somando as coordenadas de Av
obtemos Y 1, >0 ajv; = D00 (D0 aij)v; = Y07 0.0; = 0. Segue que A : R" — P e se
restringe a A : P — P. Entao XA em (1.6) pode ser vista como uma aplicacao linear de P em

R

Invariancia por rotagao é obtida passando-se a matrizes de Gram. Para qualquer
matriz de configuracao X, a matriz de Gram G = XTX ¢ uma matriz n X n cujas entradas
sao os produtos internos euclideanos (x;, z;). G é invariante por rotacao. Com efeito, observe
que como a rotagao preserva produto interno entao depois do sistema rotacionado os vetores

x; se transformam em Rz;, se Gr é a matriz de Gram do sistema rotacionado, entao G =

[(Rzx;, Rx;)| = [(x;,x;)] = G. Para manter invariancia por translacao, podemos ver G como
U1
representando a forma bilinear simétrica 5(v, w) = v!Gw sobre P. Entao se v = : ew =
Un
wy

, entao f(v,w) = v'Gw = EMU@'szwj- A forma bilinear 8 sobre P determina e é

w

deterrininada pelas distancias mutuas r;;. Para ver isto, note que para quaisquer constantes,
adicionando o vetor k;L a i-ésima linha de G e o vetor k;L" a j-ésima coluna produz uma nova
matriz representando 3. De fato, a nova matriz G depois de somada as linhas e colunas serd
dada por G = ( gij + ki + kj ) Se vew € P, temos que > ;' jv; =0 e ) 7 w; = 0 entdo
segue que

ViGw = Y S vilgy + ki + ky)w; =

D1 Dy Vigig Wy + 30y D i vilks 4y w; =

D i1 i Vigigwy + 35 (D vikiwg + Y vikjw;) =

D i 2 Vigigwy + D00 (O vikiw; + wik; DT vi) =

D i1 i Vigiwy + D00 (D0 vikiwg) =

D i1 2 Vigigwy + (305 wi) (Do, viki) =

D e D Vigijwy = v'Gw,
e, portanto, é uma nova matriz representando 3. Se escolhermos a constante k; = —%HxiHZ,

entao a forma bilinear simétrica § é representada por uma matriz B, cujas entradas sao

2 2 2 2
Bij = (i, z5) — sl | = 550" = =5 (|2ll” + 251" = 22, 2;5)) (1.9)
M N2 Ly 21,2 '
——2(:p,—x],xl—xj) —_2”‘”2_%” = =375
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Em (1.6) nés temos X A = 0, multiplicando ambos os membros de (1.6) por X* obtemos
que X' (XA)=0= X'XA=0= GA=0. A matriz GA pode ser vista como representando
uma forma bilinear (em geral ndo simétrica) sobre P. Neste caso, podemos substituir G por
B. De fato, sejam S, 3 as formas bilineares definidas por GA e BA sobre P respectivamente,
e como antes fagamos k; — %||xl||2, entao se B = [b;;] e G = [g;;] temos que b;; = g;; + ki + k;

e, portanto,

Bv,w) =v'BAw =377 | 370 vi( BA)jw;

= im1 21 Vil bipap)wy = 30 vibiayw;
=D i1 VilGip + ki + kp)ayw; |
=D gt Vibiptpjwi + >0 ik + Ky)ayw;

n
1,J,p=1

Mostremos que vi (ki + kj)apjw; = 0. De fato lembremos que » i v; =0, 37 w; =0

n ~
e 1 ap =0, entdo

n n n
Zi,j,p:1 vi(ki + kp)agjw; = Ei,j,p:1 vikiapjw; + Zi,j,p:1 Vi kpaypiw;

= 223:1 Uikiwj(ZZﬂ pj) + ZZ}):I kpapjw; (3o, vi) = 0.

E portanto, segue que

Blo,w) = > vigitpiw; = > v; (Z 9z‘p%j> wy = > vi(GA)yw; = Bv,w),
p=1

,J,p=1 1,j=1 i,j=1

entao é permitido trocar G por B.

Sabemos que o espago M, «,(C) das matrizes pode ser decomposto como soma direta
de matrizes simétricas e anti-simétricas. Como GA = 0 substituindo G por B temos BA = 0,
entao a parte simétrica de BA é também nula, isto é,

(BA) + (BA) _
2

0= (BA)+ (BA)Y =0= BA+ A'B' =0,
mas segue da definicao que B é simétrica, assim encontramos

BA+ A'B =0, (1.10)
que sao chamadas as equagoes de Albouy-Chenciner para configuracoes centrais.

Essas equagoes sao matriciais, encontraremos a partir delas equagoes polinomiais as

quais ,por comodidade, também chamaremos equagoes de Albouy-Chenciner.
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Sejam e; os vetores da base canonica de R™ e defina e;; = ¢; — e¢;. Entao (1.10) é

equivalente as equacoes
e;;(BA+A'B)e;; =0 1<i<j<n. (1.11)
Para ver isto, seja (v, w) = v'Cw a forma bilinear simétrica sobre P associada & matriz
C =BA+ A'B.

Veja que, como C' define uma forma bilinear sobre o espaco P de dimensao n — 1, entao é
equivalente (sobre P) a uma matriz de ordem n — 1. Entao (1.11) significa que y(e;j, €;;) = 0

paral <i < j <n.

Para mostrar que v = 0 é suficiente provar que 7 se anula sobre a base ey;, 2 <i<n
de P. Primeiro vejamos que os vetores ey;, 2 <1 < n, formam realmente uma base para P.

Veja que eles pertencem a P, ja que a soma de suas coordenadas é nula. Temos que
n n
E aj€1; =0= ( E aj,—aQ,—a3,...,—an) = (0,,0) = aj =0,Vj=2,...,n,
=2 j=2
portanto os vetores sao linearmente independentes. Agora veja que
eij:ei—ej:el—ej—(el—ei):elj—eu
e, portanto,

v(eij, €i5) = v(ery — ew, €15 — exi) = y(ewy, e15) — 2v(ew, ex5) + y(ew, en) =
2y(exi, €15) = 7(exj, €15) + (e, e1:) — y(eijs €i5).
Segue entao pelas equacoes em (1.11) que o segundo termo se anula, logo 2y(ey;, e1;) = 0 para

1 <1< j <neseyseanula em uma base de P, é portanto nulo em P.

Vejamos que para 1 < i < j < n, vale 0 = ~(e;5,e;5) = [cii — 2¢;5 + ¢j;], onde
. 7 n ~ n . A . 7
C = BA+ A'B. O sistema em (1.11) contém equagoes nas distancias mutuas
2

ri;. Reciprocamente ¢ possivel mostrar que se as varidveis r;; sao distancias mutuas de alguma
configuracio em algum espaco R? e elas satisfazem as equacoes acima, entdo a configuracao é
central [3]. E notavél que as equacoes por si mesmas sejam independentes da dimensao d do
espaco fisico onde os corpos estao situados, entao elas determinam as configuracoes centrais em

todas as dimensoés de uma vez.
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Para encontrar as equagoes explicitamente, provemos que 7(ej;, ;) = 2€f;BAe;;. Por
comodidade, chamemos BA = D, entao D! = A'B! mas sendo B simétrica temos D! = A'B
Seja D = [d;j], entdo e};De;; é uma matriz 1 x 1 e entdo temos que ej;De;; = (engeij)t =

e;;D'e;j, e, portanto, segue que
v(eij, €ij) = eij(BA + A'B)e;; = GEJ(D + DYe;; = engeij + eﬁthe” = 2e¢! Dejj = e} iBAeij,
como querfamos. Agora note que
Yeij, ) = 26, BAei; =2 ( (BA) — (BA);, — (BA)y; + (BA);; ) »

onde (BA);; denota as entradas da matriz BA. Lembremos que (BA);; = szl B, Ay usando
(17) e de (19) segue que (BA)U = EZ:I BlkAk] Zk;é] 2 kaksk] 2 Z]( Zk;ﬁ] Ak])

temos entao
2((BA); + (BA);; — (BA);; — (BA)j;)) =0 =
2 E Bik A + 31 BjeArj = 2oy BivArj — 2oy BinAw] = 0 =
2 ( Bk Agi + BjiAgj — BiAgj — BirApi)] = 0 =
jet Arj(Bjx — Bir) + Api(Bix — Bji)] = 0 =
203 ps i (MaSki (=575 + 575) + M Ski( =575 + 575%)
A (=575 + 55) + An(=grd + 575) + Ay(=37% + 578) + Au(—g75 + 373)] = 0 =
Q[Zk#j,i(mkskj<_ﬁrjk + 5'%) + mkSki<_sz‘2k + 57’jk))
+(= Yy Akj)<—5 5t arh) + Au(=grd + 513 + Ay (=375 + 373)+
(= Dk Ari) (— 2 i+ ;7“32@)] =0.

[
[
2
[

_ _ .- 1 2 2
Agora lembre que Sy = Sj; = 0, logo podemos adicionar os termos 5m;S(ri; — 77;)
e %ijjj(r?j - 7“]2-]») sem alterar as somas. Podemos ainda substituir A;; = m;S;;, e entao

reagrupando de uma maneira conveniente obtemos
205 Dk Sy (i — 13) + 5maSi (rf — v3) + 5 Zk;ﬁj miSki(ri) = 1+ 3mySi(ryy) — )+
(_Zk;éj Akj)( 2 ]j + érfg) (_ Zk;éi Alm)( 2 T JF ;7}21) =0.

Agora note que como r;; =0 e r; = 0 e entao a soma acima se torna

1 n
25{2 m[Suj (i, — 15) + Ski(r5, — (Z A+ A/m) )} =
k=1

k#j k#i
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Lembrando novamente que m;5;; = 0 e m;S;; = 0 podemos adicionar —%ijjjrf-i e —%miSiirf-i

a soma acima para obter

2 2 2 2 2 2 _
> ey M [Skj (riy, — Tjk) + Ski(ﬁk — 7)) = Dk mkSijz‘j — D ket mkSkiTij =0
2 2 2 2 2 2
ZZ:1 g[Sy (17 — ik~ Tz‘j) + Ski(rjk — Tk — Tij)] =0= (1.12)
> ket mk[ski(rjzk — T — T?j) + S (15, — T?k - 7”@2])] =0para 1<i1<y<n.
Estas equagoes sao as que irao ser usadas por nos, antes ja tinhamos chamado um conjunto
de equagoes de Albouy-Chenciner e delas deduzimos essas, por simplicidade, as chamaremos

também elas de equagoes de Albouy-Chenciner. E daqui por diante quando citarmos as

equagoes de Albouy-Chenciner estaremos nos referindo a este tltimo conjunto.

Neste ponto nés podemos normalizar as equagoes para eliminar a simetria de dilatacao.
De fato, se nés colocamos todas as distancias em uma outra escala através da substituicao
Ti; = cr;; onde ¢ # 0 é uma constante, e se além disso pomos A = ¢ 3\ obtemos uma outra

solugao. Com efeito, apds as substituicoes teremos que S;; = —5 + A= ﬁ + i‘—; = 6—135@-]» e

Ty = cry; entao temos
ka[gkz(f?k - fi2k - 7:3]) + Skj(fz?k - 77]2% - 7:@'2]')] =0 (1.13)
k=1

ja que

22:1 myg [Skl(f?k — T — 7:1‘23‘) + gkj(fgk - 7:]2'19 - 7;@2])]
= > oro Myl Ski(eri)? = (erin)® — (erij)?) + 5Sk;((crin)® — (ern)?® — (cry)?)]
= i_i > ket mk[Ski<T]2‘k - Tzzk - 7’@'2]') + Skj<rz‘2k - 7}2‘1@ - TZQJ)]

= 0.

Portanto, temos novamente uma solugao do sistema para 7;; e A podemos entao escolher um

¢ convenientemente de modo que encontremos a normalizacdo A’ = —1. Ou seja, teremos

ij

1.2.2 Equacoes de Dziobek

Para uma configuracao central planar de n = 4 corpos, existe um outro conjunto de
equacoes que irao ser uteis para conseguirmos limitar o nimero de equilibrios relativos. Elas sao

conhecidas como as equacgoes de Dziobek. Sendo X = (zy,...,z,) € R uma configuracio,
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para cada k € {1,...,n} os n — 1 vetores x; — xj, , j € {1,...,n}\ {k}, geram um subespago

afim de R<.

1.2 DEFINICAO. A dimensdo de uma configuragio X é a dimensao do menor subespaco afim
de R? que contém os vetores x;, isto é, é a dimensdo do menor subespaco afim gerado pelos

n — 1 vetores xj — xy, j € {1,...,n} \ {k} para algum k € {1,... n}.

Usaremos a notagao 6(X) para denotar a dimensao deste espago afim.

Temos, portanto, que 0 < §(X) < n — 1. Logo, sem perda de generalidade, podemos
supor que d = n — 1. De fato, se d > n — 1, estaremos nos restrigindo a um espaco afim em R?
que tem dimensao n — 1 o mesmo é, portanto, isomorfo a um espaco afim de dimensao n — 1
em R" 1. Se d < n— 1 a configuracao de n vetores tem no maximo d vetores linearmente
independentes, e, assim, gera um espaco afim de dimensao no méaximo d—1 < n— 1, e podemos
identificar canonicamente este espaco R? ~ R? x {0 € R("~V=4} C R"~!. Configuracdes com

0(X) = 1,2 ou 3, sdo chamadas de colinear, planar e espacial, respectivamente.

1.3 DEFINICAO. Uma configuracao de Dziobek é uma configuragao de n particulas, com massas

nao-nulas, tal que existe um vetor nao-nulo A = (Aq,...,A,) € R" satisfazendo

A+ As+. . +A, =0 (1D

(1.14)

(onde z; € R"™! € a posigio da particula de massa m;) e tal que para algum par (£,m) € R?
vale

Rij = [lo; — ]| = € + ndid,
para i # j, com

Ay,
my

dj 2).

Vejamos um fato interessante a respeito da dimensao de uma configuracao de Dziobek.

1.4 PROPOSICAO. Uma configuracio de Dziobek de n-particulas tem dimensdo no mdzimo

n—2.

Demonstragao: Associaremos a uma configuracao X a matriz n x n dada por

1 .. 1
X = ,

:El . e :En
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onde z; € R" ! estd sendo visto como um vetor coluna. Como o ntimero méximo de colunas
linearmente independentes é precisamente o posto de X, e k vetores linearmente independentes
geram um espago afim de dimensao k — 1, obtemos a seguinte expressao: §(X )= Posto(X) - 1.
Temos que §(X) <n — 2 se, e s6 se, posto(X) < n —1 o que acontece se, e somente se existe,

um vetor A = (Ay,...,A,) € R” ndo-nulo no nicleo de X e dai segue que

A+ D+ + A, = 0,
A1$1+A2$2+...+Anl‘n = 0.

XA=0&

Logo uma configuragao que satisfaz as equagoes (1.1) e (1.I7) tem dimensao no maximo n — 2

e o resultado segue. [ ]

Além disso, observe na demonstracao anterior que para uma configuracao de dimensao

n — 2 o nucleo de X tem dimensao 1. Logo o vetor
A= (A, ..., A))

¢é tnico a menos de multiplicacao por constante. Existe ainda uma interpretacao geométrica
das coordenadas do vetor A, no caso em que a confuguracao é de dimensao n — 2. Como a
configuracao é de dimensao n — 2 podemos assumir, sem perda de generalidade, que os vetores
r; € R" 2. Seja X a matriz obtida de X, retirando-se a k-ésima coluna de X (ou seja, a matriz
que representaria a configuragao onde o k-ésimo corpo foi excluido). Defina Zk = (—1)’““Detf( ,
sabemos que a menos de um fator (n — 2)! DetX é o volume (n — 2)-dimensional orientado do

paralelepipedo gerado pelos z;, i # k.

Provemos que A= (&1, 82, ..., A,) pertence ao nicleo de X. Defina as matrizes
1 e 1 1 e 1
T11 o Tan T11 ot Tin
}/E) = ) Yk = )
T(n—2)1 T(n—2)n T(n—2)1 T(n—2)n
1 e 1 T e T
para k =1,2,...,n—2. Essas matrizes tem determinante nulo pois possuem duas linhas iguais.

Perceba que ao excluir a k-ésima coluna e a dltima linha de Y}, obtemos Xj. Entéo, calculando

o determinante de Y| pela tltima linha obtemos

0 = Det(Yo) = Shy (=) Det(X) = (=1)" ' [S_, (=1 Det (X)) = (=1)" ' [Tp_, A = 0
= D ket Ar=0 (1.1) |
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Para k satisfazendo 1 < k < n—2, expandindo o determinante de Y}, pela tltima linha obtemos:
0 =Det(Y) = Y (—1)"ay;Det(X;) = (—1)"" Zx 1)"Det(X;) = (-1)"" Zx,w i)

:Zx,ﬁ =0V 1<k:<n—2:>Z:Ej =0. (LI
j=1
Entdo, A satisfaz (1.1) e (1.11) e assim pertence ao nticleo de X. Portanto, podemos considerar
que A = A. Ou scja, A, = (—=1)"'Det(X},). No caso particular que estamos interessados,
n =4, Det(Xk) vai representar a area orientada do triangulo que nao contém x como vértice
(a menos do fator (n—2)! = 2!). Neste caso, um fato importante vai ser util. Numa configuracao
nao-colinear de quatro corpos as areas dos quatro triangulos determinados pelos quatro corpos

sao nao-nulas. Para concluir isto precisamos do seguinte resultado.

1.5 TEOREMA (Teorema da Mediatriz). Sejam x; e x; dois pontos de uma configuragao central
plana com massas positivas. A reta T;x; (por convengao a reta horizontal) e a reta mediatriz do
segmento T;T; (por convengao a reta vertical) dividem o plano em quatro quadrantes. Os outros
pontos nao podem todos pertencer a uniao do primeiro e terceiro quadrantes, similarmente eles

nao podem todos pertencer a uniao do sequndo e quatro quadrantes.

Demonstragao: De (1.4) temos

Isto implica que ;' mySji(zy — ;) =0e > ) mySip(zx — ;) = 0. Subtraindo as equagoes

obtemos

EZ:I mkSIk(xk — .T}Z) — EZ:I mkSZk<SL’k — SL’Z) =0=
m;Sij (x5 — i) + 3y mSi (T — 2) — muSji(xi — 5) — 305 mwSiu(zr — 27) = 0=
(my 4+ mi) Sig (x5 — 23) + 3p 2 el Siw (@ — i) — Sjae — 27)] = 0

Defina Ajj = (; — xj) A (z; — xx). O bivetor A;j; é a area orientada do triangulo de vértices
x;, xj, 2. Consideramos A;j; > 0 se, e somente se, os trés corpos aparecem na configuragao no
sentido anti-horario. Logo, tomando o produto exterior da equagao anterior com (x; — x;), nés

obtemos:

(my+my)Sij(z; — ) N2 —x5) + Z g [Si(w — ) A (05 — 27) — Sjie(wy — ) A —25)] = 0.
ki
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Usando a anti-comutatividade do produto exterior temos

Z my[Sir (i — 25) N (27 — 28) — Sie(wp — 25) A (23 — 25)] = 0
kj,i

Agora note que

(xp — )N (s —25) = Tp Aoy —zp ANz —; ANy
= —xi/\xk—xj/\:cmL:cj/\xk-

= (SL’Z — .T}j) A (SL’Z — .T}k) = Aijk

donde segue que

Z me[Sik — Sk Aijre = 0.
kg0

Agora suponha por contradicao que todos os corpos estao na uniao da regiao superior direita
com a inferior esquerda. Se xj estd na regiao superior direita entao os trés corpos de indices
i, j, k aparecem na configuracao no sentido anti-horario (veja a figura), logo A;j, > 0. Vejamos
ainda que x;, esta mais proximo de x;, do que de x;, ja que estd na mesma regiao determinada
pela reta bissectora que z; estd, segue 7, < i, logo Sjr > Sy, e dai (Si — Sjr) < 0. Segue

que (Six — Sjr)Niji < 0.

Por outro lado, se x; estd na regiao inferior esquerda, entdo os trés indices {i, j,(}
aparecem no sentido horario e temos A;; < 0. Mas, x; estd mais préximo de x; do que de z;,
donde ry < rj = Sy > Sj; = Sy — Sj > 0, portanto (S; — S;)Aiji < 0. Logo, na soma
Zk#jn‘ mi(Sik — Sjk)Nijk, todos os termos tém o mesmo sinal e, portanto, a soma nao pode ser

nula. Contradicao ! [ |
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Agora podemos concluir a afirmacao que haviamos feito de que as areas dos quatro
triangulos determinados pelos quatro corpos sao nao-nulas. Suponha que a area do triangulo
determinado por trés dos quatro corpos é nula. Sem perda de generalidade podemos assumir
que é o triangulo determinado pelos corpos xi,x2 e x3. Entao, estes corpos tem que estar
alinhados, como estamos supondo que a configuracao nao ¢é colinear, entao temos esses trés
corpos ao longo de uma reta que nao contém z4. Seja R essa reta e sejam Rj, a mediatriz do
segmento T3, e seja Ro3 a mediatriz do segmento To73. Aplicando o teorema da mediatriz
a0s corpos x; e ro concluimos que z; tem que estar sobre R ou Rj5 ja que nao pode estar nos
quadrantes determinados por essas regioes. Por igual motivo z, tem que estar sobre R ou Ra3.
Como Ris e Ro3 sao disjuntos, concluimos que x4 deve pertencer a R, e portanto a configuragao

é colinear. Contradigao !

Entdo segue que as areas sio nao-nulas. Como A, = (—1)""'Det(X), concluimos
que Ap # 0, k = 1,...,4. Isto é importante para obtermos as equagdes em (2.3). Agora

apresentamos uma propriedade das configuracoes de Dziobek.

1.6 PROPOSICAO. Toda configuracao de Dziobek é uma configuracao central.

Demonstracao: Seja R;; = £ +nd;d; como na definicao 2, vale para i # j vale { = R;; —nd,d,;.

Entao, fixado 7 temos

mé(z; — ) = m&x; — 325 myxy = (301, mym — D05, myw;)
= i my(m — x))] = D05 Emy(i — x5)]
= 2jami(Ry — ndidy) (@i — ;) = 320 my (Rig) (@i — @) — 0 3207 my(didy) (2 — )
= 2 iamy > G my(didy) (2 — ;)

Rij(w; — ) —
= 2 iamylij(z —j) — nZ“ my (50 (5) (2 — @)
= Y lmyRi(a — ) — s Y A — 1) =
= Y lmyRiy (e — ) = (00 Ay)w = Y Ajay)]
= 0 my Ry — xj) = z] . Jﬁ:zj #mj@‘g;;”’.

E portanto, obtemos que a configuracao é central com A = —m¢. |

Como vamos tratar de configuracoes planas de 4 corpos, entao nos sera 1util a seguinte

1.7 PROPOSIGAO. Suponha que temos uma configura¢ao de n-corpos com massas positivas.

Entao qualquer configuracao central de dimensao n — 2 € uma configuracao de Dziobek.
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Demonstracao: Vimos na demonstracao da Proprosicao 1.4, que para uma configuracao de
dimensao n — 2 existe um unico vetor A = (Ay,...,A,) € R" a menos de multiplicagdo por

constante para o qual vale,

A+ DA+ .+ A, = 0, (1.1)

Ayzy + Aoxo + ...+ Ay, = 0. (1.11)
Novamente, pelo fato da dimensao ser n — 2, para qualquer 7 a tnica relacdo, a menos de
multiplicacdo por escalar, entre os x, — x;, para 1 < k <n é %, Ay(zy —2;) = 0, de fato
os vetores xp — x; sao n — 1 vetores nao-nulos que geram um espaco afim de dimensao n — 2,
entao existe uma tnica relagao linear (a menos de multiplicacao por constante) entre eles. Mas,

lembremos que a equacao (1.4), nos da
k=1

e, portanto, temos outra relacao linear entre os vetores diferenca xj, — x;. Entao segue que nas
duas relagoes os coeficientes correspondentes sao multiplos uns dos outros. Assim myS;, = ;A
para algum p; € R, e V1 < k < n. Por simetria dos S;;, vale m;S;, = ;. Segue que

A A
MimeSie = MEMm; Sk = M Ay = My, = Mz‘m—k = M = widy, = pd;
k ;

para todos os indices i, k. Se olharmos para a matriz 2 X n

J: l’[/l e Mn ’

dy - d,

vemos que todos os seus subdeterminantes de ordem 2 sao nulos. Segue que seu posto é no

méximo 1. Agora veja que existe ao menos um d; = 2 que é nao-nulo (na verdade no caso

m;

que nods interessa n = 4 e d = 2 sdo todos nao-nulos), e assim obtemos que o posto de J é

exatamente 1. Existe, entao, um unico u tal que pu; = pud; para 1 < i < n. E isto nos da que
mySik, = pdiAy, = Sig = Mdz‘,An—i =

3
ij

ij

Entao tome o par (§,n) = (=X, u). Obtemos que a configuragao é de Dziobek. |

Agora obteremos algumas equagdes que usaremos posteriomente. Primeiro, observe
que como obtivemos para i # j S;; = ud;d;, entao
A; A A;

Sz‘j = ,uam—] — ijij = MEZA]
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Portanto, obtemos

A A
mpSipA; = NﬁAkAl = NﬁAlAk = mySuAy.

Sei#kei+#lesek=1aigualdade é trivial. Podemos ,portanto, considerar apenas
mg S Ay = mySylAy,

onde 4, k, [ sao trés indices distintos. Ainda usando que S;; = ud,d;, para ¢ # j obtemos que se

1,7, k,l sao quatro indices distintos
SikSj = pdidypd;d; = pdidipd;dy, = SiSip,.

Enfim chegamos a

Siijl - SilSjk (115)

Essas irao ser chamadas as equagoes de Dziobek. A maior parte do nosso esforco serd
destinado as equacoes de Albouy-Chenciner e as equagoes de Dziobek descritas acima, no
entanto, um outro conjunto de equacoes ira ser necessario para estabelecer um limite superior

para o numero de equilibrios relativos.

Se X = (z1,...,x,) é uma configuragdo de dimensao n — 2, tome A = (Ay,...,A,)
satisfazendo
Ay +A+ ..+ A, = 0. (1.0)
Ayzy + Asxo + ...+ Ay, = 0. (1.11)
Seja r;; = ||z; — x;]|, ent@o segue que
re = |l — | * = (@5 — 2, 05 — 25) = ||l |* — 2@, ;) + [,

Usando isto e as equagoes (1.1) e (1.1]), temos

2 2 2
ZT%AJ:Hle ZA]—2<I‘Z,ZAJZL’j>+Z||xj|| AJZZ||x]|| A]
j=1 j=1 j=1 j=1

j=1

Como se pode ver o resultado independe do indice 7, portanto definiremos

n
. E 2
AO = — TZ_]A.]
Jj=1
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Veja que como os A; sdo determinados por (1.7) e (1.11), a menos de multiplicagao por
constante, segue da definicao de Ag que ele também é determinado a menos de multiplicagao
por constante. Observemos ainda que para uma configuracao de dimensao n — 2, temos para
L7 7,

A; A

Sij = ndidy = Sij = p——=L = mim;S;; = pAA;.
j = Haia; J Nmimj MM oij = | J

Para o caso n = 4 se definimos novas varidveis z; e k tais que m;z; = /uld; e k = /1A entao

obtemos o seguinte sistema

fo=225m1myz = iy VA = 25 Ay =0, (1.16)
fi= 200 myzrd Ak = 300 Ay A = (Do + 300 Ayrd) =0,

para ¢ = 1,...,4. Além disso S;; = \/ﬂ%\/ﬁﬁ—i = z;2; para i # j. Observe ainda que z;
é nao-nulo para todo i, pois A; é nao-nulo. Temos, entao, os sistema de 11 equagoes em 10

incégnitas

fo= Z?:l myzy =Y HA; = \/EE;L=1 A; =0,
fi = E?:l mjzjr?j + k= E?:l \//jAZT?J + \/EAQ = \//7<A0 + E;‘Lzl AZTZQJ) = O, 1= 1, 2, 3, 4.
Sijzzizj 1§’L<]§4,

(1.17)

onde as variaveis sao (1, z) = (r1a, 713, 714, 723, 724, T'34, 21, 22, 23, 24)-



Capitulo 2

Séries de Puiseux e Sistemas de

Equacoes Polinomiais

Neste capitulo o objetivo é dar critérios tedricos que permitem obter critérios testaveis
para garantir que sistemas polinomiais como os de Albouy-Chenciner e Dziobek por exemplo,

além disso os testes podem ser realizados no computador.

2.1 O Corpo das Séries De Puiseux

2.1.1 O Corpo das Séries de Poténcias Formais

2.1 DEFINIGAO. Seja D um dominio, considere as somas infinitas do tipo S(t) = ag + a1t +
cootant"+..., onde os a; € D, i € N, sao os coeficientes e t € uma varidvel. Os elementos da

forma de S(t) sao chamados séries de poténcias formais sobre D.

Essas séries podem ser somadas e multiplicadas do mesmo modo como fazemos para
polinémios e, portanto irdo contituir um dominio DI[t]’. Se D]t] sao os polinémios com coefi-
cientes em D, entao D[t] C DIt], pois polindmios sao as séries com somente um nimero finito

de coeficientes nao-nulos.

2.2 PROPOSIGAO. S(t) = ag + a1t + ...+ a,t" + ... € um elemento inversivel em D[t]" se, e

somente se, ag € um elemento inversivel em D.

34
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Demonstragao: (<) Se qg é um elemento inversivel em D, entao definimos, bg,b1, . .., b, pelas
expressoes

aoby = 1,

aoby + a1bg = 0,

apbs + a1by + agby = 0,

aobn —+ Clen,1 + ..+ anbo =0
entdo (ag +art+...)(bg + b1t +...) =1 (*).

(=) Reciprocamente se S(t) é um elemento inversivel em D[t]" entao vale uma equagao

da forma (*) e, entao, agby = 1 e ay é um elemento inversivel.

2.3 PROPOSIGAO. Se K é um corpo, qualquer elemento do corpo de fragoes K(t) de K[t|' pode

ser escrito na forma
ag+ait+...+at"+ ...
th

onde h > 0.

Demonstracgao: Seja

bo + byt +...+b,t"+ ...
=21 € K(t),
Co+61t+...

e seja h o menor inteiro para o qual ¢, # 0. Como K é um corpo, ¢, é um elemento inversivel,

entdo ¢, + chp1t + Chpot? + ... tem um inverso dy + dit + . ... Entao segue que

f= (bo+bit+ ...+ byt" + .. )(do+dit+...) ao+at+...
th(ep +cprt+ .. ) (do+dit +...) th

E temos o resultado. [ |

Podemos escrever f =t "(ag+ait +...) = apt ™" + a;t ™" + ... | ent@o a proposicio
anterior é importante porque nos diz que os elementos de K (t) podem ser escritos como séries
de poténcias formais com um ntmero finito de termos com expoentes negativos. Elas podem ser
adicionadas e multiplicadas como elementos de K[t]'. Todo elemento nao-nulo de K(t)" pode
ser expresso unicamente da forma f = t"(ag + a1t +...) onde n € Z e ay # 0. Diremos que o
numero n é a ordem de f, ou seja, a ordem é o menor expoente da variavel. Se indicarmos a

ordem de f por O(f) nds temos as seguintes propriedades:

(i) O(fg) = O(f) + O(g)
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(i) O(f +g) <min[O(f), O(g)] e O(f — g) < min[O(f), O(g)].

2.1.2 O Corpo das Séries de Puiseux

O conceito de corpo das séries de poténcias fraciondrias ou séries de Puiseux é uma
extensao do conceito de séries de poténcias formais. Ao invés de usarmos o simbolo ¢, usamos

. 1 . - , 1 .
o simbolo t». Introduzimos uma relagao entre esses simbolos t», n =1,2,..., definindo

Disto vai seguir que

()" = (7))
Segue entao a relacao (tﬁ)r = tn e, portanto através dessa identificagao podemos considerar
K(tw) C K(tm). Considere a unido de todos esses corpos K(tw), n = 1,2,... , ou seja
K(t)" = U,en K(tw). Se % e § sao dois elementos de K (¢)* entdo para algum n e para algum
m, I € K(t%)’, ey e K(ti)’ e ,portanto, T, § € K(tﬁ)’. Sendo K(tﬁ)’ um corpo, entao, a

~ o~ o~ . x ~ ~ .
soma T + ¢, o produto Z.7 e o quociente — no caso em que y # 0 estao definidos e pertencem

1 , 7.
a K(tmn) e, portanto, a K (t)*. Segue que K (t)* é um corpo. Como antes, a ordem da série
¢é definida como o menor expoente da variavel, a diferenca é que agora a ordem pode ser uma

fragao. As séries de poténcias fracionarias assim definidas sao chamadas Séries de Puiseux.

No nosso caso, tomaremos o corpo base K = C. Neste caso, chamaremos de séries de
Puiseux complexas, ou apenas, séries de Puiseux. E possivel mostrar que o conjunto das Séries
de Puiseux Complexas convergentes em alguma vizinhanca de um ponto o € C, formam um
corpo, e mais, que esse corpo é algebricamente fechado (para uma demonstragao consulte [29]
(p. 103) ou Picard citado por [51] p. 102). Em nossas consideragoes, estaremos interessados no
caso em que a = 0, isto é, nas séries de Puiseux complexas convergentes em uma vizinhanca
da origem. Denotaremos o corpo formado por estas séries por P(t), ou simplesmente por P.
Como estamos considerando séries com expoentes possivelmente negativos, excluimos o ponto

t=0eC.
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2.2 Séries de Puiseux e Sistemas Polinomiais

Em matematica é frequente o aparecimento de sistemas de equagoes polinomiais, por
isso o estudo das solugoes de tais sistemas é muito importante. Na década 1970, Bernstein
publicou [5], no qual estuda o problema de resolver um sistema de n equagoes em n varidveis.
Trabalhos relacionados de Khovansky e Kushnirenko surgiram também nesta decada. Um dos
resultados destes trabalhos fornece um limite superior para o ntimero de solugoes em (C \ {0})"

de um sistema de equagoes polinomiais com coeficientes arbitrarios.

2.4 DEFINIGAO. Dizemos que o conjuntoT := (C\ {0})" € o toro algébrico.

O limite mencionado ¢ conhecido na literatura como limite BKK. Mais geralmente
a teoria resultante destes trabalhos e de trabalhos posteriores ¢ chamada Teoria BKK. Os
resultados desta teoria também se aplicam no caso em que o numero de equacoes difere do
numero de incégnitas. E a parte desta teoria que sera importante para este trabalho é que ela
fornece critérios para decidir se um sistema de equacoes polinomiais com coeficientes arbitrarios

tem um numero finito de solucoes.

Considere um sistema de m equacoes polinomiais em n variaveis complexas

filzy,. ... x,) = Z Rt gk =0, para i=1,...,m, (2.1)

keS;
onde k = (ky,...,k,) € S;, S; CZ", S; é um conjunto finito. Estamos interessados em solugoes
deste sistema tais que z; # 0 para todo i. Isto é, queremos solugbes tais que (xy,...,x,) €

(C\ {0})" = T, como z; # 0 para todo i, faz sentido permitir que alguns dos expoentes
k; sejam negativos. Isto é, as fungoes f; sao polinomios de Laurent, mais especificamente

fi c (C[.T}itl, e ,l’%l].

No entanto, ao se permitir que alguns expoentes sejam negativos nao estamos acrescen-
tando novas solugoes no sistema. De fato, como as varidveis estao no toro algébrico, podemos
sempre multiplicar cada equacao f;(X) = 0, pelo maximo divisor comum de seus monémios
para obter uma equacao que é equivalente a outra, em outras palavras, podemos retirar os

denominadores das equacoes do sistema sem alterar as solugoes.
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Exemplo 2.1. Considere o sistema

filz,y) =2y 4+ 22y~ + 32 +1=0,
fo(w,y) = 272y~ + 4%y + 3zy = 0.

O mdzimo divisor comum dos monémios de f1 é 23y e para fo € 2%y%. Multiplicando obtemos

entao o novo sistema
filz,y) =y + 22" + 3aty + 2%y = 0,

folz,y) = 1+ 4y? + 324y = 0,
que nao possui termos com expoentes megativos e possui as mesmas solucoes que o sistema

anterior.

2.5 Observacao. A prozima proposicdao contém wvdrios conceitos de geometria algébrica cujas

defini¢oes e propriedades se encontram no apéndice.

2.6 PROPOSIGAO. Suponha que um sistema de m equagoes polinomiais f;(X) = 0 como em

2.1 define uma variedade infinita V- C T. FEntao existe um vetor racional nao-nulo o =

(v, ...,ap), umpontoa = (a1,...,a,) € T, e séries de Puiseuzr x;(t) = ajt“+...,j=1,...,n
convergentes em alguma vizinhanga perfurada U de t = 0 tais que fi(z1(t),...,2,(t)) =0 em
U, i=1,...,m. Além do mais, se a projecao de V sobre o eixo x; é dominante, entao existe

uma tal série-solugao com x;(t) =t e uma outra com x;(t) =t~ .

Demonstracao: Seja S C C" a variedade algébrica afim definida pelo conjunto de equagoes do
sistema (2.1), entao V = S N'T, agora note que o complementar de T, é a variedade algébrica
afim definida pela equagao h;(z1,...,x,) = z1...2, = 0. Segue que o complementar de T
é um fechado na topologia de Zariski, assim T é aberto. Logo, V = SN T é um aberto
de S na topologia induzida em S. Assim, V é uma variedade quasi-projetiva. Como por
hipétese V' é uma variedade infinita, entao existe ao menos um eixo coordenado x;, tal que a
projecao sobre z;, (V') é um conjunto infinito, pois caso contrario existiria apenas um conjunto
finito de possibilidades para as coordenadas de V' e o proprio V seria finito. Segue entao que
m (V) é infinito, pela proposigao (4.25) que pode ser encontrada no apéndice temos que (V)
possui complementar finito. Entao m;(V) é denso em C na topologia cldssica. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que [ = n, pois se nao fosse o caso, poderiamos fazer uma
mudanga de coordenadas. Vamos por z,(f) = t ou z,(t) = }, (no caso em que z,(t) =

1
£
como estamos interessados apenas em z, € m,(V) e como V € T faz sentido por z,(t) = 1).
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Agora definamos Fj(x1,...,2,-1) = fij(21,...,Tn_1,2s(t)), veja que ao substituirmos z, () em
cada equagao em (2.1) obtemos um polinémio nas varidveis xy,...,x,_1 cujos coeficientes sao
polinémios de Laurent. Mas, polinomios de Laurent sdo elementos de P(t) = P, ji que sado

séries de Puiseux complexas convergentes numa vizinhaga perfurada de ¢t = 0. Assim, podemos

tirar os denominadores dos Fj(x,. .., x,) sem introduzir novas solucoes. Logo os Fj’s se tornam
elementos de Plzy,...,z, 1], o anel de polinomios nas varidveis 1, ..., x, 1 com coeficientes
em P. O sistema de equagoes, F; =0, j = 1,...,m define uma variedade afim no espago P"'.

Seja W essa variedade.

Vamos mostrar que W possui ao menos um ponto com todas as coordenadas nao-nulas,
introduzimos uma outra variavel zy, e uma outra equacao
FQ(I‘O,ZL'l,...,l‘n_l) = X9.L1..... Tp—1 — 1=0.
Seja W c P", a variedade definida pelo conjunto de equacoes Fy = F} = ... = F,, = 0.

Mostremos que W é nao-vazia.

Se W é vazio entao como P é algébricamente fechado, pelo corolario do teorema de

Nullstelensatz no apéndice(4.27) podemos concluir que vale uma equagao da forma

G+ FIGi+...+ F,G,, =1, (2.2)
onde Fy, Gy, ..., F,,, G,, sao elementos de Plzg, ..., T, 1]
Observemos que cada coeficiente de cada polinomio F; ou G;, ¢ = 0,...,m é uma

série de Puiseux convergente numa vizinhanca perfurada de 0 € C. Ainda mais, existe um
numero finito de polindmios e, portanto, um nimero finito de coeficientes nesses polinomios,
por conseguinte um numero finito de vizinhacas de convergéncia dos coeficientes. Denotemos
a colecao dessas vizinhangas {Ag }acr, onde L é um conjunto finito de indices. Veja que para
cada a € L, B, = A, U{0} ainda é uma vizinhanca de 0, pois A, é uma vizinhanca perfurada
de 0. Entao (),c;, Ba ¢ uma vizinhanga de 0 e é nao vazia pois contém o 0. Ainda mais, como

{0} ¢é fechado entao {0} G MNainr, Ba-

Logo se tomarmos U = (.., Ba \ {0}, entdo U ¢ uma vizinhanca perfurada de 0.

a€cl
Como 7,(V) é denso em C (na topologia cléssica) entao tomando z,,(t) € UN,(V), temos que
existe ; € C, 1 <i <n—1com x; # 0 tal que fj(x1,...,Th_1,2,(t)) =0, paraj=1,...,mo
que torna Fy = ... = F,, = 0. Entao, tomando xy = (77 .. .xn_l)_l obtemos também Fy = 0.

Substituindo em (2.2) obtemos uma contradigao. Logo, W é nao-vazia, em particular existe
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um ponto em W C P" ! com todas as coordenadas nao-nulas, a saber o vetor formado pelas
ultimas n — 1 coordenadas de algum vetor de W. As coordenadas desse ponto de W sao as
séries de Puiseux z;(t) = a;t* +...,i = 1,...,n— 1 ndo-nulas requeridas. A intersecao de suas

vizinhangas de convergéncia sera U. E o resultado estd demonstrado. |

2.7 Observagao. Pela proposicao anterior observemos ainda que x;(t) € uma série de Puiseux
complexa convergente numa vizinhanc¢a da origem, em particular é continua, se m;(V) é um

conjunto finito, entao x;(t) so assume um nimero finito de valores, concluimos que x;(t) €

constante.
Se «; é a ordem da série de Puiseux z;(t), entao diremos que o vetor a = (ay, ..., ay)
é a ordem do vetor de séries de Puiseux x(t) = (z1(t),...,x,(t)). A proposicao anterior nés da

um critério para determinar se V' é finito, expresso pelo seguinte:

2.8 COROLARIO. Se para todo vetor racional nao-nulo o nao existem séries de Puiseuz solucdo

de (2.1) de ordem «, entao V € finito.

O corolario nos sera 1til, no entanto analisar todos os vetores racionais @ € R"” como
possiveis ordens pode ser impossivel. Seria entao, util se pudéssemos reduzir o conjunto de
vetores ordem que necessitam ser analisados. No entanto, para conseguir isto precisamos dos

resultados que seguem.

2.9 PROPOSIGAO. Se A € M« (Z) entao eziste uma matriz QQ € My,,(Z) com determinante

igual a 1, tal que a matriz R = QA ¢é triangular superior.

Demonstracao: Se A é uma matriz 1 X 1, nao ha nada a demonstrar. Suponha primeiro que

a b
A é uma matriz 2 x 2, A = com a,b,c, e d € Z. Considere entao os dois casos:
c d
a) Se a e ¢ sdo primos entre si entdo existem « e [ tais que aa + Sc = 1. Considere a matriz
—a =B\
Q= Entao Det@ =1 e vale
c —a
—a —f a b —aa — P —ab— Bd
c —a c d 0 cb — ad

e temos o resultado.

b) Se a e ¢ nao sdo primos entre si, entdo existem a’ e ¢ inteiros tais que a = mdc(a,c)ad’
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e ¢ = mdc(a,c)d com a' e ¢ primos entre si, com isto obtemos a' = (e © d = Y]
Considere, entao, a e 3 tais que aad’ + ¢ =1, e seja (Q a matriz QQ = . Entao
d  —d
—a —f a b —aa — e —ab— Bd
d—d c d 0 db—dd

e ainda Det@ = 1. Novamente temos o resultado.

Agora considere

anl Q1n
Ap1 - App
. . . —a —f ~ ail a2 L.
uma matriz n X n. Considere a matriz () = tal que Q. é trian-
gl Y a1 A2
o p
. . O2x (n—2) _
gular superior e seja ()1 = v 0 , entao det(); =1 e vale

On-2)x2  In2

!/

/
I TR T
/ /
0 ay - ay,
QA= azn azx --- as,
Ap1 Gp2 - App
. ~ —a —f . ~ ap ayz | o, .
Agora considere (0 = a matriz tal que QYo = é triangular superior
Y 0 asy ass
e seja
a 0
0 1 0 O@xn-s3
)
v 0 ¢

O0(n—3)x3 I3
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entao Det@Q)y = 1 e vale

" " "
Ay Qg = Gy
0 ab
0 al

32
Q2.(Q1A) =

aq1  Aq2

!
Qpy QAp2  * App

Procedendo assim, produzimos uma matriz cujos elementos da primeira coluna sao nulos, exceto
o primeiro e Det(Q,,—1 ...Q1) = Det(Q,,_1) ....Det(Q1) = 1. Agora, para produzir zeros abaixo

do segundo elemento da segunda coluna, multiplicamos sucessivamente por matrizes da forma

1 0 0 0
1 0 0
0 a 0
0 a B8 O3x@nm-3) O4x(n—2a)
O 5 ) O O ) )
y
0 0 0 v
0(n73)><3 L, 3
0(n74)><4 In—4

Reiterando esse processo obtemos uma matriz triangular superior. Se () é a matriz produto de

todas as matrizes usadas na iteracao entao Det() = 1 e () é a matriz requerida. [ ]

A proposicao anterior nos ajudara na demonstracao da préxima, a qual por sua vez

nos permitird fazer mudancas de variaveis no toro algébrico.

2.10 PROPOSIGAO. Considere o sistema

C11 .C12 C1 —
‘/El x2 P $‘n n — yl
Cnl .Cn2 c —
My oo =y,

onde ¢;; € Z, Vi, j ey; € C\ {0}. Entdo o nimero de solucoes é |Det(C)|, onde C = [c;].

2.11 Observacao. Para fazer c;; € Z estamos considerando que as varidveis estao em (C\ {0}).

Antes de demonstrarmos o resultado sera ttil ilustrar com um exemplo. Considere o

sistema
C11 ,.C12 __
Ty Ty = Ui,

C21 ,.C22 ___
T1" X" = Y2
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. Uy Uiz . . 11 Ti2 L.
Seja () = a matriz de determinante 1, tal que QC = é triangular
Uzl Uga 0 7o

superior. Entao,

C11 ,.C12 __ C11 ,.C12\U11 (,.C21 ,.C22\U12 __ , u11,, U12
Ty X" = Y, PN (371 1’2) (1’1 372) =Y Y2,

c21 ,.C22 C11 ,.C12\U21 C21 ,.C22\U22 u21 u22
Ty L™ = Y2, (" 2g?) ™ (27 25)™ =y Y2,
O segundo sistema ¢é obtido do primeiro por meio de substituicao. Para provar que podemos

obter o primeiro sistema do segundo, fagamos

C11

a = xl C21 522.

C12 —
x5, b = 2k

Entao, o segundo sistema nos da

qiiipuiz — y?lly;IQ (I)
aqi21phu22 — y%mygm (II)

Como Det @ = 1, entao ujjugy = 1 4 ugjuqz. Elevando (1) a ugg obtemos

U11U22 J,U12U22 uUpLUuU22,,U12U22 U21U12 L, U12U22 uU1U12 ,,U12U22
a b =y "y, = aa b = 1y Py ().

Agora, elevando (/1) a ujs obtemos

uU21U12 Lu22U12 u21U12 ,,U22U12
a b =1 Yo .

Logo, substituindo em () obtemos a = y; e dai substituindo em (/) obtemos b = ys. E,

portanto, temos a reciproca.

Mas, o segundo sistema nos da
lﬂ{lxg?; — y1u11y2ulg — 21
xy’ ="y = 2.
Esse tltimo sistema possui |r3||r1| solugoes. Mas |rq||ri| = Det(QC) = Det@.DetC' = Det(C).
Assim obtemos o resultado no caso de uma matriz 2 x 2. A demonstracao da proposicao é

apenas uma generalizacao deste argumento.

Demonstracao: Se () é a matriz tal que

1 T2 o Tip

T2 +++ Top

QC=T=
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é triangular superior, entao o sistema original é equivalente a

;

e e T
TP Lx = 2y,
T = Zp.

\

Como Det(Q) = 1 entdo Det(T) = Det(Q).Det(C) = Det(C). Como o sistema acima tem

|r11||roz| - - - [ran| = |Det(T)| = |Det(C)| solugoes, o resultado estd demonstrado. |

A proposicao anterior nos diz que se C' = [¢;;] é uma matriz tal que |DetC| = 1, entao
o sistema tem tnica solugao. Mais ainda, seja D a matriz inversa de C', sabemos que D também
é uma matriz com entradas inteiras ja que D = ﬁ(C)Adj(C), onde Adj(C') denota a adjunta
classica de C', isto é, a transposta da matriz de cofatores, cada cofator é um numero inteiro,
e temos D = £Adj(C). Entao, DC = I, ou seja, DC = [0;;] (6 de Kronnecker). E como

n
5ij = Zkzl dikckj-

. dis ) ~
Considere x; = y{" ...y entao
C1i Cni __ di1 dp1\ €L dy d Cni 514 Oni __
et = (Yt oyt (Yt ) T =yt et =y,
ou seja, X = (x1,...,x,) é solugdo do sistema, e pela proposigao anterior é a tnica. Em

particular, podemos definir um isomorfismo no toro algébrico pondo
fc T —T

(xla-“)xn) = (yla"'ayn)

onde y; = 7" ...z, Estaremos interessados em fo pois ela vai definir uma mudanga de

C

varidveis em T. E 1til as vezes denotar y = 2% e o = y”. Mais um fato sobre matrizes que seré

de utilidade é a proposi¢ao que segue

2.12 PROPOSICAO. Sejam ay,as,...,a, elementos de um anel de ideais principais B, com
mdzximo divisor comum d,. Entao existe uma matriz de determinante d, tendo ai,as, ..., a,

como sua primeira linha.

Para uma demonstragao ver [32] (p.31). Se os ntmeros ay,as, ...,a, nao tem fator

comum, ou seja, se d, = 1, entao existe uma matriz A de determinante 1 cuja primeira linha
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é (ay,as,...,a,). Entdo, A" também tem determinante 1, e tem (ay, as, ..., a,) como primeira
coluna. Sabemos que trocar colunas nao altera o médulo do determinante, entao trocando a
primeira e a ultima coluna de A’ obtemos uma matriz tal que o mddulo de seu determinante
é 1, e tem (ay,as,...,a,) em sua n-ésima coluna. Estavamos interessados em um critério para
reduzir a quantidade de vetores racionais « que precisaremos analisar como possiveis ordens de
séries de Puiseux solugoes do sistema (2.1) como dados pela Proposicao (2.6). Estamos agora

em posicao de mostrar que podemos restringir os vetores ordem « a um semi-espago em R™.

2.13 PROPOSIGAO. Seja H o semi-espaco {c,a) > 0, onde ¢ = (¢q,...,¢,) € um vetor inteiro
arbitrdario nao-nulo. Se o sistema (2.1) nao tem séries de Puiseuzx solu¢dao de ordem « para

todo oo € H entao ele tem uma quantidade finita de solugoes em T.

Demonstracao: Mostremos a contrapositiva, isto é, se o sistema tem uma quantidade infinita
de solugdes em T, entao dado ¢ = (cq,...,¢,) um vetor inteiro, existe uma série de Puiseux
solugdo de ordem «, com « satisfazendo (c,«) > 0. No caso de infinitas solu¢oes podemos
aplicar a Proposi¢ao (2.6). Primeiro consideremos o caso onde C' = (0,...,0,1) = e,, isto
é, o n-ésimo vetor da base canonica de R™. Considere a projecao do conjunto solucao sobre
o0 eixo z,, ela é infinita ou nao. Se é infinita, entdao pela Proposigao (2.6), existem séries de
Puiseux solugao da forma z;(t) = a;t% + ... para 1 < j <n —1, e 2,,(t) = t, que resolvem as
equagoes, entao o vetor expoente o = (ay, ..., a, 1, 1) satisfaz (c,a) = 1 > 0. Por outro lado
se a projegao sobre o eixo x, ¢ finita, entao pela observagao apés a proposicao (2.6 ), entao
z,(t) = a,, e o vetor expoente (ay,...,a, 1,0) satisfaz (¢, «) = 0. Em qualquer caso obtemos

(c,a) > 0.

Para completar a prova, iremos reduzir o caso geral ao caso ja considerado por um
truque que também pode ser encontrado no artigo do Bernstein. Dado o vetor C' = (cq, ..., ¢,)
sem perda de generalidade, podemos supor que ¢;’s nao tem fatores comuns, (pois caso tivessem

dividirifamos o vetor pelos fatores comuns, obtendo um vetor inteiro que define o mesmo

semi-espago). Segue, entdo, que existe uma matriz C' = [¢;;] de entradas inteiras e com
determinante de médulo 1, tal que C' = (¢,...,¢,) é sua tltima coluna. Defina novas
varidveis y; = 22 ... 2%, entdo se D = C~! temos z; =y ... y%i. Assim um mondmio
aMah? . xke se transforma em (yi .. .yg"l)k1 (e yg"")k" = ylz;l:1 fedin .yan:1 o,

Veja que ) kydi, é a i-sima coordenada do vetor kD onde k = (k1,...,k,) e D é a
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l1, 12

Mgk Fn se transforma em yi'ys ...y!» onde L = kD com

matriz D = [d;;], resumindo x'x5? ...z
l=(l, - ,l,). Seja gi(y1,-..,yn) , i =1,...,m a equagdo obtida de f;(x1,...,x,) depois da

substituicao . Entao, o sistema

91(y) =0,
L gm(y) = 07
também tem uma quantidade infinita de solugoes em T'. Se y(t) = (bit™ +... ... byt +...) é

uma série de Puiseux de ordem £, entdo x;(t) = (y1 ()™ ... (yn ()™ = bt2wPrdi 4 e x(t)
vai ser uma série de Puiseux solucao de ordem «, onde o« = D = aC = 3. Pelo primeiro caso
como ¢1(y) = ... = gm(y) = 0 tem uma quantidade infinita de solugbes, entao existe uma série
de Puiseux solugao de ordem f3, y(t), satisfazendo (f3,e,) > 0. Entao, z(t) = y(t)” é uma série
de Puiseux solugao de fi(z) = ... = f(xz) = 0 de ordem «, com aC = . Pela construcao da
matriz C' temos que (@, (¢1,...,¢,)) = afer -+ ¢,)t = a(Cle,t) = (aC)e,t = B.e,t = (B, e,) > 0.

E o resultado esta demonstrado. [ |

Para que as proposicoes anteriores sejam uteis devemos ter um meio de mostrar que
uma série de Puiseux solu¢do de uma determinada ordem nao existe. Suponhamos que z(t) é
uma série de Puiseux de ordem «, entao substituindo z(t) = (x1(t),...,z,(t)) nas equagoes se
z;(t) = a;1% + ... obteremos um sistema o qual chamaremos de sistema reduzido, se formos
levar em conta o coeficiente do termo de menor grau ele tem que ser nulo. Isto é, como z(t) é
solugdo de ordem «, entdo se p; = mineg, (o, [), entdo p; vai ser o menor expoente da varidvel

t ao substituir x(t) em f; e temos que ter o coeficiente nulo, ou seja,

_ k1 kn __
fialay, ... a,) = g ckay' ... a,t =0, (2.3)
kes;
(o, k)=p;
para i = 1,...,m. Chamaremos esse tltimo sistema de sistema reduzido. As observacoes

anteriores nos permitem entao enunciar a seguinte:

2.14 PROPOSIGAO. Seja oo um vetor racional nao-nulo. Se o sistema reduzido (2.3) nao tem

solu¢iao em T, entdo ndo existe série de Puiseux solugdo de sistema (2.1) de ordem c.

Essa proposi¢ao é um ponto chave no trabalho, pois é através dela que podemos demon-

strar o resultado de finitude, mostrando computacionalmente que nenhum sistema reduzido tem
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solugao. Em nossas consideragoes posteriores sera possivel dar uma interpretacao geométrica
a essa equagao (2.3). Mas, antes precisamos de outros conceitos apresentados no préximo

capitulo.



Capitulo 3

Teoria BKK

3.1 Geometria dos Politopos

Neste capitulo o objetivo é esbogar um pouco da teoria BKK e das definicoes e conceitos

que envolvem os politopos, bem como o Teorema de Bernstein.

3.1 DEFINIGAO. Um conjunto C C R™ é convexo se contém todo segmento de reta que liga
dois de seus pontos, isto €, se x,y € C, entao o segmento de reta ligando x e y é tal que

[z,y] = {te + (1 —t)y,t € [0,1]} C C.

Por exemplo, R™ é convexo. Entao quando um conjunto nao é convexo, podemos

sempre encontrar um conjunto convexo que o contenha. Isto nos leva a proxima definigao.

3.2 DEFINIGAO. O fecho convexo de um conjunto C' é o menor (com respeito a inclusio)
conjunto convexo que contém C. Usaremos a notagio Conv(C) para denotar o fecho convexo

do conjunto C.

Segue facilmente da definicdo que uma intersegao arbitraria (ndo-vazia) de conjuntos
convexos é ainda um conjunto convexo. Deste fato, e da defini¢do anterior segue que Conv(C)

¢é a intersecao de todos os conjuntos convexos que contém C'.

3.3 DEFINIGAO. Combinagies lineares de elementos de C' da forma M\ay + ...+ A\p@y,, onde

a;eC,i=1,....omeX>0com> " N =1, sao chamadas combinagées lineares convexas.

48
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A nomenclatura é justificada pela proposicao que segue.

3.4 PROPOSIGAO. Seja C' um subconjunto de R™. Entdo

Conv(C) ={ 1+ ...+ Apem, ¢ € Co N >0, Z)‘i =1}
i=1
Demonstracao: Seja C' = {Ac1 + ...+ A, € CoN > 0,37 N\ = 1} E obvio que
C C C'. Agora vejamos que C” é convexo, se z,y € C', entdo x = > " Nx;, > A =1e

Y= WY, iy iy =1emx,y; €C. Segue entdo, que V t € [0, 1]

tr4+ (1 —t)y =t (i A@-:ci> +(1-1) (Zp: /M@h)

i=1
e temos tA; > 0, (1 —t)pu; > 0e 350 Nt + 370 (1 —t)u; = t+1—1 = 1 segue que
Conv(C) C C".

Agora mostremos que se C' é convexo. Faremos induc¢ao no nimero de termos da

combinacao convexa. Se m = 2, nao ha nada a provar. Agora suponha que m > 2, e que
. ~ ~ . . ~ 1

combinacoes convexas de m elementos de C estao em C, e seja dada a combinagao Z:”:J[ i,

1 . , , .
com Zf:{ Ai = 1. Assim m > 2 concluimos que ao menos um \; é estritamente menor que 1,

. o . 3 )\1 )\m J— >\i
por simplicidade suponhamos que é A, 1, segue que e Tt e = le sy 20

Pela hipétese de indugao z = >" Na; € C, logo Z:r:[l Nici = Do NG+ Amp1Cmy1 =

(1 = Npy1)2z + Amr1me1 € C pois C é convexo. Segue que C' C C e ,portanto, que C' = C.

Agora observe que A C B = A’ C B’. Como C’ é convexo e contém C', obtemos
C CcConv(C)cCC'"=C' CConw(C) C(C" =,

mas Conv(C') = Conv(C)'. Logo C' C Conv(C) C C" e segue a igualdade. |

3.5 DEFINICAO. Um politopo € o fecho convexo de um conjunto finito em R™. Se o con-

gunto finito € C = {c1,...,c.} C R™ entdo o politopo correspondente pode ser expresso como

Conv(C) ={ M1+ ...+ Ny, €CoN >0, N =1}

Em dimensao menor ou igual a 3, os politopos sao objetos familiares da geometria. Por
exemplo, um politopo em R? é um ponto, um segmento de reta, um poligono convexo contido

em um plano, ou um poliedro.
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3.6 DEFINICAO. Seja P € R™ um politopo, entdao a dimensao de P € a dimensao do menor

subespago afim de R"™ que contém P, a qual denotaremos por dim(P).

Para nds, os politopos mais importantes serao os politopos que sao fechos convexos
de um conjunto de pontos com coordenadas inteiras. Eles sao chamados politopos inteiros.
Entao um politopo inteiro P é um conjunto da forma Conv(P) onde P C Z", com P um
conjunto finito. Um exemplo de politopo inteiro que serao de especial importancia é quando
o conjunto P consiste de todos os expoentes que aparecem em um polinomio. Mais adiante

veremos isto em detalhes.

Faces de um Politopo

Se olharmos um politopo tridimensional de R?, o mesmo tem subconjuntos particulares

- ~ ; . ~
que chamamos vértices que sao ‘pontos extremos’ do politopo, arestas que sao segmentos de reta
ligando dois vértices, e faces que sao poligonos contidos em um plano. Veja que esses conjuntos
mencionados acima tem dimensoes 0,1 e 2 respectivamente. Na teoria geral chamaremos esses
conjuntos de faces k-dimensionais, onde k é a dimensao correspondente. Iremos formalizar esses

conceitos.

Sabemos da dlgebra linear que um hiperplano afim H C R™ é um espaco (n — 1)-
dimensional definido por H := {z € R"|(z,u) = a} onde a € R e u é um vetor nao-nulo de R".

Definimos os semi-espagos Hy := {z € R"|(z,u) > a} e H_ := {x € R"|(z,u) < a}.

3.7 DEFINICAO. Um hiperplano de R™ se chama hiperplano de apoio de um conjunto fechado
e convero K CR" se KNH # @ e K CH_ ou K CH,. Neste caso também dizemos que H_

e (ou) Hy é um semi-espago de apoio.

De agora em diante, por conveniéncia, suporemos que sempre que H ¢ um hiperplano de
apoio de K entao K C H_, no entanto, mais adiante, veremos que podemos equivalentemente

supor sempre que K C H,.

3.8 DEFINIGAO. Seja H := {z € R"|(x,u) = a} um hiperplano de apoio do conjunto K entdo

o vetor u se chama vetor externo normal de K e o vetor (—u) se chama vetor interno normal

de K.
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3.9 DEFINIGAO. Seja K um conjunto compacto e convexo de R™. A fungdo hy : R* — R, dada
por hi(u) = maxyex (y, u) se chama fungao suporte de K. (Observe que como K é compacto e

(-,u) : R" — R € continua, entao hy estd bem definido).

3.10 LEMA. Seja K um subconjunto compacto e convexo de R™.
a) Para todo u # 0, Hx(u) = {z € R"|(z,u) = hg(u)} é um hiperplano de apoio de K.

b) Todo hiperplano de apoio de K pode ser escrito como no item anterior.

Demonstracao: a) K é compacto e a fungao (-,u) : R" — R é continua, portanto, existe
o € K tal que (zg,u) = hi(u) = max,cx(x,u), ou seja, K N Hi(u) # @ e também temos

(y,u) < (zo,u), Vy€ K, ouseja K C Hg(u)-.

b) Seja H := {x € R"|(z,u) = a} um hiperplano de apoio de K, tome zy € K tal que
(xo,u) = a (tal ¢ existe pela defini¢do de hiperplano de apoio). Entao, como K C H_, temos

Vee K (z,u) < (xg,u) = a, ou seja a = maXex (T, u) = hg(u). [

3.11 Observacao. Seja H = {x € R"|(z,u) = a} um hiperplano de apoio para K, entdo
temos que K C H_, isto é, Vy € K, (y,u) < a entdo a = maxyex(y,u). Seja H = {z €
R"|(z, —u) = —a} entdo claramente H = H. Porem (y,u) < a = (y,—u) > —a¥y € K. Logo
K C 7?[+ e —a = ming,e, (y, —u). O vetor u continua sendo chamado vetor externo normal a K
e o vetor —u € o vetor interno normal. Seque entao que as maneiras de escolher o semi-espaco
onde o conjunto esta sao equivalentes. Ha uma razao natural para chamar u de vetor externo

normal. Seja xg € K tal que (zg,u) = a. Entao, se x € K,
(x — xo,u) > (x,u) — (xo,u) = (r,u) —a < 0.

Portanto concluimos que o angulo entre x — xy e u € obtuso, ou seja u aponta no sentido de

H., ou seja, no sentido exterior ao conjunto.
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Uma observacao importante e que sera usada posteriormente é que os vertices do

politopo, sao pontos que minimizam o produto interno com o vetor interno normal.

3.12 DEFINICAO. Seja H um hiperplano de apoio de um politopo P de dimensdo n. Dizemos

que F' ¢ uma face de P, se F = PNH.

Note que F' é um conjunto convexo, pois € intersecao de dois convexos. Em particular,
veremos que se P = Conv(C'), entdo F' é o fecho convexo dos pontos de C' que estao sobre H.
Portanto, I’ também é um politopo. Do lema anterior deduzimos que para todo vetor nao-nulo

u € R" o conjunto Fp(u) = PN{z € R"|(z,u) = hy(u)} é uma face de P.

3.13 DEFINIGAO. Dizemos que Fp(u) = PN{zx € R"[(x,u) = h,(u)} € a face determinada por

u ou a face induzida por u.

3.14 PROPOSICAO. Sejam Fy e Fy faces de um politopo P tal que Fy C Fy. Entao Fy € uma
face de F.

Demonstragao: Suponhamos que Fy = P N Hy, onde Hy é um hiperplano de apoio de P,
temos portanto que F1 NHo C PNHy = Fy C F1NHy = Fy = F1 NHy e dai Fy é uma face de
Fi. |

3.15 TEOREMA. Todo politopo tem uma quantidade finita de faces. Mais ainda, estas faces

sao também politopos.

Demonstracao: Seja P = Conv(zy,...,z,) um politopo, H = {z € R"|(z,u) < a} um
hiperplano de apoio de P e seja ' = PN H a face de P associada de modo que P C H_. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que 1, ...,z sao pontos de H e que x4,1,...,T, Sa0
pontos pertencentes a intH_ onde intH_ é o conjunto dos pontos interiores a H_. Logo,
(x,u)y =a, Yj=1,...,s;

(x,uy <a Vji=s+1,...,r

Sex € P,entdo x = Az +Xoxa+...+ Az, com Y . N = 1eA; > 0. Definamos b; = a—(z;, u),

para j = s+ 1,...,r, entao b; > 0. Temos

(r,u) = Z)\j<x]~,u) = Z)\j(:pj,u)Jr Z Ni{xj,u) = Z)\jaJr Z Aj(a—b;) = a— Z b <a.
j=1 j=1 j=s+1 j=1 j=s+1 j=s+1

Temos que z € H & Z;:s-f—l)‘jbj =0 Asp1 = Asp2 = ... = A, =0jdque b, >0e

Aj > 0,V = s+1,...,r. Da equivaléncia acima deduzimos que se x € F, entao z é uma
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combinagao linear convexa de xy, ..., xg, ouseja, HNP = Conv({xy,...,xs}),logo F = HNP
é um politopo. Em particular, como o conjunto das partes de {z1,...,z,} é finito, o nimero de
fechos convexos de subconjuntos de {zy, ..., z,} é também finito e portanto, o politopo tem um

numero finito de faces ja que cada face é o fecho convexo de um subconjunto de {z1,...,z,}.

Pelo teorema anterior faz sentido definir a dimensao das faces de um politopo.

3.16 DEFINIGAO. A dimensao de uma face de um politopo é a dimensdo do menor espago afim
que contém essa face. As faces de dimensao zero sao chamadas vértices do politopo, e denotamos
o conjunto de vértices de um politopo P por Vert(P). Chamamos as faces de dimensao 1 de

arestas e se o politopo tem dimensao n chamamos as faces de dimensao n — 1 de facetas.

Observe também que no caso politopo P € R™ de dimensao n, o vetor que induz uma
faceta do politopo é unico (a menos de multiplicacdo por constante). De fato, a faceta esta
contida no hiperplano e tem a mesma dimensao que ele, logo o vetor normal a faceta, e portanto
ao plano é unico. Aqui é importante notar que se consideramos o conjunto K C H,, entao
os pontos do conjunto que estao sobre uma determinada face sao os pontos do politopo que

minimizam o produto interno com o vetor normal interno.

3.17 DEFINIGAO. O nimero de faces k-dimensionais de um politopo P €é denotado por fi(P),

k=0,...,n— 1. Definimos o f-vetor de P (representado por f(P)) como

f(P) = (fo(P), ..., far(P)).

3.18 DEFINIGAO. Um conjunto poliedral € a intersecao de uma quantidade finita de semi-

espacos em R".
3.19 TEOREMA. Um subcojunto P C R™ é um politopo se, e somente se, é um conjunto poliedral
limiatado.

Para uma demonstragao veja [16] (p. 30), ver também [44] (p. 96 e 97).

Se conhecemos as faces de um politopo, entao conhecemos também seus hiperplanos
de apoio. Combinando os dois teoremas anteriores, vemos que um politopo ¢é a intersecao de

seus hiperplanos apoio e, portanto, determinamos o politopo a partir de suas faces. Podemos
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ainda recuperar o politopo a partir de suas faces de dimensao 0, ou seja, se conhecermos seus

vértices, entao determinamos o politopo. Este resultado é expresso pelo teorema que segue.
3.20 TEOREMA. (Teorema de Krein-Milman) Cada politopo € o fecho convezo de seus vértices,

isto é, P = Conv(Vert(P)).

Para uma demonstragao ver também [16] (p. 30).

3.1.1 Soma de Minkowski

A estrutura de espaco vetorial de R™ induz operacoes entre politopos. E uma construcao

que tem especial importancia é a soma entre dois politopos. Vejamos a definicao.

3.21 DEFINICAO. Sejam Py, P, C R™ politopos, entao a soma de Minkowski de P, e Py, repre-

sentada como Py + Py, é o conjunto
P+ P ::{x+y,x€P1,y€P2}.

Seja A € R\ {0}. Entao definimos AP, = {\x,z € P }.

Em particular, segue diretamente da definicao que a soma de Minkowski é associativa

e comutativa. E fdcil mostrar que AP; é um politopo.

3.22 TEOREMA. Se P, e Py sdao politopos entio P = P, + P, ¢ um politopo. Mais ainda, se Py

e P, sao politopos inteiros entao P = P, + Py € um politopo inteiro.

Demonstracao: De fato, suponha que P, = Conv ({z1,...,2,}) e Py = Conv({y1,...,Yk}),
entao seja

r.k
P = P+ Py = Conv({a + 4} (711 1))-
Seze P entaoz=x+ycomz € Preye Py logor =" a;ey= Z?ﬂﬁjyk’ @ =0,

Biz0eXy_ja=1led ] f=1

Defina 7;; = «o;8;. Entdo temos 7;; = o;5; > 0 e E” Yij = 2?21 S b =
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S BT i) = 3k B = 1. Por outro lado,
Z Vij(Ti + ;) = Z VijTi + Z ViV
i.J irj i.j
_ (z @) () + (z ai> (z m)
= :aixi+iﬁjyk =z ty==z
P e

Ou seja, z € Conv ({% + ?/j}gf (1,1)) :

(r,k)
(4,9)

Py + Py, entao z; = a; + by € 23 = as + by, com ay,as € Py e by, by € Py. Logo Vt € [0, 1],

Por outro lado, temos {z; + y,} —a1 C P+ P,. Mas, P é convexo, pois se 21, 29 €

Como P; e P, sao convexos, tx; + (1 —t)xs € Py e ty; + (1 —t)ys € Py, Vt € [0,1]. Disto
r,k) rk
( (171)) C Conv(Py + P,) = P+ P, C Conw ({:L’Z + yj}g )) (1,1))

segue que Conv ({xz + y]}(”
e, portanto, a proposicao estd demonstrada. [ |

Em particular, veja que a proposicao nos fornece um método de calcular efetivamente a

soma de Minkowski de dois politopos. Basta somar seus vértices e entao tomar o fecho convexo.

3.23 PROPOSIGAO. Sejam Py, ..., P, politopos em R™ e seja P = Pi+ Po+...+ P, a sua soma

de Minkowski. Entao toda face P’ de P pode ser expressa como uma soma de Minkowski
P =P +..+ P,

onde P! é uma face de P;.
Demonstracao: Sem perda de generalidade suponhamos que r = 2 (o caso geral é andlogo).
Seja Fp +p,(u) a face de P, + P, induzida pelo vetor u mostremos que Fp p,(u) = Fp (u) +
Fp,(u). De fato, Fp yp,(u) = Hp1p(u) N (P + ) = {x € P, + P|(z,u) = hp,4p,(u)}. Por
outro lado,

hpp(u) = max (yu) = max(ys,u)+ max(ys, u)

— Iy (w) + By (w). (3.1)
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Logo, Fp,ip,(u) = {z € P, + PyJ{(x,u) = hp, (u) + hp,(u)}. Mas,

Fp(u) + Fp,(u) = (Hp (u)NP)+ (Hp,(u) N F)
= {z1 € Pi[{z1,u) = hp (v)} + {72 € Pof(w2,u) = hp,(u)}

= {x1+z9,m1 € Py e (x1,u) = hp (u), x5 € Pre(xy,u) = hp,(u)}.

Logo segue que Fp (u) + Fp,(u) C Fp yp,(u). Agora, se x € Fp yp,(u) entdo x = x1 + x5 com

T € P, e xy € P, temos entao
hPl (u) + hPQ (u) = hP1+P2 (u) = <"L‘> u> = <l‘1, u) + <l‘2, u) < hP1 (u) + hPQ (u)

Como (z1,u) < hp,(u) e (x2,u) < hp,(u) obtemos, (x1,u) = hp (u) e (2, u) = hp,(u), logo

x € Fp (u) + Fp,(u), e portanto

FPl (u) + FP2 (u) = FP1+P2 (u)

Na verdade, o resultado que obtivemos no teorema anterior é mais forte que o enunci-
ado, pois a demonstracao nos diz que cada face do politopo soma de Minkowski induzida pelo

vetor nao-nulo u é soma das respectivas faces induzidas por v em cada somando.
Como cada politopo é um conjunto compacto podemos medir seu volume.

3.24 DEFINIGAO. Seja Vol,() o volume n-dimensional dos conjuntos mensuraveis de R™, entdao

Vol,(MPy+ ...+ \.P,) € 0o volume da soma de Minkowski M Py + ...+ X\ P,

3.25 PROPOSICAO. Considere qualquer cole¢ao Py, . .., P, de politopos em R", e sejam Ay, ..., \,
nimeros reais nao-negativos. Entao, Vol,(M Py + ...+ \.P,) € uma fun¢ao polinomial de grau

n Nos \;.

Para uma demonstragao ver [11] (p. 321) ou [16] (p. 116). No caso de n politopos
em R", um invariante geométrico ganha um papel crucial pelo fato de estar relacionado com o

teorema de principal importancia para nos, a saber o teorema de Bernstein.

3.26 DEFINIGAO. O wvolume misto n-dimensional de uma cole¢ao de politopos Py, . .., P, deno-

tado por MV, (Py,..., P,) € o coeficiente do monomio A\y. Ay ...\, em Vol,(MP+ ...+ \.P,).
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A seguir damos algumas das propriedades do volume misto.

3.27 TEOREMA. a) O volume misto MV, (P, ..., P,) é invariante se os P;’s sao substituidos
por suas imagens por tranformagoes que preservam volume (por exemplo a translagdo).

b) MV, (Py,...,P,) € simétrico e linear em cada varidvel.

c) MV, (Py,...,P,) > 0. Além do mais MV, (Py,...,P,) =0 se um dos P; tem dimensao zero
(isto €, se P; consiste de um tunico ponto), e MV, (Py,...,P,) > 0 se todos os P; tem dimensdo
n.

d) O volume misto de qualquer cole¢do de politopos pode ser calculado como

Mvn(Pl,...,Pn):zn:(—m—k S vl <ZR>
n}

k=1 Ic{1,..., el
tI=k

onde Y ,.; Pi € a soma de Minkowski dos politopos.

Para uma demonstracao ver [11] (p. 323).

3.2 Politopos de Newton e o Teorema de Bernstein

Existe uma conexao entre politopos inteiros e polindémios. Seja f € ClzT!,... 2],

rrn

isto é, f é um polindmio de Laurent com coeficientes em C. Representamos f do seguinte modo

FX) = Y e,

keS
onde k = (ki,...,k,) € S, S é um conjunto finito contido em Z", para o qual vale k € S; =
cr # 0. A expressao X* significa X% := xlfl ..... xk» O conjunto S é chamado o suporte de f.

Veja que seguem imediatamente da definicio de X* as seguintes propriedades:
a) X XP = xoth
b)X* X =X"=1.

3.28 DEFINICAO. Seja f um polinomio de Laurent. O politopo de Newton de f € o fecho
convexo do suporte de f. Usaremos a notagao NP(f) para denotar o politopo de Newton de f.

Temos NP(f) = Conuv(S).
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Veja que, se f é um polinomio de Laurent, entdo em particular NP(f) é um politopo
inteiro. Um fato importante e que sera de utilidade em nosso trabalho é que para encontrar o
politopo de Newton de um polinémio f, nao importa realmente o valor dos coeficientes, mas

apenas quais coeficientes sao nao-nulos. Por exemplo, considere o polinomio

f=axy +bz* + ¢y’ +d,

com a,b,c,d # 0. Entao, NP(f) = Conv((1,1)(2,0)(0,5)(0,0)).

Segue facilmente a seguinte propriedade NP(X“f) = o+ NP(f). Em particular mul-
tiplicar um polinomio nao altera o volume de seu politopo de Newton. Mais ainda, vale o
seguinte resultado

NP(f.g) = NP(f)+NP(g),
onde a soma no segundo membro é a soma de Minkowski dos politopos de Newton correspon-
dentes (esta propriedade segue da Proposigao 3.22). Entao a soma de Minkowski de politopos
de Newton reflete a operacao algébrica de multiplicar os polinomios correspondentes. Agora
suponha que nés fixamos conjuntos finitos Ay, ..., A, C Z". Para cada A;, podemos associar
um conjunto L(A;) de polinomios de Laurent

fi = Z Ci,ka-

keA;

3.29 DEFINICAO. Uma propriedade é dita valer genericamente para os polinémios de Laurent
(fi,-.-, fi) € L(A1) x ... x L(A)) se existe um polinomio nao-nulo nos coeficientes dos f; tal

que a propriedade vale para todos fi, ..., fi para os quais o polinomio é nao-nulo.

O resultado que segue é de suma importancia na obtencao de um limite superior para

o numero de equilibrios relativos.

3.30 TEOREMA. (Teorema de Bernstein) Dados polinomios de Laurent fi,..., f, sobre C
em n varidveis com uma quantidade finita de zeros comuns em (C\ {0})", seja P, = NP(f;)
o politopo de Newton de f; em R™. Entdo o nimero de zeros comuns dos f; em (C\ {0})"
¢ limitado superiormente pelo volume misto MV, (Py,...,P,). Além do mais, para escolhas

genéricas dos coeficientes dos f;, o nimero de solu¢ées comuns é exatamente MV, (P, ..., P,).

Para uma demonstragao ver [11] (p. 331). O teorema de Bernstein é um resultado

melhor que o teorema de Bézout ([11],p. 91) que afirma que se temos um sistema de equagoes



Teoria BKK 59

fi=...= f. =0, onde f; tem grau d;, entao o nimero de solugoes do sistema contando as

multiplicidades é no maximo d; ...d,. Veja uma ilustracao abaixo

Exemplo 3.1. 1: Considere o sistema

flz,y)=1+2+2"y" =0
fo(w,y) =1+y+a"y" =0

Entao NP(f;) = Conv({(0,0),(1,0),(n,n)}) e NP(fs) = Conv({(0,0),(0,1),(n,n)}), as

figuras mostram o politopo e sua soma de Minkowsks.

0, 1)

©,0 I @0

0, 0)

Pelo teorema (3.27) letra d), para dois politopos o volume misto se reduz a

MVy(Py, Py) = Y7 (—1)*F Zﬁg}g} Vola(3icr Pi) =
(—1)1(V0l2(P1) + VOZQ(PQ)) + (—1)2V0ln(P1 + Pg) = VOln(Pl -+ PQ) — VOlQ(Pl) — VOZQ(PQ).
Neste caso a diferenca acima se reduz as dreas dos dois paralelogramos. Cada paralelogramo

tem drea n e entao o volume misto € 2n. Para podermos aplicar o teorema de Bernstein temos

primeiro que verificar se o sistema possui um numero finito de solugoes no toro algébrico.



Teoria BKK 60

Tomando a diferenca entre as duas equagoes, obtemos 0 = fi—fo = x—y = v = y. Substituindo
em fi, obtemos 1 + x + 2?2 = 0, que sabemos ter um nimero finito de solucoes e ainda mais
que sao todas nao-nulas. Pelo teorema de Bernstein, o numero de solucoes do sistema € no
mazximo 2n. So para efeito de comparagao, o teorema de Bézout nos fornece um limite superior
de (2n)%. Entao, por exemplo, para n = 10, o limite superior do teorema Bézout é 400 solugies

enquanto o limite superior de Bernstein € de 20 solugoes.

Exemplo 3.2. Considere a equagdo polinomial f(x) = ag + ... + a,z™ = 0, com
ag, an, # 0. Entao NP(f) = Conv({0,n}) = [0,n], o volume misto €, portanto, igual ao volume
unidimensional Vi = n. O teorema de Bernstein prevé que o polinomio possui no mdrimo n
solugoes nao-nulas, como jda sabiamos do Teorema Fundamental da Algebm. Ainda, se ag =0,
seja ay o coeficiente de menor indice para o qual a # 0. Entao NP(f) = Conv({k,m}) =

[k, m], logo MV} =m — k, é o nimero mdximo de solugoes nao-nulas do sistema.
Exemplo 3.3. Considere o sistema

filz,y) =142y =0,
folz,y) =14+x+y+ay=0.
Tomando a diferenca 0 = fo— fi = x+y = x = —y. Sustituindo em f;, obtemos 1—x* = 0, logo
as solugoes sao {(1,—1),(—1,1)}. Portanto o sistema possui um nimero finito de solug¢oes no
toro algébrico T. Temos NP(f1) = Conv({(0,0),(1,1)}) e NP(f2) = Conv({(0,0),(1,0),(0,1), (1,1)}).
Na figura abaizo é mostrado o politopo A\ Py + Ao Ps.

)
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Veja que o volume 2-dimensional de M Py + \oPs € dado por Vo(AM Py + \Ps) =
A2+ 2X Ny + %)\g Como esperavamos Vo(A Py + Ao Py) € uma fungao polinomial homogénea de
grau 2 nas varidveis A1, Ao. Aqui podemos obter o volume misto diretamente de sua defini¢do,
MVy(Py, Py) = 2. Pelo teorema de Bernstein, o numero maximo de solugoes do sistema no toro

algébrico ¢ 2.

Em geral é muito dificil calcular o volume misto de uma colecao de politopos direta-
mente da definicao. Entretanto, existem programas computacionais como Mixvol que realizam

o célculo aplicando outros métodos.

3.3 Leques

3.31 DEFINICAO. Um cone C' C R™ é um conjunto com a propriedade de que, se C' contém um
conjunto finito de vetores {vy,...,v,.}, entao C' contém também todas as combinagoes lineares

da forma Y., \iv; com \; > 0.

Segue diretamente da definicao que todo cone é um conjunto convexo, ja que se = e y
pertencem a um cone, entao tzr+ (1—t)y também pertence, Vt € [0, 1]. Em particular, todo cone
contém 0. Por exemplo, em R? cada quadrante é um cone. Note também que R™ é um cone,
também {0} é um cone e a intersecao cones sempre contém 0. Segue facilmente da definigao
de cone que uma intersegao arbitraria de uma familia de cones é ainda um cone (note também

que a interse¢ao é nao-vazia, pois contém ao menos o 0). Isto nos leva a seguinte defini¢ao.

3.32 DEFINIGAO. Seja Y C R™ um subconjunto arbitrdrio ndo-vazio. Entao, o cone de'Y,

representado por Cone(Y'), € a intersecao de todos os cones que contém 'Y .

3.33 Observacao. Note que sempre existe ao menos um cone contendo Y, a saber o R™.

Similarmente ao caso para fechos convexos, pode-se mostrar que
Cone(Y)={ M w1+ ...+ \yr,yi € Y, \; > 0,Vi}

3.34 DEFINIGAO. Quando podemos tomar um conjunto finito {yi,...,yx} C Y tal que Cone(Y') =
{My1 + -+ MUk, ¥i, \i > 0} entdo o cone € dito ser finitamente gerado, e os vetores

Y1, .-, Yk Sao chamados geradores.
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Vale entao o seguinte resultado

3.35 PROPOSICAO. Um cone C' C R™ € finitamente gerado se ,e somente, se é uma intersecao

finita de semi-espagos

Para uma demonstracao veja [56] (p.30). Os cones finitamente gerados sao chamados

entao cones poliedrais. Faces de cones sao definidas do mesmo modo como para politopos.

3.36 DEFINIGAO. Um leque em R"™ é uma familia F = {C1,Cs,...,Cy} de cones poliedrais
nao-vazios com as duas sequintes propriedades:

(i) Toda face nao-vazia de um cone em F € também um cone em F;

(i1) A intersecao de quaisquer dois cones em F é uma face de ambos. O leque € dito ser
completo se Ule C; =R™. O leque € dito ser pontuado se {0} € um cone de F (e entdo é uma

face de todo cone em F).

Uma construcao que se mostrara importante para nos, é o leque normal de um politopo,
que a grosso modo € o conjunto dos funcionais lineares f : R" — R que se maximizam sobre

uma face dada. Vejamos isto mais formalmente. Denotaremos por (R™)" o dual de R™.

3.37 DEFINICAO. Seja P um politopo. Para toda face de P definimos
Ne = {f € (R")'|F C {z € P|f(x) = maxyep f(y)}}. Entio, o leque normal de P serd
definido como N(P) := {Ng|F € face de P}.

Vamos identificar (R™)* com R™ através do seguinte isomorfismo
L:(R"" - R"
L(f) = (f(er), .., f(en)).
Para todo v € R", temos f(v) = (L(f),v). Através dessa identificacao, Ny se torna
Np={ueR"\F C{z € P|{z,u) = hg(u)}},

ou seja, Ng é o conjunto dos vetores de R" que induzem a face F' no politopo P. O lema (3.10)

nos diz entao que N (P) é um leque completo em R™.

3.38 DEFINICAO. Se F é um leque em R™ e G € um leque em R™, entao nds definimos o leque

soma direta

FoG:={CxC.,CcF,C g}
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se F e G sao leques em R", definimos seu refinamento comum como F NG := {CNC" C €

F,C" e G}

E possivel verificar que F A G e F & G sao ainda leques. Um resultado que serd de

fundamental importancia para nés é o seguinte:

3.39 TEOREMA. O leque normal de uma soma de Minkowski € o refinamento comum de seus

leques normais:

N(P+ P")=N(P)ANN(P)

Para uma demonstragao ver [56] (p.198).

Veja que dado um politopo P, o leque normal de P é completo e assim, N (P) fornece
uma forma de subdividir R” em cones, de modo que para cada cone da subdivisao todos os
vetores que estao neste cone induzem a mesma face do politopo. Ainda mais, todos os vetores
de R" que induzem a face F' pertencem ao cone correspondente. No caso de dois (ou mais)
politopos, o refinamento comum dos leques normais fornece uma maneira de subdividir R” em
cones de forma que para cada cone do leque os vetores deste cone induzem a mesma face em

cada politopo.



Capitulo 4

Analise das Equacoes Reduzidas

Neste capitulo, nosso objetivo é usar todos os conceitos que foram apresentados ante-

riormente para demonstrar o seguinte teorema

4.1 TEOREMA. Se as massas sao positivas, entao exriste somente um numero finito de classes

de equivaléncia dos equilibrios relativos para o problema Newtoniano dos quatro corpos.

Este teorema é o resultado de principal importancia para nos e neste capitulo é descrito
como foi realizada sua demonstracao usando a teoria BKK. Para isto lembremos como foi

definido um sistema reduzido.

4.2 DEFINIGAO. Considere um sistema polinomial como em (2.1) com infinitas solug¢des no
toro algébrico T, e seja X(t) uma solugdao série de Puiseuzr de ordem o, como na Proposi¢ao
2.6, o sistema reduzido induzido por o €
fialar, ... an) = Z cpa o af =0, parai=1,...,m.
(o
A equagao {(«, k) = u; que determina quais termos de f; aparecem na equagao reduzida
tem a seguinte interpretacao geométrica: Seja P; o politopo de Newton de f;, isto é o fecho
convexo do suporte de S;. Entao («, k) = p; define um hiperplano suportante de P; para o qual
a é um vetor interno normal. O hiperplano define uma face do politopo de Newton e o vetor

expoente k que aparece nas equagoes reduzidas sao os vértices de P; que estao sobre esta face.

64
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4.1 O Problema Newtoniano de Quatro Corpos

Neste capitulo, usaremos a teoria BKK para explicar como foi conseguido um limite su-
perior para o nimero de equilibrios relativos. O limite inferior é obtido basicamente enumerando
os equilibrios relativos conhecidos. Existem seis distancias mutuas r;;, e as seis equagoes de
Albouy-Chenciner sao fungoes racionais nessas variaveis. As equacoes de Dziobek também
sao funcgoes racionais nessas varidveis. Como estamos procurando por solugoes com 7;; # 0,

podemos multiplicar as equagoes pelos mdc’s para obter equagoes polinomiais.
Para as equacgoes de Dziobek (1.15), o caso n = 4 nos d4 as seguintes equagoes:
S125934 = 513524 = S514523.
De fato, tinhamos 5;;S;; = SiS;j, com 1, j, k, [ quatro indices distintos.

Observe que as outras equacgoes sao obtidas dessas pois, se considerarmos as per-
mutacoes dos quatro indices temos 4! elementos da forma S;;.Sj;, no entanto permutando os
dois primeiros indices obtemos o mesmo elemento (isto é, permutar ¢ com k nao altera o pro-
duto). Da mesma maneira, permutando os dois tltimos indices nao altera o produto. E também,
considerando permutacoes que trocam os dois primeiros indices pelos dois 1ltimos, nao obte-
mos um novo elemento, pois S;;S;; = S;19;x. Disto segue que o ntimero de elementos distintos

!

da forma S;,Sj é 242—'2 = 3 e consequentemente podemos considerar apenas as trés igualdades

acima, todas as demais sendo obtidas dessas.

No entanto, no decorrer do trabalho é 1til obter um sistema que é simétrico sob per-
mutacoes dos quatro indices. Assim, ao invés de considerarmos o sistema acima, podemos ver
as trés equagoes como

S125934 — 513524 = 0,

S12534 — S14523 = 0,

513524 — S14523 = 0.
Veja que as equagdes sao simétricas com respeito a permutagao dos indices. (Observagao: Duas
equacoes seriam suficientes, a terceira equacao poderia ser obtida das duas primeiras, entretanto

trés equagoes apresentam vantagens do ponto de vista computacional!).
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Se fizermos a subtituicao S;; = T% — 1 e multiplicarmos pelo mdc obteremos:
i

3.3 3.3 3 3.3 3 3.3 3 3 3 3.3.3 _
T1aTa3 — TaT34 — 19714793 + o 14754 + T12T237 34 — T14723734 = 0,

3,3 3,3 .3 3

3.3 3.3 3 3 3.3 _
T13T94 — T12734 — T19T 13794 + T1aT 13734 + T12T94T54 — T13724734 = 0,

3.3 3.3 3.3 3 3.3 3 3.3 3 3.3.3 _
T14T93 — T13To4 — T13T 14793 + 13714724 + T13T93T94 — 714723724 = 0.

(4.1)

Essas sao as equacoes de Dziobek que irao ser usadas no trabalho. As equacoes de
Albouy-Chenciner sao um pouco mais complicadas, pois cada equagao possui muitos termos.

Escrevamos uma delas s6 para ilustrar:

3.3.3.3 3 5.3 3.3.3 .2 3. 3.3.3
—MAT9T 3714 93 T T 12773714793 — MaT1277137714753724 — T3T 12713714794 T

5 3.3 3.3.2.3 3.3.3.3 3.2.3 .3
T3T12T 13714794 — T3T12T 13714723724 — 4T 19T 13723704 — M4T 12T 13714723724 —

3.3.3 .3 2 3.3 .3 3.3.3 .3 3.3.3 .3
3T 9T 14939 — M3T12T 13714793794 — 2MAT 3714793754 — 2MaT 3T 43Ty +

3.3.3.3.3 3.3.3 .3 3 3.3.3.3.3
2marioT 3T 4T3 oy + 2MaT o 3114 9375y + 2MaT o1 3714 53754 +

3.3.3.3 .3 3.5 .3 3.3.5 _
2My T T 3T 4T3 5 + M3T 1271479375 + MuT1277375375, = 0

Segundo Hampton e Moeckel (em [18]), parece provéavel que as seis equacoes de Albouy-
Chenciner ja determinam um nimero finito de solugoes. No entanto, nao foi possivel demonstrar
isso utilizando a teoria BKK. Do ponto de vista computacional, sua inclusao acarreta vantagens
e desvantagens. O politopo soma de Minkowski tem mais faces e, portanto, existem mais
sistemas reduzidos para analisar. Mas, os sistemas reduzidos sao mais simples. Muitos deles

sao triviais e os que nao sao triviais sao ao menos trataveis.

4.2 Calculo do Politopo Soma de Minkowski

Lembremos que a sustituicao de uma série de Puiseux solugao de ordem o num sistema
nos leva a um sistema, que denominamos de sistema reduzido e expressamos por
_ k1 kn _ S
fialay, ... a,) = E cayt ooam =0, 1=1,...,m.
kes;
(a,k)=p;

Um passo importante do método é calcular explicitamente, a soma de Minkowski dos politopos

das equagoes de nosso sistema, pois, através dele é que obtemos um modo de analisar os sistemas
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reduzidos.

Consideremos o sistema formado pelas equagoes de Dziobek e as equagoes de Albouy-
Chenciner, esse sistema possui seis variaveis, r = (712, 13, '14, I'23, T24, T34 ), POrtanto, o politopo
de cada equacdo é um politopo em RS. O politopo soma de Minkowski P C R® dos nove
politopos de Newton das equagoes do sistema é muito complicado, uma abordagem direta
dos calculos e que funciona bem em exemplos simples é simplesmente somar os vértices dos
somandos e entao encontrar um conjunto minimal de vértices e facetas. Existem programas
que realizam estes cdlculos como Porta 1.3.2 [9] ou Lrs[4], como provamos o politopo soma

de Minkowski é o fecho convexo das somas dos vértices dos somandos.

Entretanto neste caso nao foi possivel calcular diretamente o politopo pois devido a
sua complexidade os progamas nao puderam dar uma resposta. A idéia entao foi explorar a
simetria (através da permutagao entre as varidveis), para reduzir os calculos a um tamanho que

os progamas pudessem manusear. Vejamos um esboc¢o de como isso foi feito.

O grupo de permutagao Sy age sobre os indices de m; e r;; (r;; = rj;). Sob esta
acao as nove equacoes de nosso sistema irao ser permutadas. De fato, as seis equagoes de

Albouy-Chenciner sao permutadas entre elas mesmas como sao as trés equagoes de Dziobek.

Por exemplo, se ordenarmos nossas seis variaveis r = (712, 713, '14, 7’23, T'24, 734), € CON-
siderarmos a permutacao que troca o 3 por 4, entao o vetor anterior é transformado em
7 = (712, 714, T13, T24, T23, T'34), ist0 é, a permutagao troca o segundo e o terceiro eixos e também
troca o quarto e o quinto eixos. Veja que como S;; = % — 1 e uma permutagao dos indices
apenas permuta as varidveis a a¢ao do grupo de permutagao sobre as equagoes do sistema (4.1)

apenas permuta as equacoes entre elas mesmas. Vamos analisar a acao de uma permutagao

sobre as equagoes de Albouy-Chenciner,

n
ka[SM(r?k —ra — rfj) + Sk (rd, — r?k — rfj)] =0, 1<i<j<n.
k=1

Como k é uma varidavel muda, a permutagao agindo no indice k nao altera a equacao. Temos
que considerar apenas a a¢ao nos indices ¢ e j. Entao fica facil percerber que a permutacao
apenas troca as equagoes entre si, mais explicitamente, se o par (i,j) determina uma equagao
de Albouy-Chenciner e o é uma permutagao entre os indices {1,2,3,4} entao par (o(i),o(j))

também determina outra equacao de Albouy-Chenciner.
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De fato, a sustituicao dos indices por suas respectivas permutacoes da

2 2 2 2 2 2
Z Mo (k) [So)o ) (To()ott) — Totyot) ~ Toot)) T Sewet) Moot — Tol)ok) ~ To@o))] =0
o(k)=1

= > mlSko) (Toi — ook — Tatiotn) + Sho) Mok = Tk — Tawet))) = 0
k=1

ou seja, a equagao de Albouy-Chenciner determinada pelo par (o(i),0(j)). O fato de permur-
tamos os indices e obtermos as mesmas equacoes , nos diz que podemos trocar variaveis entre
si e ainda assim obter o mesmo politopo, ou seja, o politopo soma de Minkowski é simétrico

com relagao aos eixos, nao sé6 ele mas também os politopos P; e P, definidos abaixo.

Seja P; a soma de Minkowski do politopo de Newton das equagdes de Albouy-Chenciner

e P, o politopo de Newton soma para as equacoes de Dziobek.

E possivel calcular P; e P, diretamente usando o software Porta. A acao do grupo
S, sobre os indices induz agoes que envolvem a geometria dos politopos P, e P, e P. O
procedimento adotado foi usar essas somas parciais junto com a simetria para encontrar P =
P, + P,. Primeiro foi construida uma lista de possiveis vetores internos normais para as facetas
de P pois sabemos que toda face de P é a soma de Minkowski, de uma face de P; e uma face de
P,. Em particular, algumas facetas de P podem ser encontradas tomando a soma de uma faceta
de um dos P; com um vértice do outro. Entao para esta faceta obtida assim, podemos usar
como vetor interno normal o vetor interno normal da faceta usado para contrui-la. Entao na
possivel lista de vetores internos normais para as facetas de P, adiciona-se os vetores internos

normais das facetas de P e Ps.

Um fato importante aqui, que segue da demonstracao da Proposicao 3.23, é que pre-
cisamos somar apenas facetas e vértices que sao induzidas por um mesmo vetor. No entanto,
este procedimento nao esgota todas as facetas, pois existem facetas vindas de somas de faces
de menor dimensao de P; e P,. Escrevamos F; = g; + h;, onde g; é uma face s-dimensional de
Py, e h; é uma face t-dimensional de P,. Para encontrar todos os possiveis vetores normais das
novas facetas é suficiente calcular a soma das facescom 1 < s <4, 1 <t<4es+t=>5. Osg;
e os h; podem ser encontrados calculando as faces inteiras de P, e P5. Os f—vetores para P e

P, sao (2881,12942, 22504, 18657, 7178,964) e (54,210,357, 312, 135, 24), respectivamente.

Uma vez que a faceta F; esteja em maos, é elementar calcular seu normal (De fato, lem-

bremos que os normais para as facetas sao unicamente determinados a menos de multiplicagao
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por escalar). A simetria de P; e P5 pode ser explorada, calculando apenas somas onde cada g; é
um representante de cada érbita da agao da simetria. Em outras palavras ja que sabemos como
a simetria age, tendo calculado um representante de uma oOrbita consideramos suas imagens
pela agao da simetria para calcular as demais facetas induzidas pelas outras faces desta orbita.

Isto também significa que nao precisa-se realmente calcular todas as faces de P;.

Um fato observado foi que existem muito poucas faces de P; que tem estabilizadores
nao-triviais. Neste caso, o estabilizador de uma face é um conjunto das permutagoes que fixam
a face. Entao, existem poucas faces que sao fixadas por alguma permutacao além da identidade,
isto é, existem poucas faces que nao sao simétricas com alguma outra, entao essa simetria per-
mite reduzir bastante a complexidade computacional. No entanto, este procedimento adotado
fornece uma grande lista de possiveis vetores normais a facetas e a maioria deles sao “falsos” (ou

seja, nao sao vetores normais a uma faceta do politopo soma).

Tendo o normal conhecemos a faceta e, entao, podemos encontrar os vértices do
politopo que estao sobre esta faceta e fazendo isto para todas as facetas encontramos o politopo.
Lembremos que os vértices sao pontos que minimizam o produto interno com o vetor nor-
mal interno. Chamaremos o politopo soma, obtido adicionando esses “falsos” normais de
soma “bruta”de Minkowski. Para cada candidato a normal, os vértices desta soma “bruta’de

Minkowski que minimizam o produto interno com o normal foram encontrados.

Esta soma “bruta’de Minkowski, calculada tomando todas as possiveis somas de
vértices de P, e P, tem 134784 pontos. O fato que a dimensao do conjunto de vértices mini-
mizantes para uma faceta verdadeira tem que ser 5, permitiu eliminar muitos normais falsos.
Foram obtidas entao 973 facetas vindo de facetas de P; e P», e mais 2007 vindo de combinagoes
de faces de menor dimensao como descrita acima entao o politopo P tem 2980 facetas. Os
vértices de P sao os pontos extremos entre os 134784 pontos encontrados acima, isto é, aqueles

pontos que nao estao no fecho convexo dos outros pontos na lista.

Para encontrar esses pontos foi usado o seguinte procedimento. Primeiro foram contru-
idas outras somas brutas assimétricas escrevendo P = P| + P, onde P é a soma de Minkowski
de sete dos nove politopos e Py é a soma dos outros dois. Como o politopo P ¢ simétrico, qual-
quer ponto desta soma “bruta’para o qual uma orbita completa de S; nao esta contido na soma

nao pode ser um vértice verdadeiro. Decompondo P de varios modos diferentes e intersectando
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a lista resultante, foi encontrado um conjunto muito menor de vértices candidatos. Eliminando
qualquer desses candidatos que nao é ponto de intersecao de seis diferentes facetas reduzimos
a lista a 13836 pontos. Alguns deles ainda nao sao vértices verdadeiros porque os normais a
essas facetas incidentes nao geram R® (Veja que o normal junto com o conjunto dos vértices
minimizantes da faceta deve gerar o R%). Removendo esses pontos redundantes produziu-se

uma lista de 12828 vértices.

A lista final de vértices e normais foi verificada do seguinte modo. Cada um dos 2980
normais a facetas a determina uma desigualdade («, k) > p, onde p é o valor minimo de {(«, k)
sobre a grande lista de 134784 pontos. Por outro lado, um célculo com o software Porta
mostrou que o fecho convexo da menor lista é realmente o politopo P e que as desigualdades
definem P. Como verificagao final, o progama Lrs foi usado para transformar o politopo P entre
uma representagao por vértices e uma representacao por facetas. Comegando da lista de 12828
vértices o programa produziu uma lista de 2980 desigualdades para as facetas e vice-versa. Isto

encerra entao o calculo do politopo soma de Minkowski.

4.2.1 Sistemas Reduzidos

O politopo P calculado na ultima secao tem 2980 facetas e 12828 vértices. O préoximo
passo de nosso procedimento é analisd-los sistemas reduzidos correspondentes as varias faces de
P. As faces mais simples de analisar sao aquelas para as quais uma ou mais equagoes consistem
de um unico termo. Como o tnico termo em questao é um dos termos das equagoes originais
de nosso sistema, podemos garantir que todos os possiveis sistemas reduzidos triviais irao ter
solugoes nao-nulas, somente se o coeficiente do monoémio correspondente for nulo, entretanto
todos os coeficientes do sistema sdo nao-nulos (lembre que para o suporte de uma fungao
exigimos que k € S; = Cj # 0). No nosso caso, para as equacoes de Dziobek e Albouy-
Chenciner supor que os coeficientes sao nao-nulos significa supor que as massas satisfazem
m; # 0,m = my +ms+ms+my # 0 e m; +m; # 0 para dois indices distintos ¢, j € {1,2, 3,4},

o que é verdadeiro no caso de massas positivas.

A anélise comega pelas facetas. Usando o software Mathematica [53] foi encontrado
que exceto 53 das 2980 facetas, todas as outras levam a sistemas reduzidos triviais de equacoes e

,portanto, os outros sistemas reduzidos podem ser abandonados. As desigualdades que definem
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faces que determinam sistemas reduzidos nao triviais podem ser vistas na tabela abaixo:

1
2
3
4
d.
6
7
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

kv 4+ ko + ks + ky + ks + kg > 90
2k + 2ko + 2ky — k5 — kg > 28
Ok + 2ky — kg -+ 2ky — kg > 28
2k + 2ky — kg + 2ky — k5 > 28
2k + 2ks — ky + 2ks — kg > 28
2ky — ko + 2ks + 2ks — kg > 28
2ky — ko + 2ks — ky + 2k5 > 28
2ko + 2ks — ky — ks + 2kg > 28

— ko — kg + 2ky + 2k5 + 2kg > 28
— k14 2ko 4 2k — ks + 2kg > 28
— k1 4 2ky 4 2k — ky + 2kg > 28
— k1 — kg + 2ky + 2k5 + 2kg > 28
— k1 — ko + 2ky + 2k5 + 2kg > 28
ki + ko + kqy > 36

ky + ks + ks > 36

ko + ks + kg > 36

ky + ks + kg > 36

ki + ko + k3 > 30

ky 4+ ky + ks > 30

ko + k4 + kg > 30

ks + ks + ke > 30

— kg — kg > =50

— ko — ks > —50

— ky — kg > —50

— ks — ks — kg > —63
— ko — kg — kg > —63
— k1 — kg — ks > —63

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.
49.
20.
ol.
D2.
23.

— k1 — ko — k3
—ky— ks — kg
— ko — ks — k¢
— k1 — ks — ks > —69

— k1 — ko — ky > —69

— ko — ks —ky— ks > =81
— k1 — ks —ky— kg > =81
—ky — ko — ks — kg > —81
— 2kg — 3ks — 3k¢ > —170

v

—63
—69
—69

AV AVARN Y,

v

— 3ks — 2ks — 3kg > —170
— 3ks — 3ks — 2k¢ > —170
— 2ky — 3ky — 3kg > —170
— 3ky — 2ky — 3k > —170
— 3ky — 3ky — 2k¢ > —170
— 2ky — 3ky — 3ks > —170
— 2ky — 3kg — 3k3 > —170
— 3ky — 2ky — 3ks > =170
— 3ky — 3ky — 2k5 > =170
— 3k — 2ky — 3k > —170
— 3k — 3ky — 2k > —170

— 2ky — 3ky — 3ky — 2k >
— 3k — 2k — 2ky — 3ky >
— 2%y — 3ks — 3ky — 2k >
— 2k — 3ky — 3ks — 2k >
— 3k — 2k — 2ky — 3k >
— 3y — 2k — 2ks — 3k >

—208
—208
—208
—208
—208
—208

71
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Cada uma dessas desigualdades corresponde a uma faceta de P com normal interno «
dado pelos coeficientes (ki, . .., kg) (a bem da verdade a igualdade («, k) = p define o hiperplano
suportante que determina a face, por simplicidade diremos que a desigualdade define a face).
Por exemplo, a desigualdade 22 representa uma faceta que tem um normal interno dado por

a=(0,0,—1,-1,0,0).

A proposigao (2.13) garante que podiamos restringir a andlise dos vetores que induziam
um sistema reduzido em apenas um semi-espago (¢, ) > 0. Entao, escolhamos o vetor ¢ =
(=1,—-1,—1,—1,—1,—1), isto é, vamos restringir a analise para facetas correspondentes as
desigualdades 22 — 53. A analise é feita do seguinte modo, por exemplo para a desigualdade 22,
obtemos as equacoes reduzidas correspondentes por selecionar de cada um dos nove polinémios
de nosso sistema, aqueles monomios cujos vetores expoentes minimizam (o, k) = —k3 — ky,
entre todos monomios em f;. Depois de cancelar os fatores que sao poténcias das varidveis r;;,

o resultado é o seguinte sistema de nove equacoes reduzidas f;,:

m4r‘;’37“%4 + m37“§37“§4 = m4r‘;’27“%4 + m2r§37“§’4 =0,

m370:1527’%3 + m17’%47’§’4 = m2r:f37’§3 + m17“%47’§’4 =0,

m4r§’2ri’3r§’4 + m47“i1)’27“:1))37“§4 + m17“i)’27“§’47°§’4 + mlri’3r§4r§’4 - 2m74i1)’27“:15?,7;2)’47@’4 =0,
m3ri’27%3rg4 + mZT:fzri’sT:% + mgrf2rg4r§4 + m27“%37“§47“§4 - ZmT%2T§3T§4T§4 =0,
T%37“§4 - 7’%27’%37“34 - 7’%27’3?,’4 + T%QT%?,ngl + T%QT%4T§4 - T§3T5’4T§’4 =0,

3 3 _ .3 3 _
g +1r3 —1=rig+ry —1=0.

Os sistemas de equacgoes reduzidas tem uma certa homogeneidade. Neste caso, os monomios
que aparecem em cada equagao tem vetores expoentes k = (ki, ..., kg) com o mesmo valor de
—ks — k4. Nos outros sistemas reduzidos também existe uma homogeneidade deste tipo. Neste
caso da faceta 22 temos que se 7 = (712, 713, 714, T3, T24, T34) € T é qualquer solugao, entao para
qualquer s € C\ {0}, obtemos uma outra solugao da forma r = (712,713, 8 714, S ro3, ros, 734).

Em geral, para equacoes reduzidas f;, pode-se reescalonar as solucoes através da seguinte

al 6

normalizacao (s%'r1q, %2113, $%31r14, $%Mra3, %9194, s%07r34). Isto serd usado para obter a seguinte
condicao sobre a solucao

7127137 14723724734 = 1. (4-2)

A _ al a2 a3 ad ab ab
A substituicao de r = (712,713, 714, 23, T24, T34) POT (5712, 8% 113, $¥°1r14, S 793, 5%T04, $*°T34)

muda o produto dos r;; por um fator de s*, onde & = ;4. ..+ o, aqui vamos exigir que a # 0
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e r;; # 0, assim podemos reescalonar para fazer o produto igual a 1, para isto basta tomar

1 o
s = .
T'127137147237247°34

Depois de juntar a condi¢ao de normalizagao (4.2) o sistema reduzido tem dez equagoes.

Essas equagoes geram um ideal no anel de polinémios com varidveis 7;; e m;. Se
este ideal contém polindomios cujas variaveis sao apenas as massas, entao esses polinomios
dao condigoes necessarias sobre as massas para a existéncia dos valores r;; € C tornarem as
equacoes validas. Em particular, se esses polinomios sao nao-nulos para uma dada escolha
de m;, entao para aquele m; as equacgoes reduzidas nao tem solucoes » € T. De fato, veja
que se P(my, my, mg, my) é da forma f1g1 + ...+ fi0g10, onde fi,..., fio s@o os polinémios do
sistema reduzido acima e gy, . . ., g1p a0 polinomios nas distancias mutuas e nas massas, entao se
fi, .-, fio s@o nulos entdo P(my, my, m3, my4) deve ser nulo. Tais polindmios nas massas podem
ser encontrados calculando a base de Groebner para o ideal com uma escolha apropriada da

ordenacao monomial.

Os célculos da base de Groebner foram realizados usando Mathematica e checados
usando Macaulay 2 [19]. Por exemplo, para as equagoes induzidas pela faceta 22, o polinémio
P(my, mg, m3, my) = mymg—maoms estd no ideal. Entao, se este polinémio é nao-nulo, o sistema
reduzido nao tem solu¢oes em T como queriamos. Segue da simetria que as desigualdades 23
e 24 nos levam a polinomios similares nas massas da forma m;m; — mym; com os indices

permutados.

Quando escrevemos tais massas polinomiais os indices i, j, k, [ irdo sempre representar
elementos distintos de {1,2,3,4}. Infelizmente esses polinémios podem se anular para massas
positivas e entao o vetor a permanece como uma possivel ordem de uma série de Puiseux solucao

para tais massas.

Além dos sistemas reduzidos vindo de facetas nao-triviais na tabela, temos que estudar
os sistemas reduzidos vindo de faces de menor dimensao da soma de Minkowski. Essas faces
podem ser construidas por intersectar duas ou mais facetas incidentes de P (chamamos de
facetas incidentes as facetas que tem intersecao nao vazia). Se um conjunto de facetas sdo
incidentes, entao a a face obtida por intersecta-las pode ser definida por uma desigualdade da
forma (o, k) > p, onde v é qualquer normal interno a uma das faces incidentes . A escolha

do normal interno nao é tinica. Mas as equagoes reduzidas sao independentes de qual normal
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¢é usado. Foi usado para normal interno a uma dessas faces a soma dos normais das facetas

incidentes.

Os termos que aparecem nesses polinomios reduzidos f;, sao sempre um subconjunto
de termos que estao presentes nos polinomios reduzidos das facetas correspondentes, de fato,
os termos que aparecem sao correspondentes aos vértices das subfaces da faceta e, portanto,
também vértices das facetas (lembre que a demonstracao de que toda face de um politopo é
também um politopo mostra que os vértices das faces sao ,em particular, vértices do politopo,
claro que é inteiramente andlogo para o caso de faces e subfaces). Entao segue que se uma certa
faceta é trivial (algumas equagoes se reduzem a um tunico termo), entao todas as subfaces desta

faceta também sdo triviais.

Assim em nosso estudo das faces necessitamos somente considerar interse¢oes das 53
facetas nao-triviais. Entao, qualquer face nao trivial pode ser descrita por uma dada lista de

indices 1 — 53, descrevendo as facetas cuja intersecao geraram uma face dada.

Foi usada a simetria de permutacao extensivamente para diminuir o nimero de sistemas
reduzidos que necessitam ser analisados. A agao do grupo de permutagao Sy sobre as variaveis
m; e r;; induz uma agao sobre o conjunto de faces do politopo, (a saber, alterna as faces que
sao simétricas pela mudanca de eixos induzidas pela permutagao). Esta claro que necessita-se
somente checar uma face representante de cada érbita de S;. Foi escolhido o representante cuja
lista de indices das facetas intersecao que o geram é minimal com respeito a ordem lexicografica.

Chamamos tal lista de indices de um representante minimal para a sua orbita.

Vejamos como podemos calcular o representante minimal indutivamente pela dimensao.
Primeiro construa uma lista L; de facetas representativas minimais, escolhendo de cada orbita
de S; a faceta de menor indice. Agora suponha que as listas Ly, ..., L ja foram construidas,
onde Lj é uma lista de k-tuplas I = (iy,...,4), com iy < iy < ... < i, de representantes
minimais para as faces nao triviais que sao definidas por intersectar k facetas incidentes. Entao,
Ly, pode ser construida considerando todas as possiveis extensoes de k-tuplas I € L para
(k + 1)-tuplas I' = (i1,..., 0k, l41) COM ixyq > i, € entdo eliminando aquelas extensoes que
descrevem facetas nao incidentes, aquelas que levam a sistemas reduzidos triviais e aquelas que
nao sado minimais em suas 6rbitas. Para ver isto, note que se I’ € L 1 entao a k-tupla I, obtida

de I’ por tirar a tltima coordenada deve representar k-facetas incidentes que determinam um
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sistema reduzido nao-trivial.

Também necessitamos ver que I é um representante minimal sua érbita. Se nao fosse,
entao existe alguma k-tupla J = g(I) = (j1,...,Jx) com g € Sy (Aqui g(I) representa a face
imagem da face I pela acao da permutagao sobre os indices dos eixos) e J < I na ordem lexi-
cografica, em outras palavras, existe uma permutacao que leva a k-tupla em sua representante
minimal. Seja J' = (ji,...,j;,) a k + 1-tupla obtida da k-tupla J junto com g(ix41) = Jjj 1,

inserido em sua ordem adequada.

AFIRMAGAO 1. Nao importa onde este novo indice g(ix41) € inserido, iremos ter (ji, ..., jr) <
J <.
De fato, para a ordem lexicogréfica temos (i1, ...,ik11) < (J1,---,Jk+1) < para algumn, i, <

Jne¥m<n, tym = jm.

a) Se g(ig+1) > Jjn, entao continuamos tendo j/, < i, eV m <n, j, =1i,, pois a inser¢ao de
g(ik+1) na k-tupla (71, ..., Jjx) se da depois do indice m consequentemente (71, ...,J;) < J < I.
b) Se g(ig+1) < Jm, entao iremos ter g(ixy1) < j;, para algum | < m, mas dai j/, < j, =
in, Vn <m e portanto, (ji,...,J.) < J <I.

c) Se g(ixt+1) = Jm, entao iremos ter j; ., = g(lkt1) = Jm < im €, para l < m, temos j; = j; = i

donde segue novamente que (j1,...,Jj;.) < J < I.

Mas, (ji,..-,Jr) < J <1 = J < I'o que é uma contradi¢ao pois o I’ ¢ minimal em

sua orbita.

Pode-se ainda diminuir a lista usando a exigéncia de que cada face que devemos analisar
tenha um vetor normal & no semi-espago que escolhemos (¢, ) > 0. Agora, se uma face é obtida
por intersectar duas ou mais facetas cujos todos os internos normais satisfazem (c, a) < 0, entao
todo vetor normal « ira também satisfazer a desigualdade, pois os vetores normais para as faces
sao combinagoes convexas dos normais das facetas que o definem. Portanto, pode-se eliminar
da lista todas as faces obtidas por intersectar somente facetas com indices entre 1 e 21. Depois

de usar a simetria e a condi¢ao do semi-espacgo, somente as faces determinadas pelas seguintes
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lista de desigualdades tem que ser analisadas

{22} {25} {29} {33} {36} {48}
{2,25} {2,36} {14,25} {14,36} {18,29} {2248}
{25,36} {33,48} {2,14,25} {2,14,36}
{2,25,36} {14,25,36} {2,14,25,36}.

Em qualquer outra combinacao de desigualdades foram encontradas umas das seguintes pro-

priedades:
e Ou as facetas nao sao incidentes no politopo (intersegao vazia);
e Ou elas sao incidentes mas determinam um sistema reduzido trivial;
e Ou entao elas podem ser obtidas de uma combinacao da lista usando simetria.
Para cada um desses sistemas reduzidos correspondentes, foi juntada a condigao de normalizagao

(4.2) e usado o método da base de Groebner, para encontrar polinomios nas massas que estao

contidos no ideal resultante. Os ideais dos sitemas reduzidos induzidos pelas faces
{25}, {29}, {36}, {48},{2,36}, {18,29}, {22,48}, {25, 36}, {33, 48},
contém um dos polinémios m;, m; +m; ou m; que ja sabemos serem nao-nulos. Os ideais
{2,25},{14,25},{14,36},{2,14,25},{2,14,36}, {2, 25,36}, {14, 25,36}, {2, 14, 25,36}

contém somas das trés massas m; +m; + my. Isto deixa somente as facetas 22 e 33. Como foi
citado acima, os ideais da faceta 22 e suas contrapartes simétricas contém polinémios da forma
mym; — mymy. O ideal da faceta 33 ¢ mais complicado. Ele contém um polinomio da forma

(m; +m;)* (my, + mil)*(m? + m3)(mi +m})Q onde Q representa a expressao
Q = (m} — mid) (i — m)” + dmm(mi, —m})” + dmimi(mf —m)". (43)
Este polinomio também zera para algumas massas positivas (faga por exemplo m; = m;
j

e my = my) e entao o correspondente vetor a é ainda uma possivel ordem para uma solugao de

Puiseux.

Neste ponto, a andlise dos sistemas reduzidos mostra que se m; # 0, m; + m; # 0 e

m; +m; +my # 0, e m = my +mg +ms+ my # 0, entao quase todos os possiveis vetores a no
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semi-espaco (¢, u) > 0 sao excluidos como possiveis ordens de uma série de Puiseux solucao de

nosso sitema.

As tnicas possibilidades remanescentes sao os multiplos racionais positivos dos vetores
ag = (0,0,—1,—1,0,0) e ag3 = (0,—1,—1,—1,—1,0) e seus andlogos simétricos (isto é, os
vetores normais as faces na érbita desses vetores). O objetivo agora é mostrar que essas ordens

também sao impossiveis.

4.3 Analise dos casos excepcionais

Assumindo que m; > 0, o objetivo é mostrar que nao existem séries de Puiseux
solugao de nosso sistema de nove equagoes cuja ordem « é um miultiplo positivo de agy =
(0,0,—1,-1,0,0) e azzg = (0, —1,—1,—1,—1,0), isto ird completar a prova do Teorema 4.1, e
além do mais, de posse deste resultado poderemos aplicar o Teorema de Bernstein para efeti-

vamente encontrar uma cota superior para o nimero de equilibrios relativos.

Se as massas sao escolhidas tal que os polindmios correspondentes nas massas se
anulam, entao podemos encontrar solucoes das equagoes reduzidas em T. Mas, as equacoes
reduzidas apresentam apenas os coeficientes dos termos lideres, entao essas solucoes represen-
tam apenas os termos lideres de uma possivel série solugao. Se realmente existe tal série solucao,
ela deve possuir valores consistentes para os termos de mais alta ordem, entretanto, veremos

que isto nao ocorre.

4.3.1 Faceta 22

A faceta 22 deu origem a um sistema reduzido cujas equagoes geram um ideal que
contém o seguinte polinémio nas massas P(mq, ma, mg, my) = mymy — mgmg. Vamos assumir
que mimy = maomg e que m; > 0. Podemos observar diretamente que as equacoes sao ho-
mogeéneas nas massas e, entao, podemos dividir o vetor (mj, ms, mg, my) para obter m/, = 1.

Em outras palavras, podemos assumir que my = 1.

Desejamos analisar as possiveis séries de Puiseux que comecam com um multiplo

racional positivo do vetor expoente gy = (0,0,—1,—1,0,0). Primeiro lembremos que nos-
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sas varidveis sdo ordenadas como r = (rya, 713,714, 23, 724, T34). Pela Proposigao 2.6 se a tal
série existe e é nao constante entao, a projecao da variedade V' definida pelas equacoes sobre os
eixos r14 € T93 NA0 consiste apenas de um conjunto finito e ,portanto, é dominante. Veja que se a
projecao da variedade sobre esses eixos fosse finita, entao, as séries de Puiseux correspondentes
a essas coordenadas seriam constantes, e dai o vetor ordem teria um 0 na posicao de ry4 e\ou

ro3. Entretanto, solugoes com tais possiveis ordens ja foram excluidas.

Como a projecao sobre os eixos é dominante, novamente pela Proposicao 2.6, existira

’ . . ~ . 1 . .
uma série de Puiseux solucao com 714(t) = ;, como desejamos que o vetor expoente seja
exatamente amy (0s demais vetores ordem forma excluidos com excessao de ass que analisaremos
posteriormente). Entao o termo lider da série de Puiseux r93(t) também é de grau —1, enquanto

todas as outras séries comecam na ordem 0.

Agora, fagamos a substituicdo r = (212, 713, %, 28 794, T34). Fazemos a substituigao
no sistema das equagoes de Dziobek e Albouy-Chenciner e tiramos os denominadores, entao
obtemos um sistema de nove equagdes polinomiais F'(t, X) = 0 em cinco incégnitas X =
(12, T13, Tog, T2, T34) com coeficientes que s@o polindomios em ¢. Entdo podemos expandir o
sistema como

F(t,X) = Fy(X) + Fi(X)t + F(X)t* 4+ ... =0.

Podemos ver entao F(¢, X) como uma funcao F : C® — C°. Por andlise direta das equacoes da
pra mostrar também que F;(X) = 0. Agora, veja que se (112(t), 713(t), r14(t), 723(f), 724(t), 734(t))
é uma série de Puiseux solugao do sistema Albouy-Chenciner-Dziobek de ordem ass, entao a
substituigao (72, r ) — ( 2, 223 ) permit revam d
G 12,713,714, 723, 24, T'34 L12, 13, t ¢ y L24,T34) PE € que escrevaimos cada
x;; como uma série de Puiseux de ordem 0 com X = (212, 213, T23, T24, T34) sendo uma solugao
do novo sistema. Portanto a equacao Fy(z(0)) = 0 é equivalente ao sistema reduzido de
equagdes para o vetor agy. Com isto é possivel determinar (ainda que nao unicamente) os

termos constantes de x;;(t). Eles sao

mo 3 1 3

ms 3 1
= < 0)= —— 0
1+ my’ 5534( ) 1+ my’ 5513( )

3 — _ e — = )
#%(0) = e a0 = s awl0) =

Usando o software Mathematica, nao é dificil mostrar que o posto de D Fj no ponto X (0) é 5.
Note que F'(0, X) = Fy(X), além do mais as fungoes coordenadas de F' sao fungoes polinomiais
e, portanto, analiticas. Pelo Teorema da Funcao Implicita existe uma vizinhanca de 0 tal que

X se escreve como fungao de t e F'(t, X(t)) = 0, para todo t nesta vizinhanca. Além do mais
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como a fungao F'(¢, X) é analitica o Teorema da Funcdo Implicita garante ainda que a fungao
X (t) é analitica e, entao, podemos escrever X (t) como uma série de poténcias (Ver [12] p.277).

Como a expansao de F' continua até a ordem 2, pomos

2ij(t) = 25(0) + ugt® + vt + ...

Podemos truncar a série na poténcia em t* pois isso é suficiente para nossos propdésitos.

A substituicdo de z;;(t) em F leva a um sistema de equagOes lineares para u =
(u1g,...,us) e v = (vig,...,v34). E, entao, pode-se mostrar que as equagoes para u sao consis-
tentes e determinam wu unicamente. Entretanto, as equacoes para v sao inconsistentes, e, por-
tanto, nao pode existir série de Puiseux soluc¢ao do sistema de ordem awmy = (0,0, —1,—1,0,0).
Lembre ainda que todos os multiplos racionais desse vetor induzem o mesmo sistema reduzido

e, portanto, também nao podem ser ordem de uma série de Puiseux solucao.

4.3.2 Faceta 33

Lembremos que a andlise da faceta 33 gera a equacao (4.3)
(mi + my)? (my, 4 my)* (m + m3)(mi +m)Q
onde () representa a expressao
Q = (m? —m3)’(mi —m})” + 4mdmi(mi —m})” + dmimid(mf —m3)’. (4.4)
Esta equacao se anula se, somente se, () se anula.

Suponhamos que (4.3) se anula para massas positivas, um caso é por exemplo quando
mi = mg e mg = my. Em geral, ) se anula quando m; = m; e my, = my;. Queremos excluir séries
de Puiseux cuja ordem é um multiplo racional positivo do vetor asz = (0,—1,—1,—1,—1,0).
Como foi feito para age, podemos assumir que a ordem é exatamente a3 e por r13(t) = % Entao,
como antes fazemos uma substituicao (ria, r13, 714, 723, 24, 34) — (Z12, %, T4 T T2 pgy) € 850

nos fornece um sistema F(t, X) = Fy(X) + Fy(X)t + Fy(X)t* + ... = 0, do qual queremos

excluir solugoes de Puiseux de ordem 0. As equagoes reduzidas para os termos lideres nos da

mq 1 . .
= Tml’xg‘*(o) = ——— 23,(0) = £i,235(0) = Fi, x24(0) = —1.

1’?2 (O) 1+ my
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Novamente, o posto de DFy(z(0)) é 5. Entao, pode-se mostrar que Fj(z(0)) = 0 ,entdo, mais

uma vez, usando o Teorema da Funcao Implicita as possiveis solucoes tomam a forma
‘.(t)— (0)_|_ 4.1;2_’_ 4.t3+
x5(t) = 35 Ui Vi e

Novamente encontramos que u = (ulg,u14,u23,u24,u34) ¢ unicamente determinado mas as
equagoes que determinam v = (v1g, V14, Va3, Vag, V34) SA0 inconsistentes. E, portanto, nenhum
multiplo racinal positivo do vetor a3 pode ser ordem de uma série de Puiseux solugao de nosso
sistema. Isto completa a prova de que o sistema determinado pelas equacoes de Dziobek e

Albouy-Chenciner possui um ntumero finito de solugoes no toro algébrico.

4.4 Limites Superiores e Limites Inferiores

4.4.1 Limite Inferior

Existem sempre exatamente 12 equilibrios relativos colineares [39]. MacMillan e Bartky
[33] provaram um resultado de existéncia de um equilibrio relativo convexo para cada uma das
6 ordenacoes ciclicas distintas obtidas por rotacao das 4 massas. O caso estritamente concavo,
onde uma particula esta contida no fecho convexo do triangulo formado pelos outros trés pontos

¢ mais complicado.

Em [17] é mostrado que se todas as 4 massas sao diferentes, entao existe no minimo 16
equilibrios relativos concavos, dando um limite inferior de 34 para o ntimero total de equilibrios
relativos (o limite inferior de 8 configuragoes concavas estabelecido em [17] conta configuragoes
refletidas como equivalentes). Esse resultado pode facilmente ser refinado para dar a seguinte
proposicao, cuja prova contém algumas informagoes geométricas adicionais sobre essas con-

figuracoes.

4.3 PROPOSIGAO. Ezxistem sempre no minimo 14 equilibrios relativos concavos no problema
dos quatro-corpos. A menos que exatamente trés das massas sejam iguais, existem no minimo

16 equilibrios relativos concavos.

Demonstragao: A prova é baseada no principal resultado em [17] que pode ser formulado

como segue. Primeiro introduzimos um modo de nomear uma configuragao concava das quatro
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massas. Uma das massas estd dentro do triangulo cujos vertices sao os outros trés,, chame-a de
m.. Para um triangulo escaleno, seus lados podem ser nomeados de acordo com o comprimento
de modo tnico, L, I e S tal que L > I > S. Refletindo a configuracao, se necessario, nos
podemos sempre assumir que as arestas ocorrem em sentido anti-horario de acordo com a ordem
L, I e S. Nomeamos as massas opostas as arestas L, I e S como mp, m; e mg, respectivamente,
entao elas também vao estar em sentido anti-horario em torno do triangulo. Para um triangulo
isoceles que nao é equildtero, entdo ou L ou S irao ser unicamente determinado (de fato, dois
lados tem o mesmo comprimento, o terceiro deve ter comprimento maior ou menor que os
outros, e de acordo com o caso serd chamado de L ou S). Os outros dois lados podem ser
nomeados de maneira a encontrar o sentido anti-horario. Para o triangulo equilatero, escolha
o nome dos lados de modo a encontrar o sentido anti-hordrio (Sabemos que este caso ocorre

somente se my = m; = mg).

Com essas convengoes; o principal resultado de [17] mostra que existe um equilibrio

relativo concavo desta forma desde que

mr; > myp e my > mg. (4.5)

E é claro que a reflexao desta configuragao ira ser um equilibrio relativo que nao pode

ser obtido por outros por rotagao com as massas mpr, my e mg mantendo sentido horario.

Dadas quatro massas my, ms, ms € my, obtemos varias configuragoes concavas difer-
entes assumindo que as massas nomeadas convenietemente da forma me, mp, my e mg. Assuma,
sem perda de generalidade que m; > mo > m3 > my. Entao as 8 seguintes permutagoes irao

satisfazer (4.5)

(m07mf7mL7mS) - (m17m27m37m4) (m27m17m37m4) (m37m17m27m4) (m4am17m27m3)

<m17m27m47m3) (m27m17m47m3> (m37m17m47m2> <m47m17m37m2)-

No entanto, se nenhuma das trés massas sao iguais, é facil ver que os 16 equilibrios
relativos determinados pelas 8 configuragoes e seus pares refletidos nao sao equivalentes sobre a
nossa simetria rotacional. Primeiro, note que se duas configuragoes sao equivalentes, entao elas
devem ter a mesma massa central e as massas sobre o triangulo devem estar em ordem ciclica.

Para uma massa fixada m¢ s6 existem duas permutacoes na lista acima e elas tem os vértices do
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triangulo em ordem opostas. Finalmente, essas duas configuragoes nao podem ser equivalentes
a qualquer outra das reflexoes. Para ver isso, note que como o triangulo nao é equilatero, ao
menos uma das arestas L ou S estd unicamente determinada pela geometria (independente de
nossa convengao de ordenacao acima). Neste caso, as duas configuragoes equivalentes poderiam
ter tido a mesma escolha para my ou mg. Mas, as duas diferentes permutacoes da lista que

tem o mesmo mc, sempre diferem em ambos m;, e mg.

Como Albouy [1] mostrou que existem 50 equilibrios relativos quando todas as quatro
massas sao iguais, resta somente considerar o caso onde exatamente trés das quatro massas sao
iguais. Se m; = mo = mg > my entao as seis permutagoes na tabela com m¢ # my ainda
fornecem 12 equilibrios relativos. Mas as outras duas configuracoes devem ser concebidas como
triangulos equilateros com my no centro. Essas sao equivalentes a alguma outra reflexao e nods

obtemos 14 ao todo. O caso m; > ms = ms3 = my ¢ semelhante. [ |

Um resultado complementar de Xia [55] d4 uma prova relativamente simples de um
limite inferior de 16 equilibrios relativos concavos. Se assumirmos a hipotese de que uma certa
funcao IU? ¢ nao degenerada, de outro modo existem no minimo 8. Aqui U = g mimjri’jl é

i<j
o potencial e I = m™* E mimjrfj é o momento de inércia.
i<j

Para resumir, podemos dizer que existem no minimo 32 equilibrios relativos no prob-
lema dos quatro corpos, no entanto se exatamente trés das massas sao iguais e a funcao I1U? é

degenerada existem no minimo 34 equilibrios relativos.

4.4.2 Limite Superior

Mostramos que para massas positivas, as nove equagoes de Albouy-Chenciner e as
equagoes de Dziobek tem uma quantidade finita de solugoes r = (712, . . ., r34) no toro algébrico
complexo. Como o nimero de equagoes usado excede o nimero de incognitas, nao é possivel
aplicar diretamente o limite do volume misto da teoria BKK ao nosso sistema. Entretanto, nés

iremos aplicar ele ao sistema de 10 equagoes e 10 incégnitas obtido em (1.17).

Como observado antes, qualquer equilibrio relativo determina uma solu¢ao de (1.17)

com r;; # 0 e z; # 0. Entretanto, é possivel que k = 0, o que nos impede de usar o limite
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BKK, ja que ele vale somente no caso em que nao existem solucoes nulas. Para superar esta

Ji—fi=0
dificuldade substituimos as equagoes f; = ... = fy = 0 pelas diferencas ¢ f, — fy =0 para
fs—f1=0

obter um sistema de 10 equagoes para (7, z). Entao, o limite superior para o ntiimero de solugoes

complexas

<T7 Z) € T10<<T7 Z) - <T127 713,714, 723,723, T34, 21, 22, 23, 24))

d& um limite superior para o niimero de classes de equivaléncia de equilibrios relativos. De fato,

estamos interessados somente em solucoes com r;; reais e positivos.

O principal ponto é que existem duas solugoes (r,z) € T'° do novo sistema para cada
solucao r € T das equacoes de Albouy-Chenciner e Dziobek. Para ver isto, suponha que nés
temos uma solucao (r, z) de nossas dez equagdes com r;; # 0. Iremos mostrar que r satisfaz as
nove equagoes de Albouy-Chenciner e Dziobek. Primeiro, as equagoes de Dziobek (1.15) seguem
imediatamente das equacoes S;; = z;2;. Agora iremos mostrar como encontrar a equagao de
Albouy-Chenciner com (7, j) = (1,2); as outras podem ser encontradas de um modo similar se

pomos (i,7) = (1,2) em
ka [Sik(rjz’k — 7o — 7”@2]) + Sin(r — 7“]2‘k - Tz‘zj)] =0 (4.6)
k=1

e substituindo S;; por z;z; obtemos

4

—2(my +ma) 2z + ma2123(rgy — i3 — 11,) + Mazezs(riy — 135 — i)+

2 2 2 2 2 2y
m4z1z4(r24 A 7’12) + m4z2z4(r14 — Ty — 7’12) = 0.
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Por outro lado,

—(21 + z2)riy fo + (22 — 21) (azariy — mu2irty + Mmazs(riy — 133)) + maza(riy —13,) =
mi(=zirty — narty + ity — 2arh) + ma(—nart, — 23 + 24l — 227r7)

+ma(—23(21 + 22)1fy + 23(20 — 21)(r7y — 134)) + ma(—za(21 + 22)785 + (22 — 21)2a(r]y — 734)) =
mi(—2z021775) + Ma(=2202171,) + Maz123(r3; — 715 — T1o) + Mazaza(ris — 135 — 175)

2 2 2 2 2 2
+myz124(154 — rig — T14) + Mazoza(11y — Ty — T34),

Ou seja, se temos (r, z) uma solugao de (1.17), fazendo

—(21 + 22)riyfo + (22 — 21) (f1 — fa)

encontramos uma solucao para a equagao de Albouy-Chenciner com (7,7) = (1,2). As outras
sao obtidas de um modo similar, ou seja, nosso sistema de 10 equagoes de Albouy-Chenciner e

Dziobek é obtido do sistema (1.17)

Agora iremos mostrar que dado qualquer r € T°, existe no maximo dois modos de
encontrar z € T*, tal que ziz; = Si; vale. Como todos os z; sao nao-nulos, devemos ter
Si; # 0. Entao, as razoes entre os z;’s sao unicamente determinadas por equagoes da forma
j—; = % Pondo z;, = ¢g;, onde ¢; = j—i, temos entao c?s;q = Sis e logo ¢? = gi—f% assim ¢ fica
determinado a menos de sinal. Mas, ¢; ja é conhecido (pois, é razao entre os z;’s), logo cada z;
¢é determinado a menos de sinal por z; = cg;. Escolhido o sinal de ¢, determinamos z;. Existem
portanto apenas duas maneiras de determinar z, uma referente a cada escolha do sinal de ¢. Se
m; > 0, mostramos que os sistema formado pelas equacoes de Albouy-Chenciner e Dziobek tém
uma quantidade finita de solucoes r € T e portanto nosso sistema de 10 equacoes tem uma
quantidade finita de solucoes em 7'°. Entdo o teorema de Bernstein mostra que o ntimero de

solucoes ¢ limitado superiormente pelo volume misto dos politopos de Newton P;, ¢ =1,...,10

dessas equacoes.

Usando o programa Mixvol encontramos que o volume misto é 25380 [14]. Isto limita
o numero de solucoes complexas com todas as variaveis nao-nulas. Entretanto, no maximo
um terco dessas solucoes podem ter valores reais para as distancias mutuas r;;. Para ver
isto, note que se (r,z) € T é qualquer solugio entao (wr,z) também é, onde w é qualquer
raiz terca da unidade. Isto segue do fato de que para cada mondémio em cada equagao de
Albouy-Chenciner, a soma dos expoentes das varidveis r;; ¢ 9 ou 12 e ,portanto, obtemos

o mesmo valor colocando 7;; ou wr;;. Ou seja para cada solucao real encontramos mais duas
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solucoes complexas. Entao existem no maximo 25:;—80 = 8460 solugoes reais (r, z). Como existem

exatamente 12 equilibrios relativos colineares que nao foram incluidos aqui, nosso limite superior

para o numero de equilibrios relativos de quaisquer 4 massas positivas é 8472.



Apeéendice

Conceitos Basicos e Teoremas da Geometria Algébrica

Nesta secao, discutiremos brevemente alguns resultados de geometria algébrica que
nos serao uteis, enuciaremos também um resultado de algebra comutativa, nomeado teorema

de Hilbert Nullstellensatz, em sua versao fraca.

4.4 DEFINIGAO. Seja K um corpo, e seja fi,..., fs polinomios em Klxy,... , x,]. Entao o
conjunto V(fi,..., fs) = {(a1,...,a,) € K" : fia1,...,a,) = 0 para todo 1 < i < s} € a

varitedade afim definida por fi,..., fs.

Entao, uma variedade afim V(fy,...,fs) € K™ é o conjunto de todas as solugoes de

um sistema de equacoes
fl(.Tl, e ,.Tn) =0

fs(x1, ..., x,) = 0.
Seja K um corpo. Definimos uma relacao de equivaléncia ~ entre os pontos nao-nulos
de K™*! pondo
(g, yxh) ~ (Toy .., Tn)
se existe um elemento nao-nulo A € K tal que (xy,...,2,) = XMz, ..., Ty).

s

4.5 DEFINIGAO. O espago projetivo n-dimensional sobre um corpo K, denotado por P"(K) é

o conjunto das classes de equivaléncia definidas pela relagao ~ em K"\ {0}. Entdo
P"(K) = (K™ \{0})/ ~.
Os elementos de P"(K) serdo denotados por |a), onde a € K™

86
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4.6 PROPOSIGAO. Seja [ € K|xy,...,x,| um polindmio homogéneo de grau d. Se [ se anula

sobre um ponto b € [a], entao f se anula sobre todos os pontos em [a].

Demonstragao: Se ¢ € [a], entao ¢ = A\b com A # 0, donde f(c) = f(\b) = A4 f(b) = 0. |

Dizemos que f([b]) =0, se f(z) =0, Vo € [b]. Entao , pela proposicao anterior, se f
¢ um polinomio homogéneo V' (f) = {[b] € P%; f([b]) = 0} estd bem definido. Mais geralmente

temos:

4.7 DEFINIGAO. Seja K um corpo e sejam fi, ..., fs € K[xq,...,x,] polindmios homogéneos.

Entao o conjunto
Vi(fisooi fs) = {la] € P"(K) : fi([a]) = 0, para todo 1 < i < s}

¢ a variedade projetiva definida por fi,..., fs.

Vejamos agora um teorema que serd util para associarmos uma variedade a um ideal.

4.8 TEOREMA (Teorema da Base de Hilbert). Seja K um corpo. Todo o ideal I C K[xq,. .., x,]

tem um conjunto finito de geradores. Isto é, [ =< g1,...,9s > para alguns g,,...,gs € I.
Demonstracao: Ver [10], (p. 74). |
4.9 DEFINIGAO. Seja I C K[xy,...,x,] um ideal. Entdo, denotaremos por V(I) o conjunto

V(I)=A{(a1,...,a,) € K" : f(a1,...,a,) =0 para todo f € I}.

4.10 PROPOSIGAO. V(1) € uma variedade afim. Em particular, se I =< fi,..., fs >, entao

V) =V(f1,- - fs)-

Demonstracao: Ver [10], (p. 77). |

4.11 DEFINIGAO. Sejam I, J ideais de um anel A. Entao,

a) Oideal I+ J={a+b:aeclbe J} échamado o ideal soma de I e J,

b) Oideal 1J = {abja € I,b€ J} é chamado o ideal produto de I e J.
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Precisamos do seguinte lema para nossa préxima defini¢ao.

4.12 LEMA. Sejam Iy e I ideais de K|xy, ..., x,] e {14} aca uma familia de ideais em Klxy, ..., x,].

a) Iy C I = V(Iy) C V(L),

b) V(L)) UV (L) =V(I1Nl1y) =V(1),

¢) (V) =V _ L)

aEA acA

Demonstragao:

a) Se [a] € V(I3), entao f([a]) =0, V[ € I,. Em particular, f([a]) =0, f € I;. Portanto,
[a} € ‘/(]i).

b) Seja [a] € V(I;) U V(). Sem perda de generalidade, suponha [a] € V(I;). Como
IyN I, C I pelo item a) temos V(1) C V(I3 N1y), portanto [a] € V(I;N13). Ainda como
I I, C I;N I, novamente pelo item a) obtemos V(I;N 1) C V(I113). Donde [a] € V(I115),
e segue a inclusao V(1) UV (Iz) C V([112).

Agora, suponha por contradigao que exite [a] € P™ tal que [a] € V(I115)\ (V (1) UV (I3)).
Logo, existem f € [} e g € I, tais que f([a]) # 0 e g([a]) # 0. Portanto, temos que
fg([a]) # 0, uma contradicao pois fg € I115. Isto prova a inclusao V(I 15) C V(I;)NV (I3)
e portanto b).

¢) Seja [a] € n V(I,). Entao, f([a]) =0, Vf € I,, Va € A e, portanto,

acA

fla) =0, YfeV(> L) = [deV()_ L)

aEA acA

Como I, C Z I,, Yo € A, peloitem a), V(Z 1,) Cc V(1,), Ya € A. Assim, V(Z 1,) C

a€cA acA acA

(V).

acA

Portanto, pelo lema acima, podemos definir uma topologia em P"(K), onde a familia
de fechados serao as variedades projetivas. Esta topologia é chamada topologia de Zariski em

P
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4.13 DEFINIGAO. Um aberto de Zariski é o complemento de uma variedade projetiva em P™(K).

4.14 DEFINICAO. Uma variedade quasi-projetiva é um aberto relativo de uma variedade proje-

tiva na topologia de Zariski induzida.

Note que, se V' é uma variedade quasi-projetiva entao V= X N A onde X é uma
variedade projetiva e A é um aberto, donde A° é fechado, segue que V=X NA = X \ A, ou
seja, as variedades quasi-projetivas sao justamente os conjuntos que podem ser expressos como
diferengas entre dois conjuntos fechados. Usaremos o termo variedade para denotar variedade

afim ou variedade projetiva.

4.15 DEFINICAO. O fecho de uma variedade quasi-projetiva V- é a menor variedade projetiva,

com respeito & inclusao, que contém V. Denotamos o fecho de V por V.

4.16 DEFINIGAO. Uma variedade X € redutivel, se existem subconjuntos fechados préprios Xy,

X5 ; X tais que X = X;7 U Xy, Caso contrdrio, dizemos que V' € irredutivel.

4.17 TEOREMA. Seja V uma variedade. FEntao V pode ser escrito como uma unido finita
V= U Vi, onde cada V; € uma variedade irredutivel.

i=1

Demonstracao: Ver [46] (p.34) ou [10] (p.200). |

4.18 DEFINICAO. Seja V' uma variedade, tal que V = U Vi, onde cada V; é um conjunto fechado
i=1
irredutivel. Se V; € V; para todo i # j entao dizemos que tal representagdo € irredundante, e

os V!'s sio as componentes irredutiveis de V.

m

4.19 TEOREMA. Seja V uma variedade. Entdo existe uma decomposicio V = U Vi, além do
i=1
mais essa decomposicao € unica.

Demonstracao: Ver [46] (p. 34) ou [10] (p. 203). |

4.20 DEFINICAO. A dimensdo de uma variedade quasi-projetiva irredutivel V- C C, denotada
por dimV', é o nimero d, tal que existe um aberto de Zariski em V' tal que para todo ponto nesse
aberto, V' € definida localmente (na topologia de Zariski) por n — d polinémios com diferenciais

independentes.
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4.21 DEFINIGAO. Se V' € uma variedade quasi-projetiva redutivel, definimos a dimensdao de V

como o mdzrimo da dimensao de suas componentes irredutiveis.

Pode-se mostrar que a dimensao de uma variedade quasi-projetiva satisfaz as seguintes

propriedades:

a) Uma variedade quasi-projetiva V' tem dimensao 0 se, e somente se, V' é um conjunto finito

nao-vazio;
b) Se V' C V' é uma subvariedade entao vale dimV’ < dimV. Para demonstracao ver [46];
¢) Se K = C, entao dimC = 1.

4.22 DEFINIGAO. Sejam V C P*(K) e W C P'(K). Uma aplicagio f : V — W € regular
em um ponto se € definida por polinomios homogéneos de mesmo grau, que nao se anulam
simultaneamente em [z]. A aplicagcdo f é reqular em um ponto [z] € V| se existe uma vizinhaga
de [z] (na topologia de Zariski) tal que nesta vizinhaca f € definida por polinomios homogéneos
de mesmo grau, que nao se anulam simultaneamente nesta vizinhanca, f serd dita reqular se

for regular em todos os pontos de V.

Em particular, a projecao 7 : V' — K é uma aplicagao regular pois é definida por um
polinomio em uma variavel.

4.23 DEFINIGAO. Uma aplicagao f:V — W entre variedades é dita dominante se f(V) = W.

4.24 TEOREMA. Se f :V — W € uma aplicagcio reqular dominante, entao f(V') contém um

aberto nao trivial.

Demonstracao: Ver [46] (p. 63). |

Agora demonstraremos uma proposicao que sera util em nossos propdésitos.

4.25 PROPOSICAO. Seja V' C C" uma variedade quasi-projetiva. Entao w; - V — C, a projecao

na i-ésima coordenada, € tal que m;(V') é um conjunto finito ou possui complementar finito.
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Demonstracao: Como m;(V)) C C, entdao m; (V) C C, portanto dimm;(V) < dimC = 1, assim
temos que dimm; (V') = 0 ou dimm; (V') = 1. Se dim m;(V') = 0, entdo V' é um conjunto finito de

pontos, e o resultado estd demonstrado. No entanto, se dimm; (V') = 1, entdo tome o sistema

que define W, em particular W ¢ infinito e, portanto, cada polinomio deve ter um ntimero
infinito de raizes, logo, pelo Teorema Fundamental da Algebra os polinomios sao identicamente
nulos. Segue, entao, que m = C, e ,portanto, m; é dominante. Pelo teorema anterior existe
um aberto de Zariski nao trivial U C m;(V'), mas entao U¢ é fechado e, portanto, é o conjunto

solucao de um sistema de equagoes

Note que U€ é finito, caso contrario, pelo mesmo argumento acima os ¢.s seriam triviais,

logo U¢ = C, ou seja, U = @, uma contradi¢ao pois U é nao trivial.

Mas, U C mi(V) = m; (V)¢ C U¢ e ,portanto, m;(V)¢ é finito. |

Terminaremos esta secao com um teorema de Algebra Comutativa, que é usado no

texto. Esse teorema serd apresentado em sua versao fraca.

4.26 TEOREMA (Nullstellensatz). Seja K um corpo algebricamente fechado e seja I C Ky, ..., x,]

um ideal satisfazendo V(I) = @. Entao I = K|xq,...,x,)].

Mais especificamente usaremos o seguinte corolario:

4.27 COROLARIO. Seja W C K™ wuma variedade afim, onde K é um corpo algébricamente

fechado, e suponha que W é definida pelo sistema de equagoes polinomiais

fl(ZEl, P ,Zl'n) = 0,

fm(x1, .. x,) =0,
entao W = & se, e somente se, vale uma equagao da forma fig1 + ... + fmgm = 1, onde

fi,gi € K[xy,...,m,),i=1,...,m.
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Demonstracao: Seja I =< fi,..., fn >. Se W = V(I) = @& entao, pelo Nullstellensatz,

I = Klxy,...,x,] e, portanto, 1 € I. Logo, existem ¢i, ..., gm € K[z1,...,x,] tal que

figr 4+ oo+ fogm = 1,

Reciprocamente, se vale uma equacao da forma fig; + ...+ fingm = 1 entao W = &, pois se

existisse p € W, entao como f;(p) = 0, Vi teriamos

L= filp)ai(p) + ...+ fu(p)gm(p) = 0,

uma contradicao. [ ]
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