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RESUMO

LAUTERT, S. L. As dificuldades das criancas com a divisdo: um estudo de intervencao.
2005. 325 p. Tese (Doutorado) — Programa de Pos-Graduagdao em Psicologia, Universidade
Federal de Pernambuco.

Pesquisas em Psicologia Cognitiva e em Educacdo Matematica apontam as dificuldades que
as criancas experimentam em relagdo ao conceito de divisdo; dentre elas, a dificuldade em
compreender as relagdes inversas entre os termos da divisao quando o dividendo ¢ mantido
constante e a dificuldade em lidar com o resto. A presente pesquisa investigou o efeito de uma
intervengdo especifica sobre o conceito de divisdo, voltada para a superagao de tais
dificuldades. Participaram inicialmente desta investigagcdo 206 criangas, de baixa renda, com
idades entre 8 e 15 anos, alunas de 3% série do ensino fundamental de escolas publicas do
Recife. Todas as criangas foram submetidas a um pré-teste geral que consistia na resolugdo de
doze problemas de divisdo e somente aquelas que apresentavam dificuldades com este
conceito foram incluidas neste estudo. Definida a mostra, as 100 criangas selecionadas foram
divididas igualmente em dois grupos: um grupo controle € um grupo experimental e
submetidas a um pré-teste especifico que envolvia trés tarefas. As criangas do grupo
experimental receberam, individualmente, uma intervengdo especifica que envolvia a
resolugdo de problemas de divisdo em que o examinador apresentava situagcdes que
requeriam: (i) compreender as relacdes inversas entre o numero de partes € o tamanho das
partes quando o dividendo ¢ mantido constante; (ii) compreender o efeito do aumento do
valor do resto sobre os demais termos; e (ii1) analisar procedimentos de resolucao corretos e
incorretos apresentados sob forma pictografica. O papel do examinador consistia em fornecer
feedback e explicagdes durante todo o processo de resolucao adotado pela crianga, ressaltando
os principios invariantes da divisdo que estavam presentes na resolu¢do dos problemas. Dois
pos-testes (um geral e outro especifico) foram aplicados as criangas dos dois grupos. Os dados
nos pré-testes e nos pos-testes foram analisados em funcdo do desempenho e das justificativas
oferecidas pelas criancas em relacdo a resolucdo que adotavam. As justificativas variavam
desde justificativas vagas ou inadequadas até aquelas que expressavam uma compreensdo dos
invariantes da divisdo. Os resultados obtidos mostraram que no pré-teste (geral e especifico)
os dois grupos nao diferiam entre si, apresentando o mesmo nivel de dificuldade. Observou-se
que apos a intervencdo, as criangas do grupo experimental apresentavam um resultado mais
favoravel no pos-teste do que no pré-teste (geral e especifico). Estas criangas tanto
apresentavam um desempenho melhor como eram capazes de oferecer justificativas mais
elaboradas que expressavam uma compreensdo dos invariantes da divisdo. O mesmo
progresso, entretanto, nao foi observado em relacdo as criancas do grupo controle. Conclui-se
que a intervencdo auxiliou as criangas a superar as dificuldades com a divisdo, sendo capazes
de identificar e analisar os principios invariantes necessarios para compreensao dessa
operagdo matematica, bem como a desenvolver habilidades metacognitivas cruciais para a
aprendizagem de conteudos especificos, no caso conceitos matematicos.

Palavras-chave: invariantes da divisdo; interven¢ao; dificuldades de aprendizagem.



ABSTRACT

LAUTERT, S. L. The children difficulties with division: an intervention study. 2005.
325p. PhD Thesis — Graduate Program of Cognitive Psychology — Federal University of
Pernambuco.

Children encounter difficulties in dealing with the division concepts. Researches on cognitive
psychology and on mathematical education approaches pointed to, between others, two types
of difficulties on this area: (a) the difficulty to understand the inverse relations between the
division terms while the dividend is held constant, and (b) the difficulty to deal the remainder.
In this present research we have investigated the effect of a specific intervention intending to
reduce children difficulties with the division concepts. 206 low-income Brazilian children;
ranging from 8 to 15 years old; studying on the third year of fundamental course (public
schools of the city of Recife), were submitted to a general pre-test. The pre-test consisted of
solving 12 division problems allowing to the selection of children presenting difficulties with
the division concept. 100 children were selected and equally divided into two groups: control
and experimental. Afterwards, they were submitted to other specific pre-test which consisted
of three tasks. The children in the experimental group individually received specific
intervention involving the solution of division problems in which the researcher presented
situations requiring the children to: (i) understand the inverse relations between the number of
the parts and the size of the parts when the dividend is held constant; (ii) understand the effect
of enhance the remainder value above the others terms, and (iii) analyze the procedures of
correct and incorrect solutions presented on pictographic form. The examiner role, during the
whole process of resolution adopted by the child, consisted of providing feedback and
explanations, emphasizing the division invariant principles presented in the solution. A
general and a specific post-test were applied to the children of both groups. Data on pre and
post tests were analyzed in function of both the performance and the explanations children
give for the solution they have adopted. The explanations ranged from vague and inadequate
explanations to those expressing a comprehension of the division invariants. The findings
have showed that both groups (control and experimental) do not differentiated one of each
other in the pre-tests (general and specific), presenting the same degree of difficulty. After the
intervention process has been done the children in the experimental group demonstrated to be
more successful in the post-test than they were in the pre-test (general and specific). Those
children either presented an improved performance as they were capable of given
explanations more elaborated expressing a better understanding of the division invariants. The
same improvement was not presented by the control group. We then conclude that the
intervention process helped the children to overcome their division difficulties. They became
capable to identify and analyze the invariant principles necessaries to understand the division
as a mathematical operation. Also the children have developed metacognitive abilities that are
crucial for learning specific academics contents like the mathematics concepts.

Keywords: Division invariants; intervention; learning difficulties.



SUMARIO

DEDICATORIA v
AGRADECIMENTOS A%
RESUMO VII
ABSTRACT VIII
SUMARIO IX
LISTA DE FIGURAS - XIIT
LISTA DE QUADROS XV
LISTA DE TABELAS ---- XVI
INTRODUCAO 018
CAPITULO 1: FUNDAMENTACAO TEORICA 021
PARTE I: O didlogo entre a Educagdo Matemadatica e a Psicologia: a Teoria dos Campos
Conceituais - -022
1.1. A teoria dos campos conceituais e a nogao de esquema 026
1.1.1. Os campos conceituais da aritmética 032

PARTE II: 4 complexidade da divisdo, as nog¢oes iniciais das criangas e as dificuldades

experimentadas em relagdo a este CONCEItO --==-========m=mmmmm o mm e 038
2.1. As concepgoes iniciais das criangas ----042
2.2. As dificuldades experimentadas com a divisao 043
2.2.1. Estudos que focalizam as relagdes inversas entre os termos da divisao ---------------- 046
2.2.2. Estudos que focalizam o resto 051
PARTE III: Aspectos relevantes acerca de estudos de intervengdo 061
3.1. Como se caracterizam os estudos de intervencao 062
3.1.1. O planejamento experimental em estudos de intervengao 064
3.1.2. A natureza das intervengdes ---- 066
3.2. Estudos de intervenc¢ao envolvendo o conceito de divisao 067

3.3. Pesquisas de intervengdo como ferramenta para esclarecer relagdes entre aprendizagem e

desenvolvimento T 078
CAPITULO 2: METODO ---- 080
4.1. Objetivos e natureza da intervengao proposta 081
4.2. Participantes - 084
4.3. Planejamento Experimental -- 086

4.3.1. Pré-teste € POS-teste GErais -------=mmmmmmmmmm oo oo 089




4.3.2. Pré-teste e Pos-teste Especificos ----090

4.3.2.1. Tarefa 1- Julgamento das relagdes inversas entre os termos da divisao -------------- 091
4.3.2.2. Tarefa 2 - Julgamento do significado do resto 092
4.3.2.3. Tarefa 3- Julgamento dos procedimentos incorretos de resolugdo 093
4.3.3. INteIVENGAQ —--==mm = mmmm o m oo e 094

4.3.3.1. Primeira Sessdo: Compreensdo das relagdes inversas entre os termos da divisdo --095

4.3.3.2. Segunda Sessao: Compreensao do significado do resto 102

4.3.3.3. Terceira Sessdo: Compreensao dos procedimentos corretos e incorretos de resolugao

---- --—-- 107
CAPITULO 3: ANALISE DOS RESULTADOS 116
Parte I: Pre-teste e Pos-teste Gerais -—-- 117
5. Sistema de Anélise 117
5.1. Problemas Prototipicos ---- 118
5.2. Problemas de Rela¢des Inversas ---—-123
5.3. Resultados ---- -—-- 128
5.3.1. Andlise Nao-Paramétrica 129
5.3.1.1. Desempenho Geral -130
5.3.1.2. Problemas Prototipicos -—-- 131
5.3.1.3. Problemas de Relagoes Inversas ---- 135
5.3.2. Andlise Multidimensional 137
5.3.2.1. Resultados ---- 138
5.4. Comentérios 150
Parte I1: Tarefa 1 — Julgamento das relagoes inversas entre os termos da divisdo --------- 152
6. Sistema de Analise 152
6.1. Resultados ---- ---- 156
6.1.1. Desempenho -- 156
6.1.2. Justificativas - - 158
6.1.3. Analise qualitativa da Justificativa 2 163

6.1.4. Os avancgos, permanéncias e regressoes no emprego das justificativas no pré-teste e no

pOs-teste ------ - 165
6.1.5. Relagdes entre o desempenho e as justificativas 167
6.2. Comentarios 169
Parte II1: Tarefa 2 — Julgamento do significado do resto 171
7. Sistema de Analise 171

7.1. Resultados ———— ———— 177



7.1.1. Tipos de problemas: particdo e quotas 177

7.1.1.1. Desempenho --- 177
7.1.1.2. Respostas -------------- - 179
7.1.2. Tamanho do Resto 186
7.1.2.1. Desempenho --- 186
7.1.2.2. Respostas -------------- - 188
7.1.3. Os avangos, permanéncias e regressoes no emprego dos tipos de respostas no pré-teste e
no pos-teste 196
7.1.4. Relagdes entre o desempenho e as respostas 198
7.2. Comentarios 199
Parte IV: Tarefa 3 - Julgamento dos procedimentos incorretos de resolu¢do --------------- 202
8. Sistema de Analise 202
8.1. Resultados ---- 211
8.1.1. Tipos de problemas: particdo e quotas ---- 211
8.1.1.1. Desempenho --- 211
8.1.1.2. Justificativas 213
8.1.2. Tipos de procedimentos incorretos de resolu¢ao 219
8.1.2.1. Desempenho --- 219
8.1.2.2. Justificativas 222
8.1.3. Os avangos, permanéncias e regressdes no emprego das justificativas no pré-teste e no
POS-LESLE —mmmm e e 230
8.1.4. Relagdes entre o desempenho e as justificativas 231
8.2. Comentarios 233

Parte V: Comparagoes entre as tarefas que compoem o pré e o pos-testes especificos quanto

as respostas mais elaboradas -—-- 236
9. Resultados e 236
9.1. Comentarios 241
CAPITULO 4: CONCLUSOES E DISCUSSOES -~ 244
REFERENCIAS 261
ANEXOS e 272
Anexo A - Problemas apresentados no Pré-teste Geral 273
Anexo B - Problemas apresentados no Pos-teste Geral 274

Anexo C - Tarefa 1- Pré-teste Especifico: Julgamento das relagdes inversas entre os termos da

divisdo- ---- ----275




Anexo D - Tarefa 1- Pos-teste Especifico: Julgamento das relagdes inversas entre os termos

da divisao - 276
Anexo E - Tarefa 2- Pré-teste Especifico: Julgamento do significado do resto --------------- 277
Anexo F - Tarefa 2- Pos-teste Especifico: Julgamento do significado do resto --------------- 279

Anexo G - Tarefa 3 - Pré-teste Especifico: Julgamento de procedimentos incorretos de

resolugao --- 281

Anexo H - Tarefa 3 - Pos-teste Especifico: Julgamento de procedimentos incorretos de

resolucao --- 283
Anexo I - Transcricdo completa das trés sessdes de interven¢do de um participante -------- 285

Anexo J - Atividade 5: Identificando procedimentos de resolu¢do mais adequados em

problemas de divisdo com resto--- ---- 321

Anexo L - Atividade 6: Refletindo sobre procedimentos incorretos de resolugdo em

problemas de divisdo com resto € sem resto 323



LISTAS DE FIGURAS

Figura 1. Problemas de divisdo representados por esquemas analogos. - 035

Figura 2. Correspondéncia que traduz o isomorfismo de medidas entre duas quantidades

(garrafas/reais e pacotes/reais) -—-- 035

Figura 3. Andlise SSA dos 12 problemas tanto do Grupo de Controle (C) como do Grupo
Experimental (E) na fase de Pré-teste 140

Figura 4. Analise SSA dos 12 problemas tanto do Grupo de Controle (C) como do Grupo

Experimental (E) na fase de Pos-teste 142
Figura 5. Andlise SSA dos 12 problemas tanto do Grupo de Controle (C) como do Grupo

Experimental (E) tanto na fase de Pré-teste como na fase de Pds-teste 145
Figura 6. Analise SSA dos 12 problemas da fase de Pré-teste e dos 12 problemas da fase de

Pos-teste, considerando como variaveis externas (e) os grupo Controle e Experimental ---- 148

Figura 7. Interacao Fase x Grupo (Tarefa 1 - Desempenho) - 157
Figura 8. Interacao Fase x Grupo (Tarefa 1- Justificativa 1) 160
Figura 9. Interagao Fase x Grupo (Tarefa 1- Justificativa 2) 162
Figura 10. Interacdo Fase x Grupo (Tarefa 1- Justificativa 3) 163
Figura 11. Intera¢do Fase x Grupo (Tarefa 2 - Desempenho) 179
Figura 12. Interag¢do Fase x Grupo (Tarefa 2- Tipo 1) 182
Figura 13. Interacdo Fase x Grupo (Tarefa 2- Tipo 3) 184
Figura 14. Interacdo Fase x Grupo (Tarefa 2- Tipo 4) 185
Figura 15. Intera¢do Fase x Grupo (Tarefa 2- Desempenho: tamanho do resto) ------------- 188
Figura 16. Intera¢do Fase x Grupo (Tarefa 2- Tipo 1: tamanho do resto) 192
Figura 17. Interacdo Fase x Grupo (Tarefa 2- Tipo 3: tamanho do resto) 194
Figura 18. Interacao Fase x Grupo (Tarefa 2- Tipo 4: tamanho do resto) 195
Figura 19. Interag¢do Fase x Grupo (Tarefa 3 - Desempenho) 213
Figura 20. Interacao Fase x Grupo (Tarefa 3- Justificativa 1) 216
Figura 21. Interacdo Fase x Grupo (Tarefa 3- Justificativa 2) 217
Figura 22. Interacdo Fase x Grupo (Tarefa 3- Justificativa 3) 218
Figura 23. Interacdo Fase x Grupo (Tarefa 3- Desempenho: procedimento incorreto) ----- 221
Figura 24. Intera¢dao Fase x Grupo (Tarefa 3- Justificativa 1: procedimento incorreto) ----225
Figura 25. Interacdo Fase x Grupo (Tarefa 3- Justificativa 2: procedimento incorreto) ----226

Figura 26. Interacdo Fase x Grupo (Tarefa 3- Justificativa 3: procedimento incorreto) ----228



Figura 27. Interacdo Fase x Condigao (Tarefa 3- Justificativa 3: procedimento incorreto) 229
Figura 28. Interacdo Fase x Grupo (Respostas mais elaboradas nas trés tarefas)------------ 238
Figura 29. Interag¢do Tarefa x Fase (Respostas mais elaboradas nas trés tarefas) ----------- 239

Figura 30. Interacao Tarefa x Fase x Grupo (Respostas mais elaboradas nas trés tarefas) -240



Quadro 1.

no pré-teste geral.

Quadro 2.
Quadro 3.
Quadro 4.
Quadro 5.
Quadro 6.
Quadro 7.
Quadro 8.
Quadro 9.

explicitado

LISTAS DE QUADROS

Numero de participantes em cada subgrupo em funcdo desempenho apresentado

---- 085
M¢édia de idades (em meses) e desvio padrao por grupo 085
Visao geral do planejamento experimental adotado 087
Ordem de apresentacdo das tarefas no pré-teste e no pos-teste especificos ------ 088
Distribui¢dao dos problemas em cada tarefa ----094
Visdo geral dos problemas apresentados na Atividade 1 096
Visao geral dos problemas apresentados na Atividade 2 100
Visao geral dos problemas apresentados na Atividade 3 103

Visdo geral dos problemas, das formas incorretas de resolugdo e do principio geral

na Atividade 4 105

Quadro 10. Visao geral dos problemas, dos tipos de erros salientados e do principio geral

explicitado

na Atividade 5 108

Quadro 11. Visdo geral dos problemas, dos tipos de erros salientados e do principio geral

explicitado

Quadro 12.
Quadro 13.
Quadro 14.
Quadro 15.
Quadro 16.
Quadro 17.
Quadro 18.
Quadro 19.
Quadro 20.
Quadro 21.
Quadro 22.
Quadro 23.
Quadro 24.

na Atividade 6 110
Visao geral da 1 Sessao de Intervencao 113
Visao geral da 2? Sessao de Intervencao 114
Visdo geral da 3* Sessdo de Intervengao 115
Resultados estatisticos da Analise de Variancia a uma via (Tarefa 2) ---------- 190
Resultados estatisticos da Analise de Variancia a uma via (Tarefa 3) ---------- 223
Visao geral dos problemas no pré-teste geral 273
Visao geral dos problemas no pds-teste geral ---- 274
Visdo geral dos problemas na Tarefa 1 no pré-teste especifico ------------------ 275
Visao geral dos problemas na Tarefa 1 no pos-teste especifico ----------------- 276
Visao geral dos problemas na Tarefa 2 no pré-teste especifico ------------------ 278
Visao geral dos problemas na Tarefa 2 no pos-teste especifico ----------------- 280
Visdo geral dos problemas na Tarefa 3 no pré-teste especifico ------------------ 282
Visao geral dos problemas na Tarefa 3 no pos-teste especifico ----------------- 284

Quadro 25. Visao geral dos problemas, dos tipos de erros evidenciados e o principio geral

explicitado

na Atividade 6 325




LISTAS DE TABELAS

Tabela 1- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de desempenho por grupo (GC e GE) no

pré-teste € pOS-teste gerais =----=-==-mmmmmmmm o 130

Tabela 2- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de desempenho nos problemas

prototipicos por grupo (GC e GE) no pré-teste e pos-teste gerais 132
Tabela 3- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de desempenho em cada tipo de

problema por grupo (GC e GE) no pré-teste e pds-teste gerais -—--134

Tabela 4- Freqiliéncia e percentual (entre parénteses) de desempenho nos problemas de

relagdes inversas por grupo (GC e GE) no pré-teste e pos-teste gerais 135

Tabela 5- Freqiliéncia de desempenho em cada problema por grupo (GC e GE) no pré-teste e

pOs-teste gerais -- 139

Tabela 7- Média de acertos (mdximo: 3) e desvio padrdo (entre parénteses) em fun¢do do

grupo e tipo de problema no pré-teste e no pds-teste na Tarefa 1 --- 156

Tabela 8- Média de justificativas (méaximo: 3) e o desvio padro (entre parénteses) em fungao

do grupo no pré-teste e no pos-teste na Tarefa 1 158
Tabela 9- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) dos diferentes tipos de erros presentes na

Justificativa 2 em ambos os grupos (GC e GE) no pré-teste e no pds-teste 164

Tabela 10- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de avangos, permanéncias e regressoes

das justificativas nas duas fases na Tarefa 1 166

Tabela 11- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de respostas corretas e incorretas em

cada justificativa na Tarefa I ---- 168

Tabela 12- Média de acertos (maximo: 3) e desvio padrdo (entre parénteses) em fun¢do do

grupo e tipo de problema no pré-teste e no pos-teste na Tarefa 2 --- 177

Tabela 13- Média de respostas (maximo: 3) e o desvio padrdo (entre parénteses) em fungao

do grupo e tipo de problema no pré-teste e no pds-teste na Tarefa 2 180
Tabela 14- Média de respostas (maximo: 3) e o desvio padrdo (entre parénteses) em fungao

do grupo no pré-teste e no pos-teste na Tarefa 2 -181

Tabela 15- Média de acertos (maximo: 2) e desvio padrdo (entre parénteses) em fun¢do do

grupo e tamanho do resto no pré-teste e no pos-teste na Tarefa 2 --- 186

Tabela 16- Média de respostas (maximo: 2) e o desvio padrdo (entre parénteses) em fungao

do grupo e tamanho do resto no pré-teste e no pos-teste na Tarefa 2 --- 189



Tabela 17- Média de respostas (maximo: 2) e o desvio padrao (entre parénteses) em fungao
do grupo no pré-teste e no pos-teste considerando-se o tamanho do resto na Tarefa 2 ------ 190

Tabela 18- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de avangos, permanéncias e regressoes

das respostas nas duas fases na Tarefa 2 196
Tabela 19 - Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de respostas corretas e incorretas em

cada tipo de resposta na Tarefa 2 -—-- 198

Tabela 20- Média de acertos (maximo: 3) e desvio padrdo (entre parénteses) em fun¢do do

grupo e tipo de problema no pré-teste e no pds-teste na Tarefa 3 --- 211
Tabela 21- Média de justificativas (maximo: 3) e o desvio padrdo (entre parénteses) em
funcao do grupo e tipo de problema no pré-teste e no pds-teste na Tarefa 3 ------------------ 214

Tabela 22- Média de justificativas (maximo: 3) e o desvio padrdo (entre parénteses) em

funcao do grupo no pré-teste e no pos-teste na Tarefa 3 215
Tabela 23 - Média de acertos (maximo: 2) e desvio padrdo (entre parénteses) em funcio do
grupo e do tipo de procedimento incorreto apresentado nos itens no pré-teste € no pos-teste na

Tarefa 3 ---- 220

Tabela 24- Média de justificativas (maximo: 2) e desvio padrdo (entre parénteses) por tipo de
procedimento incorreto de resolu¢do no pré-teste e no pos-teste na Tarefa 3 ----------------- 222
Tabela 25- Média de justificativas (méaximo: 2) e desvio padrao (entre parénteses) em fungao
do grupo no pré-teste e no pos-teste considerando-se o tipo de procedimento incorreto de

resolugdo na Tarefa 3 224

Tabela 26- Média de justificativas 3 (maximo: 2) e o desvio padrio (entre parénteses) em
funcdo do grupo e procedimento incorreto de resolucao no pré-teste e no pds-teste na Tarefa 3

227

Tabela 27- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de avangos, permanéncias e regressoes

das justificativas nas duas fases na Tarefa 3 230

Tabela 28- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de respostas corretas € incorretas em

cada justificativa na Tarefa 3 232

Tabela 29 - Média de respostas mais elaboradas (maximo: 6) e desvio (entre parénteses) em

funcao do grupo e das tarefas (T1, T2 e T3) no pré-teste e no pds-teste 237



18

INTRODUCAO

Esta pesquisa insere-se na area dos estudos da Psicologia Cognitiva que procura
compreender como ocorre o desenvolvimento e a aprendizagem de conceitos matematicos. As
evidéncias empiricas acerca da aprendizagem da divisdo no contexto escolar apontam para
duas dificuldades particulares e freqiientes experimentadas por criangas ao iniciarem a
aprendizagem deste conceito: (i) as relacdes inversas entre os termos da divisdo quando o
dividendo ¢ mantido constante; (ii) o significado do resto e sua relacdo com os demais termos
da divisao (dividendo, divisor e quociente).

Considerando-se as evidéncias empiricas e as possibilidades de superacdo dessas
dificuldades em contextos de aprendizagem assistida, elaborou-se um estudo de intervengdo
que contempla a analise e a reflexdo sobre os principios invariantes da divisdo que devem ser
considerados durante o raciocinio multiplicativo, a saber: (a) igualdade entre as partes; (b) o
todo deve ser distribuido entre as partes até nao existir a possibilidade de uma nova
distribuicao; (c) as relagdes inversas entre 0 nimero de partes € o tamanho das partes quando
o dividendo ¢ mantido constante; (d) resto deve ser sempre menor que o numero de partes ou
tamanho das partes; (¢) o todo inicial € constituido pelo nimero de partes multiplicado pelo
tamanho das partes (ou vice-versa), mais o resto.

A interven¢dao implementada caracteriza-se por ser de natureza tutorada ou instrugao
direta, que requer um papel ativo do adulto (pesquisador) que faz intervengdes explicitas, tais
como: apresentar regras e estratégias de resolugdo, fornecer feedback e explicagdes, corrigir
solucdes e hipoteses inadequadas ou pouco eficientes. Apesar do papel ativo do adulto
(pesquisador), o papel da crianga ndo se restringe a uma recepgao passiva de informacgdes, ao
contrario, ela participa ativamente de todo o processo de constru¢do e reconstrucdo do

conhecimento.
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Neste sentido, esta Tese tem como objetivo investigar o efeito de uma intervengao
especifica sobre a compreensao do conceito de divisdo em criangas, focalizando as suas
dificuldades nesse dominio, a fim oferecer caminhos possiveis a constru¢do de novas
alternativas para a conceptualizagdo da divisdo enquanto opera¢do matemadtica no cenario
escolar. A Tese foi organizada em quatro capitulos: Capitulo 1- Fundamenta¢do Teorica;
Capitulo 2 - Método; Capitulo 3 - Andlise e Discussdo dos Resultados e Capitulo 4 —
Conclusdes e Discussdes.

O Capitulo 1 (Fundamentagdo Tedrica) apresenta estudos na area da Psicologia,
Educacdo e Educagdo Matematica que nortearam a realizagdo desta pesquisa, estando
dividido em trés partes. A Parte I é introdutéria, tendo por objetivo situar o leitor acerca das
discussoes recentes entre a Educagdo Matematica e a Psicologia. A Parte II discorre sobre a
complexidade da operagdo de divisdo e as dificuldades experimentadas por criangas e
adolescentes em relacdo a este conceito, apresentando resultados de pesquisas recentes na
area. Na Parte III, discutem-se os aspectos relevantes acerca de estudos de intervencao,
destacando-se resultados de pesquisa e a relevancia desses estudos como ferramenta para
esclarecer as relagdes entre aprendizagem e desenvolvimento.

O Capitulo 2 (Método) apresenta os objetivos gerais da pesquisa, a natureza da
intervengao proposta, os participantes € o planejamento experimental. Este tltimo encontra-se
organizado nas seguintes segdes: (1) pré-teste e pos-teste gerais; (2) pré-teste e poOs-teste
especificos; (3) intervengao.

No Capitulo 3 (Analise dos Resultados) sdo apresentados os sistemas de analises,
resultados e comentdrios relativos a cada tarefa aplicada no planejamento. Devido a
complexidade do design metodoldgico, com pré e pds-testes gerais e especificos, optou-se por
apresentar e discutir os resultados em cinco partes. Na Parte I, sdo apresentados o sistema de

analise, os resultados e comentarios relativos ao pré-teste e pds-teste gerais. Nas Partes II, I11
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e IV, sao apresentados, separadamente, o sistema de analise, os resultados e comentarios
relativos a cada uma das tarefas do pré e pos-testes especificos (respectivamente, Tarefa 1:
Relagdes inversas, Tarefa 2: Significado do resto e Tarefa 3: Procedimentos incorretos de
resolugdo); e na Parte V s3o apresentados e discutidos, de forma conjunta, os resultados e
comentarios relativos a comparacdo das justificativas mais elaboradas nas trés tarefas que

compdem o pré e o pos-testes especificos.

No Capitulo 4 sdo apresentadas as Conclusdes e Discussdes derivadas dos resultados
obtidos nesta investigagdo com a perspectiva de se oferecer caminhos possiveis para a
Educacao Matematica. As conclusoes decorrentes desta Tese, com certeza, nao sao suficientes
para abarcar a complexidade das relagdes existentes no campo conceitual das estruturas
multiplicativas, no qual se insere o conceito de divisdo, porém apontam aspectos instigantes
para manter vivo o didlogo entre a Psicologia Cognitiva e a Educacdo Matematica. Esses
aspectos sdo discutidos nas conclusdes, especificamente, nos topicos sobre as implicagdes
educacionais e investigacdes futuras em que se apresentam sugestdes que poderdo contribuir

para responder algumas questdes suscitadas ou deixadas em aberto na presente investigacao.



CAPITULO 1

FUNDAMENTACAO TEORICA
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PARTE I: O didlogo entre a Educacio Matematica e a Psicologia:

a Teoria dos Campos Conceituais

Falar de um possivel didlogo entre a educagdo matematica e a psicologia requer,
inicialmente, discutir as relagdes entre educacdo e psicologia. Tal discussdo ¢ uma tarefa
prazerosa, porém extremamente complexa. A complexidade reside, dentre outros aspectos, no
fato de se tentar identificar os vinculos ¢ as relagdes entre essas duas areas do conhecimento
sem perder de vista a identidade de cada uma delas. Se por um lado, a educagdo matematica
encontra subsidios teoricos na psicologia, esta, por sua vez, encontra um campo vasto de
aplicacdo na educacao, inclusive investigando a plausibilidade de seus pressupostos teoricos.

Compreender o didlogo possivel entre educagdo e psicologia requer delimitar um
campo especifico da psicologia que seja de interesse para a educagdo. Nesse sentido, dois
pontos surgem como cruciais: a aprendizagem e o desenvolvimento, aspectos estes tratados,
dentre outros, pela psicologia do desenvolvimento cognitivo.

Spinillo (1999, p. 56), discutindo as relagdes entre aprendizagem e desenvolvimento a
partir de evidéncias empiricas derivadas de pesquisas de intervencao, comenta que “[...] uma
questdo que tem despertado o interesse de pesquisadores e educadores refere-se a quanto, e
em que extensdo, o curso do desenvolvimento pode ser alterado por situagdes de
aprendizagem”. Esta preocupacao foi interpretada por alguns estudiosos como a necessidade
de se estabelecer relagdes entre niveis gerais de desenvolvimento cognitivo e a capacidade das
criancas aprenderem.

Autores diversos, como Resnick e Ford (1981), por exemplo, comentam que
historicamente houve um momento em que os estudiosos estavam interessados em aplicar, de
forma direta e automatica, conhecimentos psicologicos de natureza geral ou universal as
situagoes de ensino. Estes conhecimentos baseavam-se nas pesquisas desenvolvidas no ambito

da psicologia cientifica, na qual se destacam trés areas de pesquisa: o estudo ¢ a medida das
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diferencas individuais e a elaboracao de testes, a psicologia da aprendizagem e a psicologia do
desenvolvimento. Para Beveridge (1997), a importancia da psicologia para a educagio tornou-
se mais efetiva quando a psicologia do desenvolvimento procurou voltar-se para a
aprendizagem de conteudos particulares, cedendo lugar a constru¢do de teorias de dominios
especificos (e.g.; KARMILOFF-SMITH, 1992; VERGNAUD,1990) ¢ as reflexdes didaticas
que sdo de extrema importancia para a compreensdo das multiplas conexdes entre teoria e
pratica (e. g.; DA ROCHA FALCAO, 2003; PAIS, 2002).

A Teoria dos Campos Conceituais, delineada por Vergnaud (1990), é considerada um
exemplo representativo deste novo enfoque acerca das relagdes entre a psicologia ¢ a
educacdo em um dominio de pesquisa recente, o da educagcdo matemdtica.

Discutindo as relagdes entre a psicologia e a educagdo, Brito (2001) e Correia (2004)
enfatizam que, dentre outros pontos, a psicologia educacional seria mais do que uma
aplica¢do da psicologia as situagdes educacionais; visto que aquela se constituiria como uma
area de estudo cujo ponto de partida é o fenomeno educacional e cujo objeto de estudo seriam
as situagdes escolares. Neste sentido, teorias da aprendizagem, teorias do desenvolvimento,
bem como o intercAmbio entre elas seriam pontos de particular interesse do psicologo
educacional, visto que este exerce um trabalho de cunho necessariamente educativo, apesar da
diversidade de atribuigdes, fungdes e papéis delegados a ele no cendrio escolar. O objetivo de
seu fazer psicologico no ambito institucional seria contribuir para a eficiéncia do processo
educacional através de uma acdo interdisciplinar, conduzindo-o, necessariamente, ao
exercicio das fungdes de planejador, pesquisador, consultor e orientador, a fim de propiciar a
aprendizagem e o desenvolvimento de todos que estao imbricados, direta ou indiretamente, no
processo ensino-aprendizagem (CORREIA; CAMPOS, 2004; SANTOS, 2004).

Esta mudanca de perfil pela qual vem passando a psicologia educacional, juntamente

com as influéncias tedricas recentes oriunda da psicologia da aprendizagem e da psicologia do
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desenvolvimento, contribuiram para o surgimento e continuidade de um dominio de pesquisa
denominado Psicologia da Educag¢do Matematica que tem como foco de andlise a atividade
matematica. Esta atividade, segundo Da Rocha Falcao (2003), abarca trés contextos culturais
complexos e diversos de construcdo de significado em matematica: (a) matematica escolar
(atividades desenvolvidas em sala de aula de matematica); (b) matematica extra-escolar
(matematica do dia-a-dia, atividades envolvendo conhecimentos matematicos no contexto de
situagdes extra-escolares culturalmente significativas, por exemplo, as praticas profissionais);
(c) matematica dos matematicos (corpo de conhecimentos socialmente compartilhado,
epistemologicamente delimitado e praticado por grupos de profissionais especificos).
Ressalta-se que, a matematica escolar, que ocorre no contexto especifico da sala de
aula, é regida por regras e expectativas que funcionam como se fossem clausulas de um
contrato. Este conjunto de normas (implicitas e explicitas) organizadoras das relagdes que os
alunos e professores mantém com o saber é denominado contrato didatico'. (BROUSSEAU,
1986, DA ROCHA FALCAO, 2003; PAIS, 2002; SILVA, 1999). Este contrato didatico passa
por um processo continuo de negociagdo e renegociacdo a cada novo saber (contetido a ser
ensinado) ou grupo de alunos que estejam envolvidos no processo de aprendizagem, gerando
o estabelecimento de um novo contrato conforme as exigéncias do contexto. Segundo Da
Rocha Falcao (2003, p. 19), as pesquisas em educacdo matematica mostram alguns itens
usuais de contrato didatico que sdo adotados na sala de aula de matematica, por exemplo:
“meninos se saem melhor em matematica que meninas; todo problema de matematica tem
uma (e apenas uma) solugdo, e o professor ¢ sempre capaz de chegar a tal solugdo”. Percebe-
se, portanto que o contrato didatico é uma nog¢do importante para se entender o fendmeno

educacional, quer seja no contexto especifico da sala de aula ou em situagdo de pesquisa.

" A nogio de contrato didatico apresentada baseia-se na definicio proposta por Guy Brousseau. Para uma
discussdo mais aprofundada do termo, ver BROUSSEAU, G. Fondements et méthodes de la didactique dés
mathématiques. Recherches em Didactique des Mathématiques, Grenoble, v.7, n 2, 1986, p- 33-116.
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Outra nogdo importante a ser considerada que estrutura o referencial tedrico para a
pesquisa em educacdo matematica é a nocdo de situacdo didatica. Segundo o modelo
desenvolvido na Franga por Brousseau (1986), o significado do saber matematico ¢
fortemente influenciado pela forma didatica como o conteudo ¢ apresentado e desenvolvido
na sala de aula de matematica. A estrutura da situacdo didatica encontra-se associada a uma
diversidade de nogdes: contrato didatico, obstaculos epistemologicos, transposi¢ao didatica,
engenharia didatica entre outras® (FREITAS, 1999).

Considera-se uma situagdo didatica “[...] as multiplas relagdes pedagogicas
estabelecidas entre o professor, os alunos e o saber, com a finalidade de desenvolver
atividades voltadas para o ensino e para a aprendizagem de um contetudo especifico” (PAIS,
2002). Ademais, além do trindbmio professor, aluno e saber deve-se considerar que a
matematica escolar insere-se em um contexto mais amplo que abarca “[...] as praticas
culturais cotidianas extra-escolares e a matematica enquanto dominio epistémico socialmente
compartilhado” (DA ROCHA FALCAO, 2003, p.20).

Através da andlise de situagdes didaticas ¢ possivel investigar e compreender a
complexidade da aprendizagem da matematica e, ao mesmo tempo, desvelar aspectos que sao
essenciais para a compreensao de conceitos matematicos. As situagdes didaticas propostas em
sala de aula ou em contextos de pesquisa devem possibilitar que o aluno mobilize seus
conhecimentos prévios, seja capaz de explicitar seus procedimentos ¢ a forma de raciocinio
utilizados a fim propiciar a reconstrucdo ou a constru¢do de novos conhecimentos. Esta
maneira de conceber a pratica educativa conduz, necessariamente, a trajetorias distintas da
proposta tradicional de ensinar matematica que se encontra ancorada na aplicagdo de regras,
formulas e algoritmos que sdo aprendidos Unica e exclusivamente através da memorizagao

(FREITAS, 1999).

2 Informagdes acerca destes conceitos sdo obtidas em Franchi, Silva, Freitas, Pais, Maranhdo, Damm, Igliori e
Machado (1999) e Pais (2002).
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Em sintese, a Psicologia da Educagdao Matematica surge como uma area de interse¢ao
entre a Matematica, a Educagdo e a Psicologia que busca aprofundar a compreensio sobre os
aspectos psicologicos do ensino e da aprendizagem da matematica. Na esteira dessas
reflexdes, alguns questionamentos despontam: como se caracteriza a compreensdo de
conceitos matematicos em criangas dentro e fora da escola? Quais as dificuldades que
enfrentam em relagdo a estes conceitos? Como propiciar situagdes que auxiliem a superagao
dessas dificuldades e que promovam a aquisi¢do e desenvolvimento do conhecimento
matematico? A presente investigagdo se insere nesta area de estudo, sendo um exemplo, na
ordem dos estudos de natureza empirica, que visam oferecer subsidios psicologicos para o
debate interdisciplinar no campo da educagdo matematica.

Os enfoques teoricos que dao suporte as discussdes acerca da Psicologia da Educacao
Matematica sdo inimeros e abarcam visdes distintas acerca de como ocorre o processo de
constru¢do do conhecimento matematico. Esta investigacdo toma como referencial a Teoria
dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud por dois motivos. Primeiro, porque esta ilustra
o didlogo constante entre a psicologia e a educacdo matematica e, segundo, porque esta ¢ a
teoria de referéncia para o processo psicoldgico de constru¢do do conhecimento defendida

nesta investigacao: a conceptualizagdo da divisdo.

1.1. A Teoria dos Campos Conceituais e a no¢ao de esquema

A Teoria dos Campos Conceituais trata de desenvolvimento (VERGNAUD, 2003).
Como afirmado por Da Rocha Falcao (1999, p. 88), campos conceituais em sua “[...] acep¢ao
psicologica, dizem respeito a estruturacdo complexa, dinamica e situada de esquemas no
ambito do funcionamento cognitivo do individuo que aprende, resolve problemas e se

desenvolve”. Os esquemas, tal como conceituados por Vergnaud, ilustram a natureza
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psicoldgica desta teoria, uma vez que os esquemas sao determinados pelo individuo a partir de
uma dada situacdo, constituindo-se em uma organizagao cognitiva para determinada situagao.

Segundo Franchi (1999), a Teoria dos Campos Conceituais ou Teoria da Conceituagao
do Real amplia a discussdo iniciada por Piaget sobre o desenvolvimento e o funcionamento
cognitivo. Tal ampliacdo traz subjacente duas direcdes complementares e imprescindiveis
quando se analisa simultaneamente o desenvolvimento e o funcionamento cognitivo. A
primeira considera como ponto norteador do desenvolvimento o proprio conteido do
conhecimento ¢ a andlise conceitual do dominio deste conhecimento. A segunda consiste em
estudar o funcionamento cognitivo do sujeito-em-situacdo, considerando que os processos
cognitivos e as respostas dos individuos estdo intrinsecamente imbricados nas situagdes com
as quais eles sdo confrontados.

Para Vergnaud (1990), a Teoria dos Campos Conceituais ¢ uma teoria cognitivista na
sua esséncia, priorizando a constru¢do de uma estrutura coerente e alguns principios de base
para o estudo do desenvolvimento e da aprendizagem de competéncias complexas, aquelas
que dependem da ciéncia e da técnica. Essa construgdo tedrica apresenta uma concepgao
interativa de conceito, buscando compreender as filiagdes e rupturas dos conhecimentos
(habilidades e informagdes expressas) que o compdem. Os contetidos referentes a cada
conceito sdo estudados e descritos com base tanto nas situagdes e problemas nelas envolvidos
como nos procedimentos usados pelos individuos em tais situagdes. Conforme esse autor, ¢
através da consideracdo desses aspectos que se torna possivel analisar a relagdo entre os
conceitos enquanto conhecimentos explicitos € os invariantes operatdrios implicitos.

De acordo com o autor, embora inicialmente a Teoria dos Campos Conceituais tenha

sido elaborada para explicar o processo de conceituagdo pertencente ao dominio da
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matematica, essa teoria ndo se restringe a esse dominio®, porém ¢é inegavel a sua importancia
para a Educacdo Matematica.

Uma analise mais focada do arcabougo tedrico elaborado por Vergnaud (1990) revela
que o termo conhecimento abarca dois significados distintos: competéncias e concepgoes.
Ambos, segundo Magina, Campos, Nunes e Gitirana (2001), podem ser considerados como as
duas faces de uma mesma moeda. A palavra competéncia refere-se as agdes julgadas e
implementadas pelo sujeito diante das situagdes, e a palavra concepg¢do refere-se, em geral, as
expressoes verbais ou outras representacdes simbdlicas que sdo expressas por seqii€éncia de
enunciados.

Para compreender o que vem a ser competéncia e sua relacdo com a concepgao, ¢
necessario entender outro aporte tedrico da psicologia: o conceito de esquema desenvolvido
por Piaget e retomado por Vergnaud (1990). Segundo Piaget (1969), esquemas sdo estruturas
cognitivas através das quais os individuos se adaptam e se organizam no meio. Em outras
palavras, significa a forma como os individuos organizam seus invariantes de a¢do ao lidar
com um conjunto de situacdes analogas.

Conforme Nunes, Campos, Magina ¢ Bryant (2001), o termo esquema, adotado em
psicologia, tem um significado semelhante aquele utilizado na vida cotidiana, ou seja, o
esquema ¢ um esboco em que aparece apenas o essencial daquilo que precisa ser
representado. Por exemplo, um esbogo de um capitulo de livro ¢ um esquema, porque nele
estdo contidas apenas as principais idéias do autor. Essa nogao de esquema, enquanto unidade
psicologica da conduta € essencial para a compreensao de como os individuos constréem um
determinado conceito.

No caso especifico da matematica, a origem da compreensdo das operagdes aritméticas

encontra-se nos esquemas de agdo das criangas. Os conceitos de adi¢do e subtragdo, por

3 Uma ilustracio a este respeito pode ser obtida em VERGNAUD. G. A génese dos campos conceituais. In:
GROSSI, E. P. (Org.) Por que ainda ha quem nio aprende? A teoria. Rio de Janeiro: Vozes, 2003, p 21-64.
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exemplo, tém origem nos esquemas de acdo de juntar, separar e colocar em correspondéncia
um-a-um. J& os conceitos de dividir e multiplicar t€ém origem nos esquemas de a¢do da
distribuicdo e da correspondéncia-um-para-muitos, respectivamente (NUNES; BRYANT,
1997, SPINILLO; MAGINA, 2004).

No caso especifico da divisdo, tema central dessa investigacdo, esses esquemas de
a¢do permitem que as criangas que ainda ndo foram formalmente ensinadas sobre a divisao
resolvam, de modo pratico, problemas do cotidiano ou escolares; usando o esquema de
distribui¢do. Ao usar este esquema, a atengdo da crianga volta-se para a agdo que estd sendo

realizada, como ilustra a resolu¢ao do seguinte problema:

Pedro havia comprado 16 carrinhos e tinha 5 caixinhas. Ele queria colocar o mesmo
numero de carrinhos em todas as caixinhas. Quantos carrinhos ele tinha que colocar

em cada caixa? (LAUTERT; SPINILLO, 2002, p. 240)

A crianca pega 16 carrinhos para fazer a distribuicdo entre as cinco caixas, usando o
esquema de correspondéncia um-a-um: um carrinho para caixa A, um para a B, um para a C,
um para a D, um carrinho para a caixa E. Essa acdo ¢ repetida até que se tenham esgotado
todos os 16 carrinhos e que ndo exista a possibilidade de realizar outra rodada de distribuigdo.
Nesta situagdo, a crianga considera a a¢do realizada e ndo necessariamente os invariantes
operatérios® que levam a uma compreensdo do conceito. Os invariantes operatdrios relativos
a divisdo seriam: a divisdo eqiiitativa das partes, relagdo entre o nimero de partes e o tamanho
das partes, e esgotamento do todo sem conseguir ainda conceber que a soma das partes
constitui o todo.

Entretanto, apesar da crianga compreender de modo implicito a agdo que estd sendo
realizada, ndo é capaz de verbalizar, no momento, que o todo deve ser distribuido em
quantidades iguais ou que o raciocinio requerido para resolver este tipo de problema vai além

da compreensdo das relagdes parte-todo. Isso implica considerar as relagdes inversas entre o

* Nesta investigagdo as palavras invariantes operatorios e principios invariantes sdo adotados como sindnimos.
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tamanho das partes € o numero de partes em que o todo foi dividido. Assim, constata-se que
um esquema ¢ um plano de acdo, uma estratégia que abrange uma classe de ag¢des, numa
determinada seqiiéncia a fim de permitir a realizagdo de uma tarefa, quer seja resolver uma
operacao de divisao ou conduzir uma jangada a vela ao mar (VERGNAUD, 2003).

Segundo Vergnaud (1990, 1997), é através destas situagdes iniciais que os conceitos
comecam a adquirir significado. O autor argumenta que tanto do ponto de vista psicologico
quanto do ponto de vista didatico, para que um conceito possa ser compreendido em seu
desenvolvimento, ¢ imprescindivel considerar trés dimensdes’- S, I, R, onde:

S ¢ um conjunto de situagdes que torna o conceito significativo;

I ¢ um conjunto de invariantes operatdrios (propriedades fundamentais que

caracterizam o conceito) que podem ser detectados e usados pelo sujeito para analisar

e dominar as situagoes.

R ¢ um conjunto de representacdes simbolicas, lingiiisticas, graficas ou gestuais que

permitem representar os invariantes, as situagdes e os procedimentos.

O autor acrescenta a essa proposi¢ao trés pontos relevantes: (1) uma Unica situa¢do nao
abarca toda a rede semantica constituinte de um dado conceito, pois as suas propriedades
variam de acordo com as inumeras situacdes; (2) uma situagdo, em geral, para ser analisada
exige a consideragdo de varios conceitos; (3) a formacdo do conceito ndo ocorre de forma
abrupta, o mesmo ¢ construido paulatinamente ao longo do desenvolvimento, sofrendo muitas
interagdes e defasagens durante esse processo, o que pode ser observado através do
comportamento dos individuos quando da resolug@o de problema.

Tais pontos suscitam a consideracdo de que os conceitos nunca podem ser discutidos
isoladamente e que ha uma multiplicidade de circunstincias (situagdes, invariantes e

significantes) a serem consideradas nesta constru¢do (VERGNAUD, 1990, 2003). Dessa

> Na Parte II deste trabalho serdio apresentados exemplos que ilustram essas trés dimensdes.
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maneira, os conceitos incorporam o estatuto de ferramenta psicoldégica (DA ROCHA
FALCAO, 1996,1997, 2003).

De acordo com Vergnaud (1990), a operacionalidade de um conceito abarca uma
variedade de situagdes, manifestando-se sob uma diversidade de agdes e esquemas. Tal
construgdo conceitual torna-se possivel porque os esquemas comportam quatro aspectos:
invariantes operatorios — possibilitam aos individuos reconhecer quais sdo os elementos
pertencentes a uma dada situagdo e apreender a informagdo da situagdo tratada. Estes
determinam as diferencas entre um esquema e outro, sendo imprescindiveis para a formagao
dos campos conceituais; antecipagoes — os individuos podem antecipar o objetivo a ser
alcangado, os efeitos a serem considerados e as etapas intermedidrias eventuais; regras de
agdo — que possibilitam aos individuos gerarem uma seqii€ncia de a¢des. Regras do tipo “se...
entdo”; e as inferéncias - que levam os individuos a reorganizarem as regras € as antecipagdes
a partir das informacdes e do sistema de invariantes operatdrios que dispdem.

Ademais, os teoremas-em-agdo nio se¢ caracterizam como um teorema no sentido
convencional, uma vez que se referem as competéncias que os individuos mobilizam em
algumas situagdes especificas e que sdo muito pouco explicitados, visto que implicam em
proposicdes explicativas que ndo estdo ao alcance deles naquele momento. No entanto, os
teoremas-em-agdo sdo importantes para a aprendizagem de conteudos especificos porque
apontam uma trajetoria intuitiva de estratégias utilizadas pelos individuos, através das quais
sera possivel fazé-los avancar na elabora¢ao de um dado conceito. Em outras palavras, os
teoremas-em-agdo sdo importantes no sentido de ajudar os individuos a transformar os
conhecimentos intuitivos em conhecimentos explicitos.

Os teoremas-em-acdo envolvem trés aspectos relevantes para a aprendizagem de
conteudos especificos: (1) sdo formas eficazes em termos de funcionamento cognitivo que

permitem ao individuo lidar com situagdes reais diarias, apesar de serem pouco explicitos; (2)
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constituem o patrimonio de grupos ou subgrupos culturais, cuja transmissao ocorre fora do
espaco escolar; (3) podem ser acionados como ponto de partida para ampliagdo conceitual, via
ensino (DA ROCHA FALCAO, 1999). Pode-se dizer, portanto, que na perspectiva de
Vergnaud, a relagdo entre o conhecimento empirico € o conhecimento cientifico abrange algo
mais complexo do que a simples articulagdo entre esses dois campos de saber.

Nesta concepcdo, a abordagem psicoldgica do conceito ndo pode prescindir da
considera¢ao de um dominio epistemoldgico especifico, visto que “o conhecimento é sempre
conhecimento de algo” que se encontra amalgamado a trés aspectos que ddo ao “conceito o
seu estatuto de ferramenta psicologica: o conjunto de situagdes, os invariantes operatorios e o
conjunto de significantes que permitem representa-lo” (DA ROCHA FALCAO, 2003, p.40).

Face as discussdes aludidas nesta se¢do, torna-se necessario apresentar os campos
conceituais da aritmética, na qual se encontra inserido o objeto de estudo desta investigagdo: o

conceito de divisdo.

1.1.1. Os campos conceituais da aritmética

Conforme Vergnaud (1982, 1991, 1997, 2003), os conceitos matematicos estdo
inseridos em campos conceituais, que sdo definidos como um conjunto de situagdes cujo
dominio requer uma variedade de conceitos, procedimentos, representacdes simbolicas
firmemente unidos uns aos outros. Para o autor, existem dois grandes campos conceituais da
aritmética: o campo conceitual das estruturas aditivas e o campo conceitual das estruturas
multiplicativas. Embora seja possivel delimitar o espago pertencente a cada um desses
campos, devido as especificidades de cada um deles, os limites cognitivos entre ambos nao
sdo completamente definidos, haja vista a existéncia de proximidades inerentes as estruturas

aditivas e as estruturas multiplicativas.
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Segundo Vergnaud (1982), o campo conceitual das estruturas aditivas ¢ constituido
por um conjunto de situagdes que pode ser analisado com base na adi¢do e na subtragdo. Estas
envolvem um estado inicial, a operagdo (algo adicionado ou retirado) e o estado final, apos a
transformagdo. As principais relagdes aditivas sdo: composi¢ao, transformagdo e comparacao
de medida; composicdo de transformagdes e de relagdes e transformagdes de relacdes’. Por
outro lado, o campo conceitual das estruturas multiplicativas envolve todo o conjunto de
situacdes que requer o uso de divisdo, multiplicagdo ou a combinagdo destas operagdes. Além
das operagdes mencionadas, fazem parte deste campo conceitual outros conceitos como:
fragdo, razdo, propor¢do, porcentagem, nuimero racional, andlise de dimensdo, espagos
vetoriais, fungdes lineares e nao lineares.

Para Vergnaud (1991), a complexidade e diversidade em relagdo ao dominio das
relacdes multiplicativas podem ser ilustradas através da resolugdo de um conjunto de
problemas complexos que podem ser identificados a partir de trés categorias distintas proprias
das estruturas multiplicativas: produto de medidas, propor¢do multipla e isomorfismo de
medidas. Embora a resolug¢do desses tipos de problemas requeira uma operacao de divisdo, o
grau de dificuldade exigido em cada uma dessas categorias ¢ diferente, como discutido a
seguir.

Em problemas envolvendo produto de medidas ocorre uma relagdo ternaria (entre trés
variaveis). A relagdo ternaria consiste numa relacdo de trés quantidades, das quais uma ¢
produto das outras duas quantidades, tanto no plano numérico como no plano dimensional.
Vergnaud (1991), comenta que esta estrutura cartesiana de duas medidas para encontrar uma

terceira medida pode ser observada em problemas que envolvem volume, area e combinatoria.

% Situa¢des de natureza aditiva ndo serdo discutidas neste estudo; no entanto, informacdes detalhadas sobre tais
situaces podem ser obtidas em Vergnaud (1986, 1991, 1997).
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Neste topico, abordaremos problemas de analise combinatoria, pois eles requerem o uso da
divisdo, tematica central desta investigacio’.

Para Vergnaud (1991), existe uma forma de divisdo propria da relacdo multiplicativa
que nao pode ser confundida com as divisdes que se derivam do isomorfismo de medidas. Por

exemplo:

“Trocando somente de blusdo e cachecol, Ana pode ter 15 trajes diferentes. Ela tem

3 blusdes. Quantos cachecdis ela tem?” (VERGNAUD, 1991, p. 214)

Note-se que neste problema, o nimero de trajes deve ser dividido pelo nimero de
blusdes para se achar o nimero de cachecois. Portanto, trés elementos diferentes estdao
relacionados entre si, uma vez que cada traje a ser usado requer um blusao e um cachecol
diferente, ou seja, para cada blusdo usado existe a possibilidade de usar cinco cachecois
diferentes para formar os trajes.

Na estrutura de proporcao multipla existe a relacdo entre trés medidas, nas quais a
terceira delas ¢ proporcionalmente independente das duas outras medidas de espaco, ou seja,
em problemas envolvendo essa estrutura trés variaveis devem ser consideradas e relacionadas.
Para ilustrar este tipo de estrutura, Vergnaud (1983, p.138) apresenta o seguinte exemplo no

qual deve ser estimada a producdo de leite de uma fazenda:

A produgdo de leite de uma fazenda ¢ (sob certas condigdes) proporcional ao
namero de vacas e ao nimero de dias do periodo considerado (VERGNAUD, 1983,

p. 138).

Nesse exemplo, para se calcular a produgdao de leite devem-se considerar trés
variaveis: o numero de vacas, a produ¢ao média de leite por vacas por dia e numero de dias.
Sem considerar todas essas variaveis, o fazendeiro ndo pode estimar a producgdo de leite. Para

Vergnaud (1983), os problemas que envolvem propor¢des multiplas sdo os mais complexos.

7 Explica¢des mais detalhadas referentes a outras operagdes usadas para resolver tais problemas podem ser
encontradas em Vergnaud (1991) ao tratar sobre a multiplicaco.
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No problema de isomorfismo de medidas, existe uma relacdo quaternaria, ou seja,
existe uma proporcao simples entre dois espagos de medida. Segundo Vergnaud (1991), o
esquema para resolver este tipo de problema envolve trés niveis de dificuldades:
multiplicagdo, regra de trés e divisdo. Entretanto, esses problemas podem ser representados

por esquemas analogos, nos quais uma quantidade ¢ procurada. Por exemplo:

(1) Paguei R$ 12,00 por 3 garrafas de (2) Pedro tem R$ 12,00 e quer comprar

vinho. Qual ¢ o preco de uma garrafa? alguns pacotes de caramelo que custam
R$ 4,00 cada um. Quantos pacotes ele
pode comprar?

garrafas reais pacotes reais
1 5, X 1 5 4
3 5 12 X — » 12

Figura 1. Problemas de divisao representados por esquemas analogos (VERGNAUD,
1991, p.198).

O resultado para esses dois problemas pode ser encontrado, segundo Vergnaud (1991),
a partir de uma tabela de correspondéncia entre dois tipos de quantidades que traduz o

isomorfismo de duas medidas (garrafas/reais ou pacotes/reais), como ilustra a Figura 2 a

seguir:
Pacotes/ garrafas Reais
1 > 4
2 > 8
3 > 12
4 . 16
5 ; 20

Figura 2. Correspondéncia que traduz o isomorfismo de
medidas entre duas quantidades (garrafas/reais e pacotes/reais).

Embora ambos os problemas possam ser resolvidos e as respostas possam ser

encontradas através do isomorfismo entre duas medidas (Figura 2), diferencas entre esses dois
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exemplos podem ser observadas. No primeiro problema (Figura 1), ¢ preciso buscar o valor
unitario, o quociente e a relagdo entre grandezas diferentes; enquanto que, no segundo
exemplo, o valor unitario estd dado e ¢ necessario buscar o nimero de unidades do primeiro
tipo (pacotes) que corresponde a uma grandeza dada pelo segundo tipo (reais). Esses dois
tipos de problemas sdo denominados por Vergnaud (1991) de divisao por particdo e divisao
por quotas.

Em problemas de divisdo por parti¢do, ¢ dada uma quantidade inicial e o nimero de
vezes (numero de partes) em que esta quantidade deve ser distribuida, devendo-se encontrar o

tamanho de cada parte (nimero de elementos). Por exemplo:

Pedro havia comprado 16 carrinhos e tinha 5 caixinhas. Ele queria colocar o0 mesmo
numero de carrinhos em todas as caixinhas. Quantos carrinhos ele tinha que colocar

em cada caixa? (LAUTERT; SPINILLO, 2002, p. 240)

Para resolver este tipo de problema, € preciso considerar que o quociente a ser obtido
refere-se ao tamanho das partes, que o dividendo ¢ representado pelo todo (valor/quantidade a
ser dividida) e que o divisor refere-se ao nimero de partes em que o todo ¢ dividido.

Em problemas de divisdo por quotas, ¢ dada uma quantidade inicial que deve ser
dividida em quotas preestabelecidas. Por exemplo:

Marta tinha 19 rosas e queria colocar 3 rosas em cada vaso. Quantos vasos sera que

ela vai precisar? (LAUTERT; SPINILLO, 2002, p. 240)

Para resolver problemas de divisdo por quotas, deve-se considerar que o quociente a ser
obtido refere-se ao niimero de partes em que o todo foi dividido, que o dividendo ¢
representado pelo todo e o divisor refere-se ao tamanho das partes (quotas previamente
estabelecidas).

Uma analise desses dois tipos de problemas revela que a mudanga de incognita a ser
encontrada altera a natureza da operacao a ser aplicada Em problemas de divisdo por particao,

a crianca deve encontrar o tamanho das partes; j4 em problemas de divisdo por quotas, a



37

crianca deve encontrar o numero de partes em que o todo foi dividido. Em outras palavras,
apesar dos problemas envolverem a divisdo cada um deles requer uma forma de raciocinio
distinta que esta imbricada na situacdo, ilustrando a idéia de que existem diferentes situagdes
que envolvem um mesmo conceito. Logo, na perspectiva de Vergnaud (1990) para que um
conceito possa ser compreendido ndo se deve considerar apenas as situagdes ou os invariantes
ou os significantes, mas esses trés aspectos em conjunto.

Ao considerar a situagdo como marco inicial para o entendimento acerca da
conceptualizagdo da divisdo, abre-se caminho para a compreensdo das dificuldades
apresentadas pelos individuos e a possibilidade de se construir intervengdes que os auxiliem a
ampliar o conceito ja construido.

Embora considerar as trés dimensdes, proposta por Vergnaud, seja fator decisivo para
a construgdo de um dado conceito, existe um outro aspecto que merece ser contemplado: a
forma de intervir para que os individuos, sobretudo a crianga, compreendam os principios
invariantes presentes num dado conceito. Este aspecto ¢é contemplado na presente
investigacdo que, partindo das dificuldades apresentadas por criangas ao resolverem
problemas de divisdo, propde-se a examinar o efeito de uma intervencdo. A intervengao
proposta envolve situagdes que visam superar as dificuldades acerca das relagdes inversas
quando o dividendo ¢ mantido constante e as dificuldades com o resto, fundamentando-se nas
evidéncias empiricas apresentadas e discutidas pelos tedéricos da area. A natureza da
interven¢do implementada, bem como suas caracteristicas sdo apresentadas no Capitulo 2 -
Meétodo.

A Parte II, a seguir, versa sobre a complexidade da divisdo e as dificuldades
documentadas na literatura que emergem quando as criangas e adolescentes resolvem

problemas envolvendo essa operagao.
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PARTE II: A complexidade da divisido, as no¢des iniciais das criancas e as

dificuldades experimentadas em relacio a este conceito

Conceitos de natureza multiplicativa requerem mudanca substancial no pensamento
dos individuos. Diferentemente das operacdes de natureza aditiva (que envolvem um estado
inicial, uma operagdo e o estado final apos a transformacgao), as de natureza multiplicativa,
como, por exemplo, a divisdo, oferece desafios adicionais, tais como: as divisdes sucessivas,
uso de regras operatorias, a busca de um quociente que requer o estabelecimento das relagdes
entre o tamanho das partes, o nimero de partes ¢ o tamanho do todo (VERGNAUD, 1983,
1986, 1990, 1991; NUNES; BRYANT, 1997).

Nunes e Bryant (1997) afirmam que durante muito tempo acreditou-se que todas as
transformagdes relevantes ao raciocinio matematico dependiam exclusivamente de
transformagdes logicas, ou seja, a crianca deveria adquirir a compreensao logica necessaria
para ser capaz de, por exemplo, contar, somar, dividir. No entanto essa concepcao, defendida
por Piaget, passa por transformagdes substanciais, quando se considera as trés dimensoes
imbricadas na constru¢do dos conceitos defendida por Vergnaud (1990): as situacdes que dao
significados aos conceitos, as propriedades invariantes dos conceitos € as representagdes
utilizadas na simbolizagao do conceito.

No caso da divisao, do ponto de vista matematico, dois problemas podem ter a mesma
solucao formal (15+3 = 5), mas, sob o ponto de vista psicologico e educacional, os problemas
podem ser diferentes (apresentar situacoes distintas), como pode ser ilustrado nos exemplos a
seguir:

Marcio foi a uma papelaria e comprou 15 cadernos para dar aos seus 3 amigos. Ele
quer que cada amigo receba a mesma quantidade de cadernos. Quantos cadernos
cada amigo vai receber? (Problema de diviséo por parti¢do)

Marcio comprou 15 bolinhas de gude. Ele quer dar 3 bolinhas de gude para cada um
dos seus amigos. Quantos amigos vdo ganhar bolinhas de gude? (Problema de
divisdo por quotas)
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Ao tentar resolver estes problemas, as criangas associam estas situagdes aos
invariantes operatorios do conceito de divisdo: na divisdo por parti¢do, as partes distribuidas
entre as pessoas devem ser iguais, na divisdo por quotas, a quota preestabelecida ndo pode ser
alterada, existe uma relacdo inversa entre o divisor e o quociente, o resto ¢ sempre menor que
o divisor etc. Do ponto de vista grafico, por exemplo, a expressdo verbal “15 dividido por 5”
pode ser representada através de diferentes formas matematicas convencionais (15/5, 15+5)
ou ndo-convencionais (pictografica ou iconica), ou ser representada também através de
materiais concretos (fichas, objetos idénticos aos presente no enunciado)®.

Outro aspecto que tem sido central nas discussdes de Nunes e Bryant (1997) refere-se
ao fato das criangas usarem uma relagdo légica especifica para resolver um problema em uma
dada situacdo, mas nao em outra na qual esta mesma relacdo poderia ser usada. Segundo os
autores, este tipo de evidéncia é importante porque mostra duas concepgdes distintas sobre
matematica em criangas: (1) as situagdes sao matematicamente diferentes e pedem invariantes
logicos distintos, apesar de, na superficie, parecerem equivalentes para a maioria dos adultos,
como no caso dos problemas de divisdo por partigdo e divisdo por quotas comentados
anteriormente e; (2) a mesma relacdo logica poderia estar conectada a um sentido de nimero
novo em uma situagdo diferente. Por exemplo, em problemas de comparagdo® (estruturas
aditivas) as criangas tém que lidar com um novo significado de nimero: o nimero tem uma

medida de relagdes estaticas.

% Na literatura, as expressdes material concreto (e.g.; BATISTA, 2002; LAUTERT, 2000; LAUTERT;
SPINILLO, 1999; SELVA, 1998), material de contagem (e.g.; CALSA, 2002) e material manipulativo (e.g.;
SELVA; BORBA; BRAGA; COUTO, 2004; SELVA; BORBA; STEEDMAN, 2004) sio usadas como
sindnimos.

? Neste tipo de problema, as criangas tém que compreender a palavra “mais” em seu sentido comparativo. Por
exemplo, no problema ‘Eduardo tem 8 laranjas e Mario tem 5. Quantas laranjas Eduardo tem a mais do que
Mario?’, as criangas entendem que Eduardo possui mais laranjas que Mario, porém apresentam dificuldades em
quantificar essa comparacgao.
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Além desses aspectos, Nunes e Bryant (1997) destacam os invariantes logicos
presentes na organizacdo das acdes dos individuos na compreensdo do conceito de divisdo, a
saber:

e o todo deve ser distribuido em quantidades iguais (divisdo eqiiitativa das partes);

e o todo deve ser distribuido igualmente entre todas as partes até que ndo exista a
possibilidade de uma nova rodada de distribuicao;

e 0 todo inicial é constituido pelo nimero de partes multiplicado pelo tamanho das partes
mais o resto;

e quanto maior (ou menor) o nimero de partes, menor (ou maior) o tamanho de cada parte
(relagdo inversa entre o tamanho das partes e o nimero de partes);

e o resto nunca pode ser maior € nem igual ao numero de partes ou tamanho das partes.

Portanto, a compreensdo do conceito de divisdo ndo pode ser desenvolvida quando se
toma como referéncia apenas um dos invariantes operatdrios presentes na acdo dos
individuos. E necessario que os sujeitos se apropriem, durante o processo de construgdo do
conhecimento, de outros invariantes operatorios envolvidos na divisdo, para que assim
possam entender a logica subjacente ao conceito e, poder fazer uso dele de uma forma mais
consciente e elaborada. Como comentam Correa e Spinillo (2004), a solugdo correta de um
problema ou operacdo de divisdo nem sempre ¢ sindbnimo de uma compreensdo mais
sofisticada do conceito, haja vista que a crianga pode aplicar corretamente o algoritmo para a
solugdo de um problema e ter um nivel de compreensdo bastante elementar; ou de maneira
oposta, cometer erros ao aplicar o algoritmo e ter um conhecimento mais elaborado do que a
crianca que resolve corretamente. Assim, como afirmam as autoras “[...] refletir e interpretar
os tipos de resolugdo adotados por criancas ¢ uma tarefa complexa, porém essencial tanto para
pesquisadores como para educadores que se propdem a compreender o raciocinio da crianga e

a implementar formas de desenvolvé-1o” (p. 103).
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O entendimento acerca da conceptualizacdo da divisdo €, muitas vezes, confundido
com competéncia em operar o algoritmo da divisdo. Aplicar o algoritmo da divisdo com
precisdo passa a ser o unico critério para definir e avaliar a compreensdo que a crianga tem
sobre este conceito. Segundo Correa e Spinillo (2004), este modo de tratar o ensino de
conceitos 16gico-matematicos, no caso especifico da divisdo, apresenta algumas limitagdes, a
saber: (a) reduz a matematica a execucao de algoritmos, ignorando que esta fornece modelos
para a representacdo e compreensdo do mundo; (b) ignora as diferencas entre operagdo e
algoritmo, haja vista que a operagao refere-se as transformagdes realizadas sobre os nimeros,
quantidades, grandezas e medidas; enquanto que o algoritmo refere-se ao conjunto de
procedimentos que conduz a execucao de uma operacao; (c¢) desconhece que, do ponto de
vista psicologico, o processo de aquisi¢do dos conceitos matematicos envolvem invariantes
operatorios, sistemas de representacdo e situacdes que conferem significados aos conceitos
(VERGNAUD, 1990, 1997, 2003).

Face as questdes discutidas anteriormente, constata-se que a esséncia do raciocinio
multiplicativo se constitui progressivamente com base no desenvolvimento de algumas
competéncias, dentre as quais destacam-se aquelas relativas a coordenagdo das relagdes entre,
pelo menos, duas varidveis; ou entre duas grandezas ou quantidades; enquanto que o
raciocinio aditivo desenvolve-se tendo como suporte os esquemas relativos as a¢des de juntar
e separar. Em outras palavras, as competéncias cognitivas envolvidas quando a crianca tem
que lidar com a divisdo enquanto operacdo matematica difere do ato social de partilhar (a¢ao
de distribuir) porque implica em prestar a atengdo as relagdes entre as quantidades que estio
sendo distribuidas (CORREA; SPINILLO, 2004). Os estudos empiricos apresentados e
discutidos a seguir ilustram a complexidade que envolve o dominio do conceito da divisdo por

criangas.
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2.1. As concepcoes iniciais das criancas

As pesquisas sobre divisdo desenvolvidas com criangas, como documentado por
Correa (1996), focalizam, basicamente, dois aspectos: as concepgdes iniciais sobre a divisdo e
as estratégias e procedimentos adotados na resolugdo de problemas.

Estudos sobre as concepgdes iniciais sdo menos freqiientes e investigam criangas que
ainda nao foram ensinadas sobre a divisdo no contexto escolar (ANGHILERI, 1993;
CORREA, 1996; CORREA; NUNES; BRYANT, 1998; KORNILAKI; NUNES, 1997). Os
resultados desses estudos, de modo geral, mostram que a compreensao inicial das criancas
baseia-se na nog¢do de repartir (compartilhar), nogdo esta relacionada ao esquema de
distribuicdo. Embora relevante e amplamente considerada na pratica escolar, esta no¢do nao
garante a compreensao imediata das relagdes entre os termos da divisao (dividendo, divisor e
quociente), haja vista que a idéia de divisdo diferencia-se da acdo de compartilhar.

Na acdo de repartir (compartilhar), como anteriormente mencionado na Parte I, a
atencdo da crianga volta-se para a distribuicdo de quantidades iguais entre cada receptor, o
que leva a distribui¢do dos objetos a partir da correspondéncia um-a-um para cada conjunto,
até que ndo exista nenhum elemento para ser distribuido ou até que nio existam elementos
suficientes para outra rodada de distribuicao.

Entretanto, entender a divisdo implica em compreender a relagdo existente entre seus
termos: dividendo, divisor, quociente e resto, ou seja, exige do individuo uma compreensao
que esta para além da observacdo direta dos numeros ou objetos envolvidos em uma
determinada conta ou problema. Na realidade, implica em uma comparacao constante entre 0s
elementos a serem divididos € o numero de partes ou tamanho das partes em que o todo esta
sendo dividido, podendo o mesmo gerar um resto ou ndo. Compreender essas relagdes implica

entender os invariantes operatérios que regem o conceito de divisio (NUNES; BRYANT,
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1997). Este entendimento, entretanto, como documentado na literatura e no depoimento de
professores do ensino fundamental, ndo ¢ algo facil para as criangas, como discutido a seguir,
quando sdo apresentados alguns estudos que ilustram as dificuldades que emergem quando as

criangas resolvem problemas e operagdes de divisdo com e sem resto.

2.2. As dificuldades experimentadas com a divisao

Os estudos que investigam as estruturas multiplicativas, em especial a divisdo, tém
aumentado substancialmente nos ultimos anos (BATISTA, 2002; BORBA; SELVA;
SPINILLO; SOUSA, 2004; CALSA, 2002; CAMPBELL; FRASER, 1997, CORREA, 2000,
2001; CORREA; NUNES; BRYANT, 1998; CHARLES; NASON, 2000; DROUJKOVA,
2003; KORNILAKI; NUNES, 1997, KUMAGAI, 2000; LAMB; BOOKER, 2003;
LAUTERT; SPINILLO, 1999, 2001, 2002, 2004a, 2004b; LI, 2001; LI; SILVER, 2000;
MULLIGAN; WRIGHT, 2000, NUNES; BRYANT, 1997; SAIZ, 2001; SELVA, 1993, 1998;
SELVA; BORBA; BRAGA; COUTO, 2004; SELVA; BORBA; STEEDMAN, 2004,
SILVER; SHAPIRO; DEUTSCH, 1993; SPINILLO; LAUTERT, 2002; SQUIRE, 2002;
SQUIRE; BRYANT, 2002; TSAMIR; TIROSH, 2000). No entanto, as formas de investigar
este conceito sdo extremamente diversificadas. Uns investigam operagdes, outros problemas e
ainda existem os que investigam operacdes e problemas em contextos especificos.

Analisando-se a literatura da area, € possivel identificar-se quatro tipos de dificuldades
que surgem quando criangas e adolescentes lidam com a divisdo: (a) dificuldades relacionadas
aos tipos de problemas; (b) dificuldades relacionadas aos suportes de representacdo; (c)
dificuldades em compreender as relagdes inversas entre os termos quando o dividendo ¢
mantido constante; (e) dificuldades em lidar com o resto. Neste estudo serdo enfatizadas as

duas ultimas dificuldades por serem apontadas como as mais recorrentes nas criangas.
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No que se refere as dificuldades relacionadas aos tipos de problemas, verifica-se que
ndo existe na literatura uma posicdo de consenso entre os pesquisadores. Alguns estudos
mostram que existem dois modelos intuitivos pertencentes as estruturas multiplicativas
(divisdo por particdo e divisdo por quotas) que governam o comportamento dos individuos de
modo que problemas que violam tais modelos conduzem a maiores dificuldades na solugado
dos mesmos (CORREA, 1996; CORREA; NUNES; BRYANT, 1998; FISHBEIN; DERI;
MARINO, 1985; KORNILAKI; NUNES, 1997; NUNES; BRYANT, 1997). Para esses
autores, os problemas de parti¢do sdo mais simples, porque a nog¢ao inicial que a crianga tem
sobre a divisdo ¢ decorrente da idéia de repartir (distribuir), estando a atengdo da crianca
voltada para a distribui¢do de quantidades iguais. Esta nogao seria compreendida desde muito
cedo, uma vez que a crianga realiza agdes de repartir em situagdes sociais diversas, como por
exemplo: dividir o lanche com os amigos, dividir bolinhas de gude para iniciar o jogo;
devendo, portanto, os problemas de particdo serem resolvidos com sucesso antes dos
problemas de divisdo por quotas.

Outros autores (e.g.; BROWN, 1981; NESHER, 1988; SELVA, 1993), apesar de nao
identificarem o efeito do tipo de problema no desempenho, apontam que problemas de divisao
por quotas podem ser resolvidos com mais facilidade pelas criangas por conduzirem
diretamente ao uso da estratégia de subtragdo repetida'”.

No que se refere as dificuldades relacionadas com suportes de representacdo (uso de
papel e lapis, fichas e/ou objetos), verifica-se que os estudos ndo sdo conclusivos em relagdo
as dificuldades apresentadas pelas criangas ao resolverem problemas de divisdo, quando
utilizam diferentes suportes de representagdo (LAUTERT, 2000; SELVA, 1998). Isto porque

os estudos tém evidenciado percentuais de acertos semelhantes na situagdo grafica (papel e

' Na estratégia de subtragdo repetida os individuos partem da quantidade total (dividendo) subtraindo a
quantidade de elementos determinada pelo problema de divisdo por quotas ou por eles estimada em problemas
de divisdo por partigdo.
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lapis) e na situacao concreta (objetos e fichas).

Os estudos conduzidos por Selva (1998) e por Lautert (1999, 2000) apontam que o
material concreto ndo € um suporte de representagdo que facilite ou promova o desempenho
de estratégias mais flexiveis e apropriadas de resolucgdo, visto que muitas dessas estratégias se
limitam a representagdo direta do enunciado problema. O uso de papel e lapis, ao contrario,
permite uma maior flexibilidade para lidar com os dados do problema, gerando estratégias
mais sofisticadas que contemplam, de forma mais efetiva, os elementos do problema.

Estudos recentes (BATISTA, 2002; BORBA; SELVA; SPINILLO; SOUSA, 2004;
SELVA; BORBA; BRAGA; COUTO, 2004; SPINILLO, 2001) trazem a tona a idéia de que
os suportes de representacao desempenham papéis distintos durante o processo de resolugao,
ndo por serem material concreto ou suporte grafico, mas por deixarem explicita a relacao
entre as quantidades presentes no enunciado dos problemas. Batista (2002) definiu esses
materiais como sendo material concreto direto (carrinhos e caixinhas) e material concreto
neutro (fichas, palitos). O material concreto direto indica de forma clara a que quantidades os
objetos se referem, por exemplo, carrinhos podem representar o dividendo e caixinhas podem
representar o divisor. O material concreto neutro, por outro lado, ndo indica de forma clara a
que quantidades os objetos de um dado problema se referem, por exemplo, fichas podem tanto
representar o dividendo quanto o divisor.

Importante ressaltar que, nestes estudos (BATISTA, 2002; BORBA; SELVA;
SPINILLO; SOUSA, 2004; LAUTERT, 2000; LAUTERT; SPINILLO, 1999, SPINILLO,
2001; SELVA, 1998; SELVA; BORBA; BRAGA; COUTO, 2004), sdo sempre oS
examinadores e ndo a crianga, quem indica o suporte a ser utilizado durante a resolugdo dos
problemas. Talvez as dificuldades apresentadas pelas criangas nesses estudos pudessem estar
relacionadas ao tipo de suporte representacional fornecido para resolver o problema que

poderia ndo estar mobilizando competéncias em ag¢do que lhes permitissem reorganizar-se no
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plano mental, considerando ndo apenas os invariantes operatorios, mas também a situagado € o
suporte de representacdo que ela acha pertinente para resolver o problema. No entanto,
escolher o suporte representacional para resolvé-lo, ndo implica diretamente apresentar a
resposta correta para o problema, pois a crianca pode fazer uma escolha inadequada para
resolver ou cometer outro tipo de erro relacionado a operagdo logica por ela requerida no
momento da resolugao.

Em sintese, pode-se dizer que, se, por um lado, hd controvérsias quanto as dificuldades
relacionadas aos tipos de problemas (divisao por parti¢do e divisdo por quotas) ou em relacao
aos limites e possibilidades derivados do uso de diferentes suportes de representagdo; por
outro lado, parece haver concordancia quanto a, pelo menos, duas dificuldades: compreender
as relacdes inversas entre os termos da divisdo quando o dividendo ¢ mantido constante e a
dificuldade em lidar com o resto. A seguir apresentam-se alguns estudos empiricos que

ilustram estas duas dificuldades.

2.2.1. Estudos que focalizam as relagdes inversas entre os termos da divisao

Viarios autores (CORREA, 2000; CORREA, 2001; CORREA; NUNES; BRYANT,
1998; KORNILAKI; NUNES, 1997, SQUIRE, 2002) tém investigado a relagdo entre a ag¢ao
de compartilhar e as nogdes iniciais que as criangas pequenas possuem sobre a divisdo. O
estudo de Correa, Nunes ¢ Bryant (1998), com criangas inglesas de 5 a 7 anos (sem instrug¢ao
formal sobre multiplicagdo e a divisdo), moradoras de um bairro de classe socioeconomica
baixa de Oxford, merece destaque por ser um estudo inédito que investiga a compreensao
inicial das criancgas acerca da divisao.

Esse estudo envolveu dois experimentos independentes que tinham por objetivo

examinar se criangas pequenas sdo capazes de compreender as relagdes inversas entre o
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divisor-quociente em tarefas nao-computacionais envolvendo problemas de divisao por
particao (Experimento 1) e problemas de divisdo por quotas (Experimento 2). Participaram
desta investigagdo 120 criangas distribuidas em dois grupos. Sessenta criangas foram
solicitadas a resolver oralmente problemas de divisdo por particdo que consistiam no calculo
da quantidade de comida a ser distribuida para um certo numero de coelhos, ¢ as outras
sessenta criancas foram solicitadas a calcular, para quantos coelhos poderia ser distribuida
uma determinada quota de alimento (divisdo por quotas).

No Experimento 1, dois grupos de coelhos eram colocados em lugares diferentes de
uma mesa, sendo que o numero de coelhos de cada grupo variava: dois a quatro. Na frente de
cada grupo era colocada a mesma quantidade de alimento a ser dividida entre os coelhos,
algumas vezes 12 balas, outras vezes 24. As criangas, neste estudo, ao invés de serem
perguntadas sobre quantas balas cada coelho iria ganhar em nimeros; eram solicitadas a
estimar quantas balas (das 12 ou 24) cada um dos coelhos receberia, isto ¢, se um dos coelhos
de um determinado grupo receberia mais balas, a mesma quantidade ou menos balas que um
coelho pertencente a outro grupo.

No Experimento 2, era dito que o examinador desejava convidar coelhos azuis e rosas
para um piquenique, mas que ele ndo sabia quantos coelhos poderia convidar. Em seguida, o
examinador apresentava uma ilustracdo, em um prato, de alguns blocos (2, 3 ou 4 blocos) que
correspondia a quantidade de doces que deveriam ser dados respectivamente a cada coelho
dos dois grupos. Cada crianga era solicitada a estimar se eles convidariam o mesmo nimero
de coelhos azuis e rosas ao piquenique ou se eles convidariam mais coelhos azuis ou mais
coelhos rosas ao piquenique.

Nesse experimento, duas condi¢des foram apresentadas as criangas: mesma condi¢do,
em que os blocos a serem dados aos coelhos nos dois grupos eram o mesmo, por exemplo,

dois blocos vermelhos para cada coelho rosa e dois para cada coelho azul e; a condigdo
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diferente, em que o numero de blocos a serem dados a cada coelho em ambos os grupos era
diferente, por exemplo, dois blocos vermelhos para o coelho rosa e quatro para o coelho azul.
O numero de blocos a ser dado a cada coelho em cada grupo variou de dois a quatro.

Os resultados demonstram que as criangas menores, principalmente as de cinco anos,
sdo capazes de fazer estimativas; porém ao realizar essa atividade, podem cometer dois tipos
de erros: focalizar a atengdo no tamanho do dividendo, esquecendo o divisor; ou focalizar a
aten¢do no divisor, esquecendo o tamanho do dividendo. Por volta dos seis anos, esses erros
tendem a diminuir e a crianga passa a demonstrar uma compreensao qualitativamente superior
em dire¢ao a compreensao dessas relagdes entre os termos envolvidos na operagdo de divisao.

Uma outra importante contribuicdo que se pode inferir a partir deste estudo, diz
respeito ao delineamento de um quadro teodrico acerca das concepgdes e do desenvolvimento
da habilidade da crianga em estabelecer comparagdes e julgamentos em relagdo a divisdo nas
tarefas ndo-computacionais.

Estd documentado na literatura que, desde os cinco anos, as criangas tém uma
compreensdo explicita do principio da correspondéncia e da equivaléncia entre quantidades
(FRYDMAN; BRYANT, 1988). Entretanto, os resultados de Correa, Nunes ¢ Bryant (1998)
mostram que a nogdo inicial da crianca sobre compartilhar ndo garante que a mesma
compreenda de imediato a relagdo entre os termos da divisdo, uma vez que as exigéncias
impostas pelas situagcdes de repartir (distribuir) e dividir ndo podem ser consideradas
idénticas, em termos cognitivos. Nas situacdes cotidianas'', por exemplo, a crianca pode
repartir “x” elementos a partir de procedimentos envolvendo correspondéncia termo-a-termo,
ou seja, a crianga distribui um para vocé, um para mim, um para vocé, um para mim € assim

sucessivamente até esgotar o todo inicial. J4 a divisdo como operagdo multiplicativa, vai

" Este termo esta sendo utilizado para enfatizar as situagdes de repartir que a crianga encontra em sua vida
diaria, por exemplo, repartir as bolinhas de gude entre os participantes antes de iniciar o jogo.



49

requerer a compreensao das relagdes entre dividendo e divisor na determinacao do valor do
quociente a ser encontrado.

Kornilaki ¢ Nunes (1997) encontraram resultados semelhantes com 128 criangas
inglesas de 4 a 7 anos, ao lidarem com material concreto em situagdes de problemas de
particdo e de divisdo por quotas que envolviam quantidades continuas e descontinuas. Este
estudo tinha por objetivo replicar o estudo de Correa (1995)'* e ampliando-o ao dominio das
quantidades continuas, particularmente em relagdo a um tema pouco explorado e mais
complexo: as fragdes. As autoras buscavam responder questdes como, “[...] poderiam as
criangas de seis anos compreender que um bolo dividido entre seis criangas resultaria em
divisdes menores do que o bolo dividido entre quatro criangas?” (KORNILAKI; NUNES,
1997, p. 2).

Esse estudo consistiu em dois experimentos, um com situagdes envolvendo problemas
de particdo e outro com situagdes envolvendo problemas de divisdo por quotas. Procedendo
da mesma forma que Correa, Nunes e Bryant (1998), era dito para a crianga, por exemplo, que
dois gatos pretos iriam dividir igualmente entre eles um bolo de peixe; e trés gatos marrons
irilam dividir igualmente entre eles outro bolo de peixe. O examinador apontava para um dos
grupos (maior ou menor) e perguntava se os gatos dos dois grupos receberiam a mesma
quantidade de bolo de peixe, quantidades diferentes ou menos bolo que os gatos pertencente
ao outro grupo, em seguida, era solicitado aos participantes que justificassem a resposta dada.

Os resultados revelaram que as criangas possuem seus proprios esquemas de acdo e

estratégias que lhes permitem abordar diferentes situagdes aritméticas muito antes de serem

2 Estudo desenvolvido na tese de doutoramento “Young children’s understanding of the division concept”.
University of Oxford sob a orientagdo de Peter Bryant resultando no artigo publicado em 1998 por Correa,
Nunes e Byant.
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expostas ao ensino formal, principalmente quando se considera o desempenho delas na tarefa
de quantidades continuas, nas quais a quantificacdo foi além da habilidade das criancas
pequenas. Verificou-se, também, que as criangas podem raciocinar sobre o tamanho relativo
das quotas das quantidades descontinuas e das fracdes das quantidades continuas com a
mesma facilidade. Embora as criangas apresentem essas facilidades, ao lidarem com
quantidades continuas e descontinuas, as autoras enfatizam que os problemas de divisdo por
quotas foram mais dificeis de serem resolvidos pelas criangas que os problemas de partigao.

Os resultados derivados desses dois estudos indicam que as criangas, antes mesmo de
serem formalmente instruidas sobre a divisdo, ja possuem concepgdes acerca da atividade de
distribuir, no entanto esta nocdo inicial ndo permite que elas compreendam as relagdes
envolvidas na divisdo. Embora tanto o estudo de Correa, Nunes e Bryant (1998) como o de
Kornilaki e Nunes (1997) ressaltem as relagdes entre os termos da divisdo, um dos termos nao
foi contemplado nestas investiga¢des: o resto. Como sera que a crianga estimaria as
quantidades se restasse um ou mais elementos depois de realizada a divisao? Questdes como
esta geram a necessidade de compreender melhor ndo apenas as concepgdes iniciais das
criangas em relacdo a divisdo, mas também investigar mais sistematicamente a logica
subjacente a construgdo da nogdo de resto por parte da crianca que estd iniciando o
aprendizado da divisao.

Apesar das experiéncias iniciais da crianca nao levar a compreensdo dessas relagdes,
isto ndo significa que elas ndo possam lidar com situagdes que envolvam a divisdo antes de
serem formalmente instruidas no contexto escolar. E possivel supor, por exemplo, que se
estimuladas a refletir sobre as relagdes entre os termos (dividendo, divisor, quociente e resto)
as criancas apresentariam menos dificuldades em lidar com a divisdo enquanto operacao
matematica, cujas relagdes de covariagdo entre os termos s30 essenciais para a compreensao

das estruturas multiplicativas.
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2.2.2. Estudos que focalizam o resto

Alguns estudos encontrados na literatura tém se preocupado em estudar a nogdo de
resto de forma mais sistematica (BORBA; SELVA; SPINILLO; SOUSA, 2004;
CARRAHER; SHLIEMANN, 1991; CAMPBELL; FRASER, 1997; DESFORGES;
DESFORGES, 1980; LI, 2001; LI ; SILVER,1988, 2000; SELVA, 1993; SELVA; BORBA;
BRAGA; COUTO, 2004; SELVA; BORBA; STEEDMAN, 2004; SILVER, 1988; SILVER;
SHAPIRO; DEUTSCH, 1993; SPINILLO; LAUTERT, 2002).

Segundo Silver (1988), ao resolver uma operagao de divisao, os estudantes aprendem a
expressar o resto de diferentes formas. Por exemplo, o resultado da operagdo 50 + 4 pode ser
expresso como: 12.5, 12 1/2 ou ainda 12 R2. No entanto, as formas de expressar o resto nem
sempre sdo incorporadas a solucdo de um problema. Na maioria das vezes, os estudantes
experienciam dificuldades quando a computacgdo ¢ atrelada a solu¢do do problema; observe o

exemplo que ilustra esta dificuldade:

Mary tem 100 castanhas as quais ela pode colocar dentro de recipientes que
comportam exatamente 40 castanhas. (1) Quantos recipientes ela pode encher? (2)
Quantos recipientes ela pode usar para colocar todas as castanhas? (3) Depois dela
encher do mesmo modo os recipientes, quantas castanhas podem sobrar? (SILVER,

1988, p 127).

Para resolver este problema, o célculo sera sempre o mesmo, 100 + 40; mas a resposta
para cada uma das questdes serd diferente. Na pergunta (1), a resposta correta ¢ 2, uma vez
que somente dois recipientes podem ser cheios e o resto, neste caso, pode ser ignorado. Na
pergunta (2), a resposta correta ¢ 3, uma vez que se deve considerar a necessidade de um
terceiro recipiente para colocar todas as castanhas mesmo que este ultimo ndo esteja
completo. Interessante observar que a resposta a esta questdo ndo ocorre explicitamente na
computacdo (calculo). A resposta ¢ construida conjuntamente entre os dados da computagao

matematica e a historia da situacdo matematica apresentada. Portanto, nesta pergunta, o resto
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deve ser considerado na resposta final a ser dada. Na pergunta (3), a resposta correta ¢ 20, ou
seja, pergunta-se especificamente sobre o resto, a quantidade de castanhas que ndo podem ser
colocadas nos recipientes, pois o problema traz preestabelecida a quota que deve ser colocada
nos recipientes.

Silver (1988) chama a atengdo para o aspecto semantico do problema apresentado
acima. Para o autor, trés aspectos devem ser considerados na resolugdo de problemas
aritméticos verbais: (a) a historia do texto (b) a situacdo de histéria e, (c) o modelo
matematico". Responder ao problema implica, portanto, executar o calculo (operagio exigida
pela histéria do problema — historia do texto) e a partir da operagdo realizada (modelo
matematico escolhido), interpretar o resultado tomando como referéncia as informagdes
contidas na historia do texto e na situacdo de historia, ou seja, reorganiza-las de forma a
expressar uma resposta matematica apropriada em funcdo do conjunto de questdes elaboradas
pelo enunciado do problema que contempla tanto a histéria do texto como a situagdo de
historia.

Silver (1988) cita outro exemplo de problema que foi apresentado aos estudantes em
1983, no California Assessement Program Mathemathics Test at Grade 6, o qual ilustra a

dificuldade deles em lidar com o resto:

Cento e trinta estudantes e professores da Escola Marie Curie vdo a um piquenique.
Cada o6nibus escolar tem capacidade para comportar 50 passageiros. De quantos

onibus eles precisardo? (p.129)

Nesse exemplo, o autor verificou que a maioria dos estudantes americanos na faixa

etaria de 13 anos realiza o calculo corretamente, mas comete o erro ao dar uma resposta

1 Segundo Silver (1988), a historia do texto refere-se as informagdes literais contidas no enunciado do problema
que conduzem os individuos a escolha de um modelo matematico (algoritmo) mais apropriado para resolver o
problema. Ja a situagdo de historia, refere-se a interpretacdo das informagdes contidas no enunciado com base no
conhecimento de mundo dos individuos.
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decimal: 2.6. Note-se que para resolver o problema, os estudantes necessitam refletir sobre a
estrutura semantica do problema, interpretando-o, tomando como referéncia o conhecimento
de mundo, ou seja, ndo ¢ permitido que um Onibus seja fracionado, cortado em pedagos e
mesmo assim continue circulando pelas ruas. Portanto, a resposta do calculo matematico
devera ser reorganizada em funcdo da estrutura semantica. O autor comenta que apenas 35%
dos estudantes no California Assessement Program Mathemathics Test at Grade 6 (1983)
apresentaram a resposta adequada ao problema, ou seja, sdo necessarios trés onibus para levar
os estudantes e professores ao piquenique. Importante ressaltar que, ndo existe uma Unica
resposta possivel para esse problema, visto que um aluno pode dar varias respostas ou cada
aluno dar uma resposta diferente, podendo, por exemplo, surgir o seguinte tipo de resposta:
“serdo necessarios dois 6nibus e duas Vans (com 15 lugares cada uma)”. Além disso, como
comentado na Parte I, a relacdo professor-aluno esta subordinada a regras (implicitas e
explicitas) e convengdes que funcionam como clausulas de um contrato (contrato didatico).
Neste caso, o desenvolvimento de competéncias para resolver problemas pode ser facilitado
ou dificultado em fun¢do do contrato didatico estabelecido. Se o contrato didatico firmado
pressupde que “todo problema de matematica tem uma (e apenas uma) solucdo, e o professor
é sempre capaz de chegar a tal solu¢io” (DA ROCHA FALCAO, 2003, p.19), dificilmente os
alunos tentardo obter outras respostas e tentar entender o significado do resto.

Para Silver (1988), ndo ¢ suficiente o aluno saber realizar o célculo matematico
exigido pelo enunciado, mas, sobretudo, ¢ necessario que o aluno interprete as informagdes
relevantes que aparecem no enunciado do problema. Tais informag¢des podem exigir ou nao
que o estudante interprete o céalculo a fim de obter uma resposta que seja satisfatoria ao
problema proposto. Para que esta mudanga ocorra, o contrato didatico (as regras implicitas e
explicitas) precisa ser renegociado a cada etapa de constru¢ao do conhecimento, visto que este

contrato existe em fun¢do da aprendizagem dos alunos (SILVA, 1999).
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Outra dificuldade apontada por Silver, Shapiro e Deutsch (1993) refere-se a falha na
interpretacao dos resultados computacionais atrelada a pergunta proposta no enunciado do
problema. Segundo estes autores, o calculo requerido para realizagdo de problemas de divisdo
com resto ndo ¢ a maior barreira para obter a resposta correta. O fracasso na solu¢do deste
tipo de problema estd atrelado as falhas de interpretacdo dos resultados computacionais
realizados pelos estudantes, ou seja, a performance ¢ afetada pela dissociagdo entre o calculo
e a resposta considerada valida para resolver o problema. Para os autores, isso ocorre porque o
mesmo algoritmo pode representar diferentes situagdes-problema, no entanto, a determinagao
correta da solucdo depende dos aspectos do contexto situacional e da quantidade envolvida no
problema. Além disso, exige, por parte do estudante, a compreensdo de que o resto é parte da
quantidade inicial de elementos que foi distribuida.

Campbell e Fraser (1997) investigaram como alunos que se preparam para ser
professores compreendem a nogao de resto e de quociente. Neste estudo eram apresentadas a
21 futuros professores quatro questdes: (1) “Se vocé divide 21 por 2, o que poderad ser o
quociente? O que podera ser o resto?”; (2) “Considerando M = 3° x 5 x 7. Se vocé divide M
por 15, o que podera ser o quociente? O que podera ser o resto?”; (3) “Supondo-se que lhe
pecam para interpretar uma divisdo com resto 10561/24. A calculadora poderia ajudé-lo?
Como?” (4) Considerando-se o numero 6 x 147+1, qual podera ser o A (valor total)? (a) Se
vocé divide A por 6, o que podera ser o resto? O que podera ser o quociente? (b) Se vocé
divide A por 2, o que podera ser o resto? O que poderd ser o quociente?” Os resultados
mostraram que a divisdo com resto nem sempre € evidente para os estudantes e que diferentes
formas de expressao podem criar obstaculos para a compreensao dos elementos envolvidos na
divisao.

Colocando-se em perspectiva os estudos citados (CAMPBELL; FRASER, 1997;

SILVER, 1988; SILVER; SHAPIRO; DEUTSCH, 1993), pode ser verificado que a
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dificuldade dos estudantes e futuros professores encontra-se atrelada a nogdo de que o resto
faz parte da quantidade inicial de elementos a ser distribuida e que a compreensao para esta
nogao esta, de certa forma, subordinada as bases das relagdes que os individuos mantém com
o saber, neste caso especifico, com a divisdo com resto. Para estes aprendizes (estudantes e
futuros professores), a instru¢do escolar ndo tem propiciado uma reflexdo mais consistente
sobre a relevancia da noc¢ao do resto quando se realiza a divisdo. As perguntas apresentadas
aos estudantes nos problemas, em geral, ndo contemplam uma reflexdo sobre a inclusdo do
resto na resposta do problema, o que leva a maioria deles a desconsidera-lo, quando produzem
a resposta.

Se por um lado, os estudos com adolescentes e adultos demonstram uma dificuldade
em lidar com o resto durante a composi¢ao da resposta ao problema envolvendo situagdes
cotidianas; por outro lado, os estudos com criancas (com e sem instru¢ao sobre a divisao)
enfatizam as dificuldades apresentadas por elas ao resolverem problemas escolares
(LAUTERT, 2000; LI; SILVER, 2000; SELVA, 1998; SELVA; BORBA; BRAGA; COUTO,
2004; SELVA; BORBA; STEEDMAN, 2004).

Em seu estudo, Selva (1998) examinou se as escolhas das estratégias para lidar com o
resto variavam em fung¢o dos tipos de problemas e/ou em fungdo do material disponibilizado.
Para tal, foram entrevistadas 108 criangas, com e sem instrugdo sobre a divisdo, com idades
entre 6 e 8 anos, alunas de escola particular da cidade do Recife. As criancgas foram divididas
em trés grupos em funcdo de trés situagdes distintas: representacdo concreta (fichas),
representacdo grafica (papel e lapis) e, sem material (calculo mental). Foram apresentados
problemas com e sem resto a partir de duas historias, cada uma contendo quatro problemas de
divisdo: dois de divisdo por parti¢ao e dois de divisdo por quotas.

A analise qualitativa revelou que as criangas ao resolverem os problemas de divisao

com resto os separam em duas partes. Primeiro, escolhem a estratégia adequada para resolvé-



56

los e, posteriormente, resolvem como lidar com o resto. A autora constatou que a escolha das
estratégias para resolver o problema foi influenciada pelo tipo de problema (se parti¢do ou
divisdo por quotas), enquanto que o modo de lidar com o resto foi visto como um problema
independente que nao estava relacionado aos tipos de problemas. Por outro lado, a andlise
quantitativa revelou que 42% das criangas de 6 anos nao incluia o resto na sua resposta
(errava a contagem, dava respostas aleatdrias). Essa quantidade diminuiu a medida que a
idade avancgava, aos 7 (25.69%) e aos 8 anos (6.25%).

Ao analisar as respostas das criangas que mencionavam a existéncia do resto, Selva
(1998) identificou seis estratégias de lidar com esse elemento: (1) a crianga solicitava uma
quantidade maior; (2) a crianga aceitava que um dos grupos ficasse com mais elementos; (3) a
crianga removia o resto; (4) a crianca formava grupos iguais, independentemente do
enunciado do problema; (5) a crianga refazia o problema; (6) crianga dividia o resto em partes
que pudessem ser distribuidas entre todos os grupos.

Os resultados demonstram que as criangas menores tendem a aceitar com maior
freqliéncia a desigualdade das partes (estratégia 2 acima), enquanto que as criangas maiores,
jé instruidas sobre a divisdo, optam ou pela remocao do resto (estratégia 3) ou por dividi-lo
em partes que possam ser distribuidas entre todos os grupos (estratégia 6).

A autora observou que, a estratégia de remocdo do resto foi utilizada de forma
diferente pelas criangas com e sem instru¢do. As criangas sem instru¢ao tendem a relacionar a
remocao do resto ao enunciado do problema “ele come logo”, “guarda na geladeira para
comer depois” (SELVA, 1998, p. 114); enquanto as criangas com instru¢do, principalmente
as de oito anos, tratam o resto como um numero isolado, sem fazer qualquer mengdo ao
destino a ser dado para o mesmo, o que parece demonstrar um efeito da escolarizagao.

De modo geral, Selva (1998) verificou que o tipo de suporte utilizado na resolugao dos

problemas (papel e lapis e/ou fichas) influenciava a escolha de estratégias para lidar com o
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resto, sobretudo entre as criancas menores (seis anos). Na medida em que as criancas
desenvolvem estratégias mais sofisticadas para lidar com a divisdo, o tipo de suporte parece
deixar de ser determinante quanto ao uso das estratégias.

Um estudo recente envolvendo intervengao com criangas cursando a 3* ¢ 5% séries de
uma escola publica do Recife foi conduzido por Selva, Borba, Braga ¢ Couto (2004) com o
objetivo de explorar a resolugdo de problemas de divisdo com resto, o tratamento dado ao
resto pelas criangas e sua representacdo em decimais. As 60 criangas investigadas foram
distribuidas em trés grupos que trabalhavam sob condi¢des distintas durante a intervengao:
grupo 1- resolveu os problemas usando fichas e a calculadora; grupo 2- resolveu os problemas
utilizando papel e lapis e a calculadora, e o grupo 3 - resolveu os problemas propostos com
manipulativos (material concreto: fichas) e papel/lapis. A analise dos resultados deste estudo
estd em andamento, entretanto os dados preliminares revelam que: (a) a maioria das criancas
da 3% série ndo estd familiarizada com a calculadora; (b) o resto obtido por meio da resolugao
com manipulativos ou com papel e lapis ndo ¢é facilmente percebido, principalmente pelas
criangas menores; () a intervencdo parece propiciar o levantamento de hipoteses sobre os
numeros decimais por parte das criangas investigadas.

Em outro estudo Selva, Borba e Steedman (2004) investigaram se os tipos de
problemas de divisdo (particio e quotas) influenciava no tratamento dado ao resto. Neste
estudo, 32 criangas de 2* e 3% séries foram solicitadas a resolver, em duas sessodes, 16
problemas de divisdo com resto usando fichas como apoio para a sua estratégia de resolugdo.
As principais estratégias usadas pelas criangas das duas séries foram: subdividir o resto em
partes suficientes para uma nova redistribuicdo; acrescentar elementos ao quociente ou
ignorar os elementos do resto. Os resultados indicaram que o tratamento dado ao resto ¢
influenciado pelo tipo de problema e que a estratégia de subdividir o resto foi tipica dos

problemas de parti¢do; enquanto que e a estratégia de acrescentar elementos foi tipica dos
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problemas de divisdo por quotas. Nao foram observadas diferengas na escolha das estratégias
em func¢do do tamanho do resto. As autoras salientam que este estudo reforga a importancia de
intervengdes que favoregam a andlise, por parte das criangas, acerca das diferencas entre os
tipos de problema.

A partir dos resultados destes estudos, duas hipoteses podem ser levantadas: as
criangas t€m dificuldade de perceber o resto como fazendo parte da quantidade de elementos
que foi distribuida; as criancas tém dificuldades em estabelecer relagdes entre o resto € os
demais elementos da divisdo. Tais hipoteses ndo parecem ser excludentes, visto que conceber
o resto como fazendo parte da quantidade de elementos que foi distribuida implica em
estabelecer uma relacdo entre os termos. Isto porque o resto pertence ao todo e, como
apontam os matematicos, toda a operagdo de divisdo possui um resto, sendo que, em alguns
casos, esse resto € um conjunto cardinal igual a zero.

Essa forma de representar matematicamente o zero indica a auséncia de elementos e
isso pode gerar incompreensdes com relagdo a esta nog¢do. Portanto, faz-se necessario
entender a forma como a crianga, que esta sendo formalmente instruida sobre a divisdo, lida
com o resto quando este estd explicito na operagdo a ser realizada. Isto pode ajudar a
compreender melhor o seu raciocinio quando realiza problemas de divisdo, uma vez que o
resto faz parte da quantidade inicial de elementos que estd sendo distribuida. Este aspecto tem
sido pouco explorado nas investigagdes envolvendo criangas com ou sem instrugdo sobre a
divisdo.

Lautert (2000) investigou como a crianga representa graficamente a divisdo e o que era
representado (se os termos da divisdo e/ou os procedimentos de resolu¢do), tomando como
ponto de partida uma operagdo ou problema de divisdo. O estudo examinou quais elementos
eram representados pelas criangas quando resolviam operacdes e problemas, nao explorando a

compreensdo que tinham sobre a nog¢do do resto. Porém, este ¢ um fator importante a ser
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investigado, pois esta nogao esta imbricada no proprio conceito da divisdo. O resto pertence a
quantidade que foi inicialmente distribuida, ndo podendo ser desconsiderado quando se
realiza essa operacao.

Apbs apresentar as principais dificuldades das criangas que sdo apontadas na literatura
sobre a divisdo, uma questdo emerge: quais as principais dificuldades que precisam ser
superadas pelas criancas que estdo iniciando o aprendizado formal da divisdo e que podem
interferir na compreensdo deste conceito? Tomando como referéncia os estudos relatados,
constata-se que as principais dificuldades residem em: (a) compreender que quando o
dividendo ¢ mantido constante quanto maior o numero de partes menor o tamanho de cada
parte (e vice-versa), ou seja, compreender a relacdo inversa entre o tamanho das partes e o
nimero de partes; (b) a dificuldade em lidar com o resto, ou seja, a crianga precisa
compreender que o resto nunca pode ser maior nem igual ao nimero de partes, pois do
contrario, a quantidade remanescente terd que ser redistribuida e um novo resto serd
produzido.

Apesar das contribuigdes trazidas pelos varios estudos ja realizados, verifica-se que
poucos deles dizem respeito a intervengdes com criangas'®. Faz-se necessario, portanto, um
estudo que, partindo das dificuldades das criancas documentadas na literatura, busque
apresentar uma proposta de intervengdo que contribua para a superagdo dessas dificuldades.
Uma intervengdo que, voltada para os invariantes operatérios da divisdo, encoraje a crianga a
pensar, a analisar, a refletir sobre os termos da divisdo (dividendo, divisor, quociente e resto)
e suas relacdes; uma intervengao que fornega feedback com explicagdes sobre o que a crianga
realizou e sobre a forma como raciocinou, e que apresente contra-exemplos os quais gerem

conflitos e levem a crianga a superar tais dificuldades.

' Importante salientar que o estudo recente de Selva, Borba, Braga e Couto (2004) faz parte de um projeto de
pesquisa mais amplo em andamento conduzido por Borba, Selva e Spinillo a respeito de Como as criangas
lidam com o resto em problemas de divisdo? financiado pelo PIBIC?CNPq?UFPE, 2004.
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Em face disso, foi realizado um levantamento acerca das dificuldades das criancas
com base nos resultados empiricos da area e elaborado um estudo de intervengdo, buscando
responder a seguinte questdo: a explicitacdo dos principios invariantes da divisdo auxiliaria as
criangas a superarem suas dificuldades, promovendo uma compreensdo desse conceito?
Antes, porém, de apresentar o estudo propriamente dito, discutem-se, a seguir, estudos de
intervengao relativos a divisdo, destacando-se suas caracteristicas e os aspectos metodologicos

(planejamento experimental) adotados.
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PARTE III: Aspectos relevantes acerca de estudos de intervencao

A pesquisa em psicologia cognitiva, nos ultimos vinte anos, tem avangado
substancialmente no sentido de esclarecer as relagdes entre aprendizagem e desenvolvimento
gracas a uma ferramenta importante de agdo: a interveng¢dao. Conforme Spinillo (1994),
estudos de intervengao tém ressaltado dois aspectos relevantes acerca do desenvolvimento e
aquisicdo de habilidades cognitivas: (1) as criancas parecem ter uma logica bem mais
sofisticada que se imaginava, uma vez que os estudos de intervencdo t€ém conseguido
desenvolver, através de instru¢des especificas, conceitos que anteriormente eram considerados
inacessiveis ao pensamento infantil, (2) as habilidades cognitivas variam em funcao de
caracteristicas das tarefas e das situacdes apresentadas aos participantes ou aprendizes, visto
que os estudos que investigam o mesmo fenomeno cognitivo em diferentes situacdes apontam
a existéncia de variagdes na performance de um mesmo individuo quando colocado em

situagoes distintas. Esses dois aspectos, segundo a autora, sugerem que:

[...] as aquisi¢des cognitivas ndo podem ser consideradas fendémeno tudo-ou- nada, i.
e., algo que o individuo possui ou ndo possui. Na realidade, habilidades cognitivas
podem emergir em uma situag@o e ndo em outra. (SPINILLO, 1994, p. 43)

Se as habilidades cognitivas podem emergir em uma dada situagdo e ndo em outra, e
se elas ndo sdo um fendmeno tudo-ou-nada, como os estudos de treinamento tém contribuido
para esclarecer esta questdo? Como se caracterizam os estudos de intervengdo que tém
propiciado aos individuos novas aquisi¢des e auxiliado a superar as dificuldades

experimentadas em relagdo a um dado conceito?
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3.1. Como se caracterizam os estudos de interven¢ao

Segundo Spinillo (1999), os estudos de intervencdo constituem um marco na trajetéria
da Psicologia, em especial na Psicologia Cognitiva. De modo geral, os estudos de intervengao
estdo subdivididos em dois contextos: os estudos experimentais de interven¢do, abordando
questdes de natureza psicoldgica, que sdo os mais freqiientes; e os estudos de intervengdo em
sala de aula que se voltam para as praticas educacionais e para a aplicacdo de programas
instrucionais. Segundo a autora, estes dois contextos diferem em relacdo a alguns aspectos:
(1) quanto a relacdo adulto-crianca, que se mostra mais controlada nas situacdes
experimentais do que em situagdes de sala de aula, visto que estas apresentam interagdes
pessoais multiplas e mais complexas; (2) quanto a natureza da estrutura social que permeia
cada um desses contextos, sendo o contexto de sala de aula envolvido por relagdes
institucionais e de longa duracdo, o mesmo ndo ocorrendo em relagio ao contexto
experimental; (3) quanto a possibilidade de um tipo de assisténcia ser maior em um dado
contexto do que em outro (scaffolding ¢ mais apropriado em situagcdes mais individualizadas e
face-a-face do que em interagdes em sala de aula). Apesar dessas diferengas, existem aspectos
comuns entre esses contextos: ambos investigam o nivel de compreensao dos individuos ou a
possibilidade de alterar o curso do desenvolvimento. Nos dois, os participantes sdo colocados
como aprendizes ¢ o adulto (em geral examinador/professor), como o instrutor.

Embora exista uma diversidade na maneira como os estudos de intervencdo sio
realizados, a forma de assisténcia propiciada pelo adulto pode ser, de maneira geral, agrupada
em duas grandes modalidades independente do contexto: a autodescoberta e a instru¢do

tutorada (instrugdo direta”).

!5 Para maiores detalhes a respeito das formas de assisténcia do adulto em estudos de intervengdo, consultar
Garton (1992) e Brainerd (1987).
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A instrug¢do tutorada caracteriza-se por uma intervengao explicita de algo, em que o
adulto tem um papel ativo no processo, chamando a atengdo da crianga para os aspectos
relevantes que deseja ensinar, sem que isto restrinja o papel dos individuos-aprendizes neste
processo. De acordo com Spinillo (1999), esse tipo de intervengdo pode ocorrer de diferentes
formas, podendo se apresentar de maneira isolada ou combinada: (a) os individuos podem ser
colocados em uma situagdo onde observem o adulto resolvendo um problema, (b) sdo
ensinadas regras e estratégias necessarias para compreensao de um dado conceito, (c) ¢ dado
um feedback positivo ou negativo (se estd correto ou nao) aos individuos sobre a forma como
este resolveu a tarefa, (d) sdo dados modelos para orientar ou corrigir as agdes executadas
pelos os individuos, (¢) sdo fornecidas explicagdes a respeito dos aspectos que regem cada
questdo apresentada a fim de que os individuos possam compreender os principios e aspectos
essenciais de um dado conceito.'®

Por outro lado, a autodescoberta caracteriza-se por propiciar a acdo e a manipulacao
ativa do individuo, evitando a imposic¢ao de estratégias por parte do adulto. Os individuos sao
encorajados a refletir, explorar, descobrir, antecipar os resultados de suas agdes sobre um
dado conceito sem que para isto o adulto fornega pistas de como ele deve resolver a tarefa
proposta. Cabe ao adulto propor contra-argumentos que gerem conflitos e testem a seguranca
do raciocinio que esta sendo adotado pelo aprendiz.

Colocando em perspectiva essas duas formas de assisténcia, verifica-se que elas “[...]
ndo sdo puras, existindo, na realidade, uma multiplicidade de vias de acesso ao
desenvolvimento e a aprendizagem que sdo acionadas durante a intervengdo” (SPINILLO,
1999, p.68). Em outras palavras, existem aspectos na intervencdo tutorada (direta) que se
aproximam da autodescoberta, tais como: o fato de se considerar as hipdteses iniciais das

criangas como ponto de partida para uma reflexdo, o fato de se possibilitar descobertas por

' Intervengdes deste tipo foram conduzidas tanto em sala de aula (SPINILLO, 2003) como em situagdes
experimentais controladas (SPINILLO, 1995; SPINILLO, 2002).
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parte dos individuos e o fato de também se apresentar contra-exemplos que permitam gerar
conflitos cognitivos.

Embora exista uma aproximagao entre essas formas de assisténcia, Brainerd (1987)
chama a atengdo para o fato de que os poucos estudos que comparam diretamente essas duas
formas de intervengdo (autodescoberta vs. instrugdo tutorada) ou ndo encontram diferencas
entre elas ou quando identificadas, as diferencas apontam uma maior eficicia na forma de
intervengdo tutorada. Isto talvez ocorra porque a instrucao tutorada (instrugdo direta) propicia
uma maior reflexdo sobre os principios, as relagdes e as regras que regem um determinado
conceito, reflexao esta que dificilmente seria realizada pelo individuo sem a intervencao direta
do adulto. A intervencao tutorada, ainda, pode incluir aspectos relevantes da autodescoberta,
quais sejam: as hipoteses como ponto de partida e os contra-argumentos que geram conflitos
cognitivos os quais, de certa forma, auxiliam mais os individuos a compreenderem
determinado conceito.

Seja por causa de um desses aspectos ou pela combinagdo de varios, o importante ¢
que as situagdes de treinamento (intervengdo) t€ém apontado o quanto os individuos sao
capazes de aprender e superar suas dificuldades desde que lhes sejam deliberadamente
fornecidas instrugdes especificas. Isto pode ser evidenciado em diferentes estudos sobre
conceitos matematicos complexos, como por exemplo: propor¢ao (SPINILLO, 1995; 2002;
2003), fragdo (BEZERRA; MAGINA; SPINILLO, 2002), algebra (LESSA, 2005) e

construgio de graficos (GUIMARAES, 2002; SELVA, 2003).

3.1.1. O planejamento experimental em estudos de intervencao

Os estudos de intervencdo, em geral, adotam um planejamento experimental que

consiste basicamente em grupo experimental e grupo controle, os quais podem passar por
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duas ou trés das seguintes etapas: pré-teste, intervencao e pds-teste. O pré-teste, aplicado a
todos os participantes da pesquisa, tem por objetivo investigar as nogdes iniciais sobre o
conhecimento que se deseja desenvolver; ou efetuar emparelhamento entre os participantes de
modo que os grupos comparados se tornem homogéneos quanto a determinados aspectos
considerados importantes para o que se deseja investigar. A intervengdo (situagdo de
treinamento ou processo interventivo) tem por objetivo fornecer instrugdes e explicagdes
especificas sobre um conteudo em particular ou fornecer contra-argumentos que objetivem
gerar conflitos e testar a seguranga do raciocinio utilizado pelo individuo, sendo fornecida
apenas ao grupo experimental. O pds-teste, aplicado a todos participantes do estudo, o qual
pode ou ndo ter as mesmas caracteristicas do pré-teste, tem por objetivo avaliar se houve
mudangas por parte dos participantes do grupo experimental que possam ser decorrentes da
intervengao realizada. Ele avalia também se ha diferengas entre este grupo e o grupo controle.

Spinillo (1994) chama a aten¢do para o fato de que nem todos os estudos de
intervengdo utilizam este delincamento experimental'’. Alguns comparam apenas os
resultados apds a intervengdo, sem que seja necessaria a aplicagdo do pré-teste. Outros
constréem planejamentos mais sofisticados, comparando diferentes tipos de intervencao:
adotam mais de um grupo controle ou grupo experimental ou utilizam mais de um pos-teste
para verificar a “estabilidade e a transferéncia de aprendizagem” (e.g.; CALSA, 2002;
GUIMARAES, 2002; SELVA, 2003).

Quanto a andlise dos dados, em estudos de intervengdo, verifica-se que as
comparagdes ocorrem em duas dire¢des: (1) uma andlise horizontal que tem por objetivo
comparar 0s grupos no pré-teste e no pds-teste; (2) uma analise vertical em que se compara
um mesmo grupo no pré-teste e no pods-teste, com o objetivo de verificar se houve mudangas

nas duas ocasides de testagem e se as mudangas identificadas podem ser atribuidas a

'7 Maiores informagdes acerca de estudos experimentais podem ser obtidas em Campbell, D. T.; Stanley, J. C.
Delineamentos experimentais e quase-experimentais de pesquisa. Sao Paulo: EPU, 1979.
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intervengdo realizada. Esta andlise vertical, segundo Spinillo (1994), também fornece
informagdes acerca do conhecimento inicial que o individuo precisa apresentar para que a
intervengdo possa ser mais eficaz. Além disso, estudos de intervengdo permitem esclarecer
melhor a relacdo entre aprendizagem e desenvolvimento cognitivo, oferecendo também

indicagdes sobre como se processam as mudangas no decorrer deste desenvolvimento.

3.1.2. A natureza das intervencoes

Spinillo (1999) apontou elementos comuns entre os estudos que adotam metodologia
de intervengdo, tanto na aprendizagem de conceitos matematicos (e.g.; BEZERRA;
MAGINA; SPINILLO, 2002; SPINILLO, 1995, 1996, 2002, 2003; VASCONCELOS, 1998)
como na aprendizagem de conceitos lingiiisticos (e.g.; FERREIRA, 1999; LIMA; SPINILLO,
2003; MELO, 2002; MELO; REGO, 1998). Para a autora, um aspecto em comum que tem
propiciado niveis mais sofisticados de desempenho nestes estudos, estaria relacionado a forma
pela qual os contetidos ou os conceitos sdo explorados neste tipo de metodologia. Os estudos
envolvendo intervenc¢do, de modo geral, tém privilegiado um conjunto de ac¢des que sao
imprescindiveis para a compreensdo de um determinado campo especifico de saber, quais
sejam:

* considerar como ponto de partida para uma discussdo das hipdteses e nocgdes iniciais
das criangas;

* possibilitar que a crianca reflita sobre a diferenca entre as suas hipoteses e a dos outros;
* fornecer um feedback com explicagdes sobre o que a crianga realizou e sob a forma que

esta raciocinou;
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* levar a crianga a pensar, a analisar e a refletir sobre as diferentes formas possiveis de
realizar uma determinada tarefa e sobre que principios (matematicos ou lingiiisticos) sdo
necessarios para a compreensao do conceito que se deseja desenvolver;

* fornecer modelos, regras ou estratégias relevantes para compreensao da atividade a ser
realizada;

* apresentar contra-exemplos que gerem conflitos entre a forma de pensar da crianga e
formas de pensar que se deseja que a crianca desenvolva;

* guiar a aten¢do da crianga para os aspectos relevantes relacionados a habilidade que se
deseja desenvolver a partir do didlogo estabelecido entre crianca e adulto, considerado fator
importante desse processo.

Embora todos os aspectos citados possam ser considerados imprescindiveis para
compreensdo de um determinado conteido ou conceito, o uso de um ou mais aspectos
combinados em uma investigacdo sera acionado de forma justaposta ou entrelagada,

dependendo dos objetivos propostos na investigacao a ser realizada.

3.2. Estudos de intervenciao envolvendo o conceito de divisao

Estudos tém apontado as dificuldades que as criancas e adolescentes apresentam ao
lidar com problemas e operacdes de divisdo. Em um primeiro momento, ¢ crucial realizar
estudos que identifiquem as dificuldades enfrentadas pelos individuos com esse conceito;
entretanto, em um segundo momento, o desafio maior estd em propor formas de intervengao
que visem superar as dificuldades encontradas. A partir da revisdo da literatura, constatou-se
que existem poucos estudos de intervengdo voltados especificamente para a compreensiao do

conceito de divisdo.
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Dentre os estudos que investigam a divisdo, um merece destaque por possibilitar a
reflexdo sobre os principios epistemoldgicos da divisdo baseados nas dificuldades das
criangas. Este estudo foi realizado por D. Carraher (1992), com estudantes ingleses de 10 a
11 anos. O autor, em colaboracdo com T. Carraher e Schliemann, elaboraram um software
educativo denominado Dividir para conquistar. Nesse software, existem letras que
representam numeros de 0 até 9 e a tarefa dos estudantes consiste em descobrir os valores
associados aleatoriamente as letras que correspondem aos objetos conceituais da divisdo:
dividendo, divisor, quociente e resto. O jogo envolve os principios basicos da divisdo, isto €, o
dividendo que envolve qualquer nimero o qual sera dividido por outro (divisor), que resultara
em um quociente, indicando o resultado da operagdo de divisdo. No caso da divisdo com
resto, o quociente ¢ chamado de quociente parcial, pois o dividendo nao ¢ totalmente dividido.
Por exemplo, se o estudante escolhe como dividendo o ntimero 15 e como divisor o niimero 7,
o computador executara a divisdo, mostrando na tela a letra T, que corresponde ao quociente e
a letra M que corresponde ao resto. O aluno, entdo, tenta raciocinar sobre os valores das letras
e deve concluir que a letra T corresponde ao nimero 2 ¢ a letra M corresponde ao nimero 1.
Portanto, neste software, o estudante descobre certas propriedades, tais como: o resto tem que
ser sempre menor que o divisor ou o valor do resto tem que ser acrescentado a multiplicacao
do divisor pelo quociente para que se possa achar o valor do dividendo.

O estudo mostrou que os estudantes sdo capazes de descobrir estas relagcdes, no
entanto, alguns tiveram dificuldades em lidar com o significado do resto. Observou-se, ainda,
que alguns estudantes, espontaneamente, utilizaram a calculadora para conferir as operagdes
por eles realizadas, além de confundirem a parte fracionaria do quociente, na divisao normal,
com o valor do resto da divisdo por eles executada. Eles ficavam na duvida sobre a diferenga

de resposta dada pelo software e a resposta dada pela calculadora. Portanto, o desafio para
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estes estudantes ndo foi fazer a divisdo com resto, mas sim tentar derivar novas descobertas
matematicas a partir dos seus conhecimentos previamente aprendidos no contexto escolar.

Os estudantes, a partir desse sofiware, passaram a levantar hipoOteses acerca das
propriedades matematicas envolvidas no conceito de divisdo. Essas hipoteses sao derivadas de
uma reflexdo e de raciocinio légico, em que o computador surge como mediador importante
que “[...] consiste em propiciar um contexto simbdlico em que os alunos podem raciocinar
sobre as diversas idéias abstratas da matematica” (CARRAHER, 1992, p. 199).

Percebe-se que, neste estudo, a preocupacdo central dos autores foi criar um
instrumento (software educativo) que favorecesse a compreensao dos pré-adolescentes sobre
os principios epistemoldgicos do desenvolvimento do conceito da divisdo baseados nas
dificuldades em lidar com os termos da divisdo. Com este programa, foi possivel manipular os
valores do dividendo, divisor, quociente e resto, favorecendo a percep¢do dos participantes
em relacdo as mudangas ocorridas nestes termos quando ocorria uma reorganizagao.

Embora o estudo D. Carraher (1992)" ndo tenha adotado um delineamento
experimental classico e nem tampouco tenha pretendido oferecer um treinamento para
superacao das dificuldades dos pré-adolescentes que se refere a divisdo, o estudo fornece
informagdes relevantes acerca de que intervengdes poderiam ser proveitosas em uma
investigacdo voltada especificamente para a superagdo das dificuldades com a divisdo com
resto, que ¢ a tematica central da presente investigagao.

Recentemente, Calsa (2002) realizou uma intervengdo psicopedagogica construtivista
com alunos de 4 série do ensino fundamental de trés escolas publicas do Parana, todas

apresentando rendimento insatisfatorio em matematica. O estudo examinou as relagdes entre a

'8 O delineamento experimental proposto por D. Carraher (1992) caracteriza-se por estudo de um tnico caso sem
o grupo controle. Neste modelo de delineamento um unico grupo ¢ estudado apenas uma vez, seguido a um
tratamento capaz de causar mudangas. Maiores informagdes sobre as vantagens e desvantagens deste tipo
delineamento experimental podem ser obtidas em Campbell, D. T.; Stanley, J. C. Delineamentos experimentais
e quase-experimentais de pesquisa. S3o Paulo: EPU, 1979.
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estruturas multiplicativas em provas piagetianas cldssicas que envolviam relagdes
matematicas multiplicativas. A autora partiu da hipotese de que uma intervengdo
psicopedagogica construtivista possibilitaria modificacdes nas estratégias de resolugdo
de problemas multiplicativos diferentemente do uso rotineiro ¢ sem significado dos
algoritmos convencionais adotados na escola para exploragdo desse conceito.

Esse estudo teve como sujeitos 436 alunos submetidos a uma avaliagdo de
desempenho em leitura e matematica. Cento e vinte alunos que obtiveram notas acima de 60%
na prova de compreensdo do texto e inferior a este percentual em matematica foram
selecionados através de sorteio para participar da investigagcdo. Do total dos 120 alunos que
permaneceram na amostra de participantes, 60 foram sorteados para o Grupo Experimental e
60 para o Grupo Controle. Por conta das dificuldades em manter os horarios para intervengao
e da disponibilidade dos professores para a retirada dos alunos das salas, alguns alunos
abandonaram a investigagdo, reduzindo a amostra para 45 alunos (GE) e 60 alunos (GC),
perfazendo um total de 105 participantes. A média de idade dos alunos variava entre 10 anos ¢
4 meses (GC) e 10 anos e 6 meses (GE).

O grupo experimental (GE) foi dividido por sorteio em dois subgrupos: GE1 e GE2.
Esta subdivisdo foi realizada em fun¢do das caracteristicas diferenciadas da intervencdo
psicopedagogica construtivista a ser realizada em cada um deles, considerando-se a ordem de
apresentacdo (definida ou aleatdria) da incognita em problemas multiplicativos simples de
multiplicagdo, divisdo por parti¢cdo e divisao por quotas.

O grupo controle e os dois grupos experimentais (GE1 e GE2) foram submetidos a
um pré-teste e dois pos-testes (pds-teste 1- aplicado logo apds a intervencdo e pos-teste
postergado - aplicado 15 dias ap6s o pds-teste 1), sendo estes avaliados por meio de testes de

problemas multiplicativos e trés provas piagetianas classicas (correspondéncia dupla e
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multiplicagdo, permutas e matrizes logicas). Apenas os grupos experimentais foram
submetidos as sessdes de intervengao.

A interveng¢do psicopedagogica construtivista foi desenvolvida em trés sessdes
semanais com duragdo de 60 minutos cada uma, perfazendo um total de nove sessdes
consecutivas. Esta foi desenvolvida em grupos de cinco alunos (GE1 e GE2), escolhidos por
sorteio. A atividade desenvolvida na intervengdo envolveu uma histéria em quadrinhos, que
recebeu o nome de “Contagem Decisiva”. Nela os personagens resolviam situagdes-problema
(tipo isomorfismo de medidas). As criancas deveriam resolver esses problemas vivenciando
as agoes e as decisoes dos personagens. No enredo da historia, um grupo de cinco amigos,
vindos de outro planeta, enfrentava desafios matematicos que precisavam ser resolvidos para
salvar o seu planeta de uma invasdo alienigena. Para a resolu¢do dos problemas, as criancas
tinham a disposi¢cdo material de contagem (pinos de plastico), lapis preto, papel e giz colorido.

A ordem de apresentacdo da incognita no enunciado e a continuidade na apresentacao
da historia variavam em func¢do do grupo experimental. Para o GE1, a apresenta¢do da
incégnita foi em uma ordem fixa (a/c. b/x), (a/c x/d) e (a/x. b/d), e para o GE2, as trés

9

.~ . , . , . .1 ,
posicdes da incognita foram aleatdrias, como se observam nos exemplos a seguir , na 1?

variagdo da posi¢ao da incognita (CALSA, 2002, p.253):

(P1) “Ha! O Cameleano deve ter sabotado as armas! Ah! Ah!”
(P2) “Eles estdo a zero agora”

(P3) “E quanto a nos?”

(P2) “Nos temos ainda 5 armas com 6 raios cada!”

(P1) “Quantos raios ao todo?”

Na 2? varia¢do da posi¢do da incognita, 0s mesmos personagens tém que resolver o

seguinte problema (p.263):

(P1) “Ha! O Cameleano deve ter sabotado as armas! Ah! Ah!”

(P2) “Eles estdo a zero agora”

1 Convengdes adotadas: (P1) Personagem 1, (P2) Personagem 2, (P3) Personagem 3
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(P3) “E quanto a n6s?”
(P2) “Nés temos 30 raios e 5 armas! Quantos raios poderemos usar em

cada arma?”

(P1) “Faz a conta direitinho.”

Na 3* variacdo da posi¢do da incognita, os mesmos personagens resolvem o seguinte

problema (p.273):

(P1) “Ha! O Cameleano deve ter sabotado as armas! Ah! Ah!”
(P2) “Eles estdo a zero agora”

(P3) “E quanto a n6s?”

(P2) “Nos temos ainda 5 armas com 6 raios cada!”

(P1) “Quantas armas vamos precisar para usar todos os raios?”

Quanto a intervengdo psicopedagdgica, o primeiro dia foi marcado pelo
estabelecimento de um contrato didatico em que foram definidas as regras de funcionamento
do grupo e as expectativas de comportamento de cada um, incluindo professor e alunos.

A interven¢do realizada em todas as sessdes obedeceu aos seguintes passos: (1)
examinador apresentava a folha em quadrinhos (contendo a incdgnita definida: GE1 ou
incognita aleatoria: GE2) e pedia que os participantes lessem e comentassem com 0 grupo a
sua interpretacdo para o problema, (2) estes, a partir da discussdo realizada sobre o conteudo
do problema, elaboravam sua propria solucdo com auxilio dos materiais de contagem e,
posteriormente, eram solicitados a relatar o que fizeram e o resultado que obtiveram; (3) ao
final, eram solicitados a fazer um registro grafico individual, valendo-se de desenho ou da
escrita. Apds cada trés sessdes, que ocorriam durante uma semana, o examinador solicitava
dos participantes a escolha de um algoritmo matematico ensinado na escola que pudesse
representar a solu¢do do problema e que eles informassem o que o enunciado do problema
estava propondo.

Durante a realizacdo das tarefas, o examinador incentivava a participagdo dos

membros do grupo, redirecionava o processo de resolugdo da tarefa, quando eles se afastavam
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do desafio proposto. Além disso, era estimulado o uso de outros materiais de contagem,
incentivando os participantes a buscarem outras formas de solucdo e a apontarem possiveis
contradi¢des apresentadas em suas respostas.

Os resultados dessa investigagao revelaram a eficacia do estudo de intervengao para o
avanco na compreensdo de problemas multiplicativos no ambiente escolar. O grupo
experimental ndo apenas teve um aumento no nimero de acertos, como também apresentou
modifica¢des qualitativas importantes no processo de constru¢do do esquema multiplicativo,
incluindo formas de notagdo mais eficazes e novas estratégias de resolu¢dao. Além disso, os
alunos do grupo experimental que iniciaram o experimento com notas mais baixas passaram a
ter notas mais altas.

Calsa (2002) também verificou que houve um crescimento equivalente entre os dois
grupos experimentais (GE1 e GE2), ambos parecem ter aprendido o mesmo tanto sobre o
conteudo, independente da ordem de apresentacdo da incégnita (aleatoria ou definida) na
aprendizagem de problemas multiplicativos. Estes resultados mostraram que, “[...] aliado ao
processo de re-elaboracdo de estratégias intuitivas e convencionais, o exercicio das
habilidades técnicas aprendidas na intervencao transformou-as em recursos disponiveis para o
uso estratégico de novas situacdes” (p. 134). Apesar do crescimento semelhante dos dois
grupos experimentais quanto ao contetido, detectaram-se diferengas de comportamento que
pareciam ser fruto do tipo de intervencao a que cada grupo foi exposto.

Verificou-se, ainda, um aumento significativo de solugdes canonicas entre o pré-teste
e o pos-teste 1 e sua manutengdo no pos-teste aplicado apos 15 dias (pos-teste postergado).
Observou-se ainda que os problemas de particdo apresentavam o menor nimero de respostas
incorretas, tanto no grupo controle quanto no grupo experimental. Esse resultado corrobora
com os resultados de estudos que apontaram os problemas de particdo como os mais faceis

para as criangas por permitirem o uso de procedimentos de distribui¢do (CORREA; NUNES;
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BRYANT, 1998; FISHBEIN; DERI; MARINO, 1985; KORNILAKI; NUNES, 1997;
LAUTERT, 2000; VERGNAUD, 1983).

Quanto a resolucdo das provas piagetianas classicas, os dois grupos foram bastante
semelhantes. Este fato descarta a intervengdo psicopedagogica como um fator de influéncia
nas mudangas cognitivas ocorridas no grupo experimental. Segundo Calsa (2002), as variaveis
(experiéncia fisica com o material e a situacdo experimental vivenciada pelos sujeitos)
permitiram apenas mostrar o progresso dos alunos nas provas piagetianas classicas. Vale
ainda ressaltar que uma das grandes conquistas dos participantes dos grupos experimentais,
segundo a autora, foi o refletir sobre os proprios erros, criando novas alternativas para a

resolugdo dos problemas:

O uso de diferentes estratégias de resolugdo e formas de notacdo para um mesmo
problema parece ter facilitado a percepgdo das incoeréncias e das contradigdes das
respostas dos sujeitos, abrindo caminho para a criagdo de outras alternativas de
solugdo e tomada de consciéncia dos invariantes operatorios presentes nas situagdes-

problema (CALSA, 2002, p.220).

Novamente, constata-se, a partir da afirmag@o acima, a importancia de desenvolver um
estudo de intervencdo que leve a crianca a refletir sobre os invariantes operatorios presentes
no campo conceitual das estruturas multiplicativas. Parece ser relevante realizar uma
investigacdo que ofereca ndo apenas diferentes suportes representacionais (lapis e papel ou
material concreto), mas, sobretudo, que oferega a possibilidade de refletir sobre os invariantes
matematicos presentes em uma dada situagdo; intervengao esta voltada especificamente para a
superacao das dificuldades apresentadas pelas criangas quando resolvem problemas de divisao
com € sem resto.

Calsa (2002) salienta que os alunos que obtiveram melhores resultados no grupo
controle encontravam-se nas faixas médias e superiores no pré-teste. Isso levou a autora a
comentar que os resultados ndo permitiam apontar quais os fatores que determinaram esse

desempenho nem se um unico fator foi determinante, pois a inser¢do dos alunos no ambiente
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escolar, as experiéncias informais com multiplicagao, o contato do conteudo da multiplicagao
oferecido nos testes (pré e pos-testes), as condigdes satisfatorias de leitura e a compreensao
textual dos alunos propiciaram o desenvolvimento cognitivo:
O nivel de constru¢do do conceito de multiplicagdo, em que os alunos se
encontravam no primeiro teste, ndo exigiu uma intervencao desta natureza para dar
continuidade ao processo. A construgdo cognitiva seguiu seu curso espontaneo

mediante contatos com o conteido da multiplicagdo que os alunos tiveram e que

teriam normalmente, mesmo néo participando do experimento (p.133).

A partir desta afirmacdo, algumas questdes aparecem: Quando a interven¢ao mostra-se
eficaz? Por que ela ¢ eficaz para criancas que ndo dominam determinados conceitos, sejam
eles na area da linguagem sejam na area da matematica? Talvez as explicagcdes para essas
questdes estejam atreladas a idéia de que a instrug@o escolar e o desenvolvimento cognitivo
fundem-se ndo por serem sinOnimas, mas por serem indissocidveis. O fluxo do
desenvolvimento ndo pode ser explicado apenas em relagdo ao desenvolvimento da logica
infantil, mas como conseqiiéncia de uma logica associada a instru¢do escolar (LAUTERT,
2000). Isso vem ressaltar a importancia de estudos de intervencdo que se voltem para a
superacao das dificuldades apresentadas pelos participantes ao resolverem, por exemplo,
problemas de divisao.

E importante salientar, no entanto, que a intervengdo para ser eficaz, necessita além de
situacdes que gerem conflitos cognitivos, oferecer também um feedback sobre a forma como a
crianga esta raciocinando e fornecendo explicagdes a respeito dos aspectos que regem o
conceito que esta sendo explorado, a fim de que os individuos possam compreender seus
principios essenciais.

Embora o estudo de Calsa (2002) aponte um avanco significativo no que diz respeito a
criacdo de uma interven¢do que favoreca a vinculacdo necessaria entre o conhecimento

matematico (conceitos e representagdes) e as situagdes cotidianas que dao significados a este
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suposto saber sobre as estruturas multiplicativas; esta investigacdo, assim como outras
(CORREA; NUNES; BRYANT, 1998; KORNILAKI; NUNES, 1997), ndo utilizam
problemas de divisdo com resto. Isto abre espago para investigar uma area que tem sido pouco
explorada, mas que ¢ fundamental para compreensdo de outros conceitos, como, por exemplo,
fragdes e numeros decimais.

Verifica-se, na investigagdo proposta por Calsa (2002), que as criancas foram
encorajadas a refletir, explorar e antecipar os resultados de suas acdes sobre a atividade
matematica que estava sendo focalizada, sem que o examinador (adulto) fornecesse pistas de
como ela devia resolver a tarefa proposta. Isso evitou a imposicdo de estratégias,
caracterizando-se a pesquisa, portanto, como estudo de intervengao por autodescoberta. Isso ¢
ilustrado na passagem a seguir, em que um menino de 10 anos e 8 meses ¢ solicitado a

identificar a pergunta do problema de divisdo por particdo com a operagdo 56+8:

[...]°‘56 dividido por 8’. O examinador solicitou a verificagdo dessa possibilidade
com os objetos de contagem] ‘E uma possibilidade, mas que tal vocés resolverem o
problema dos personagens com os materiais e depois a gente conversa sobre o

resultado (p.176).

Nota-se, que o examinador incentivou as criangas do grupo a resolverem o problema
com material de contagem para posteriormente discutir sobre o resultado e¢ as estratégias
adotadas na resolucdo. A antecipacdo da operagdo a ser realizada “56 dividido por 8”
demonstra, segunda a autora, “[...] um exemplo de estratégia de fatos numéricos” acerca do
problema apresentado. Entretanto ndo ¢ garantia de que a crianga ira resolver corretamente o
problema, uma vez que o examinador revela que ela, durante 10 minutos, iniciou varias vezes
a tarefa, parecendo sentir-se impossibilitada de resolvé-lo de uma forma diferente da operagao
aritmética escolhida anteriormente. Segundo a autora, a aparente dificuldade da crianga em
solucionar o problema, usando uma estratégia de resolu¢do com os objetos de contagem, ¢

uma conduta esperada, uma vez que estes suportes nao “[...] influenciam diretamente a
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elaboragdo de algoritmos mentais ou convencionais, ¢ vice-versa”. (CALSA, 2002, p.176).
Outros autores (BATISTA, 2002; BORBA; SELVA; SPINILLO; SOUSA, 2004; KOUBA,
1989; LAUTERT, 2000; SELVA, 1998; SELVA; BORBA; BRAGA; COUTO, 2004;
SELVA; BORBA; STEEDMAN, 2004) também demonstraram os limites impostos pelo
material concreto sobre o uso de estratégias mais eficazes para a resolugdo de problemas de
divisao.

Quanto a essa questdo, acredita-se que a interveng¢ao nao ¢ o momento para se testar se
a crianga consegue ou ndo realizar uma dada tarefa usando determinado material de
contagem, mas ¢ um momento propicio para que o examinador crie situagdes que gerem
conflitos entre formas mais elementares de resolugdo e formas mais apropriadas e elaboradas.
Isso, entretanto, nao fica evidente nos extratos de protocolos apresentados por Calsa (2002).
Em vista disso, pergunta-se: quais sdo os limites e possibilidades quando se realiza uma
intervengdo? Essa questdo ndo pode ser respondida tomando como referéncia apenas um
estudo, mas abre espago para outros questionamentos referentes a “como” e “quando intervir”
a fim de propiciar avangos cognitivos.

Colocando em perspectiva o estudo de D. Carraher (1992) e a intervengdo de Calsa
(2002), tém-se a certeza da necessidade de se refletir e interpretar as formas adotadas por
criancas ou adolescentes na resolugdo de operagdes e problemas de divisdo. Essa é uma tarefa
complexa, porém essencial para a compreensdo do raciocinio matematico e para propor
alternativas para desenvolvé-lo a partir dos invariantes operatérios da divisdo e das

dificuldades que as criangas apresentam ao resolver problemas de divisao.
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3.3. Pesquisas de intervencio como ferramenta para esclarecer as relacées entre

aprendizagem e desenvolvimento

Uma tentativa de esclarecer as possiveis relagdes entre aprendizagem e
desenvolvimento ultrapassa o saber a respeito dos tipos de intervencdo (tutorada ou
autodescoberta), exigindo a compreensdo sobre os processos cognitivos desencadeados pela
intervengdo proposta, ou seja, tentar descobrir o que a intervencdo mobiliza no plano
cognitivo. De acordo com Spinillo (1999), o mecanismo mobilizador acionado durante muitas
das situacdes de intervencao refere-se a metacognicdo. Metacognicao tem sido definida como
a habilidade do individuo em tomar seu proprio pensamento como objeto de analise e
reflex@o, sendo um processo intelectual que envolve, dentre outros aspectos, a consciéncia
sobre os atos e processos de conhecer e de raciocinar em uma dada situacdo (FLAVELL,
1999; SEMERIO; ANSELME; CHAHON, 1999). Esse mecanismo ¢ responsavel pela
mudanga qualitativa no pensamento dos individuos durante as situacdes de intervencgdo. Tal
transformagdo ocorre porque eles sdo levados a pensar, a analisar e a refletir sobre suas
formas de raciocinar e sobre os principios e caracteristicas que sdo essenciais na compreensao
de um conceito ou habilidade que se deseja desenvolver.

Portanto, a metacogni¢do tem um papel importante no processo de ensino-
aprendizagem, por ser um mecanismo capaz de ativar processos de raciocinio, promover
habilidades de gerenciamento cognitivo sobre os processos de resolucdo, auxiliar na
identificacdo de inconsisténcias no raciocinio a fim de promover o redirecionamento do
pensamento para formas mais apropriadas. Esse mecanismo parece ser ativado mais
freqiientemente em situacdes tutoradas do que em situagdes de autodescoberta (SPINILLO,
1999, 2002).

Assim, pode-se afirmar que a metacognicdo ¢ um mecanismo propiciador de

desenvolvimento que, quando empregado a conhecimentos especificos (quer sejam
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matematicos, lingiiisticos ou pertencentes a outros dominios do conhecimento) pode gerar
ganhos cognitivos importantes. A metacognicdo, por sua vez, depende, em muito, do papel do
outro (professor ou pesquisador), visto que ¢ desencadeada pela relacdo que se estabelece
entre os participantes do processo.

Outro aspecto a ser considerado, quando se discutem os estudos de interven¢do como
ferramenta para esclarecer as relacdes entre aprendizagem e desenvolvimento, refere-se a
especificidade dos elementos e principios essenciais a conceitos e habilidades que se desejam
desenvolver e que devem ser considerados pelos que idealizam uma situacao de intervengao.
Nao basta saber apenas o conceito ou nog¢ao a desenvolver, deve-se conhecer a natureza do
objeto de conhecimento, compreendendo os principios e regras que os diferenciam ou
aproximam de outros campos conceituais. Um outro fator a considerar, conforme afirmam
Ausubel, Novak, Hanesian (1968) é o fato de que toda aprendizagem ¢ influenciada, de
alguma forma, pela estrutura cognitiva existente (conhecimentos prévios) e que esta estrutura
cognitiva, a seu turno, pode ser modificada por intervengdes que permitam estabelecer
relacdes entre os novos materiais, idéias ou informagdes e aqueles ja existentes na estrutura
cognitiva. Essa idéia de estrutura prévia estd em acordo com a no¢do de esquema e de
estrutura pressuposta por Vergnaud (1990, 1997).

Na realidade, os estudos de interveng¢ao mais recentes tém chamado a atengdo para os
limites e as possibilidades do pensamento infantil em relacdo a um dominio especifico do
conhecimento, para a natureza da assisténcia fornecida, para a natureza do objeto de
conhecimento a ser desenvolvido e para as nog¢des ja construidas pelos aprendizes. Qualquer
atividade a ser proposta deve considerar esses aspectos, pois do contrario, ndo conseguirad

explicar as complexas relagdes entre aprendizagem e desenvolvimento.
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4.1. Objetivos e natureza da interven¢io proposta

Como discutido na fundamentacdo tedrica, a compreensdo da nog¢do de divisdo esta
ancorada na nog¢ao de parti¢do, entretanto, esta nogao inicial de distribuir em partes (partilhar)
nao garante a compreensdo do conceito de divisdo, pois esta, enquanto operagdo matematica,
requer, do ponto de vista cognitivo: (a) a compreensdo das relagdes de covariagdo entre os
termos (relagdo inversa entre o divisor e o quociente, valor do quociente é sempre menor que
o dividendo, resto sempre menor que o divisor); (b) a compreensao de que existe uma relagao
direta entre o valor do dividendo e do quociente; (c) a compreensdo de que o valor do
dividendo ¢ resultante da multiplicagdo do quociente pelo divisor acrescentando-se o valor do
resto; (d) a compreensao de que situagdes-problema de particao e divisdo por quotas requerem
tratamentos diferenciados. Esses aspectos referem-se aos principios invariantes da divisdo que
¢ diferente do ato social de partilhar decorrente de um raciocinio aditivo, em que se
acrescentam elementos a cada uma das partes até que ndo exista a possibilidade de fazer uma
nova rodada de distribuigao.

Considerando-se as dificuldades das criangas em resolver problemas de divisdo e as
nogoes de invariantes operatorios, elaborou-se um estudo que objetivou investigar o efeito de
uma intervengdo especifica sobre a compreensdo do conceito de divisdo em criangas,
focalizando duas dificuldades especificas freqiientemente experimentadas por criancas ao
iniciarem a aprendizagem sobre essa operacdo no contexto escolar: (1) as relagdes inversas
entre os termos da divisdo (covariagdo entre o tamanho das partes € o niumero de partes
quando o dividendo ¢ mantido constante); (2) o significado do resto e sua relagdo com os
demais termos da divisdo (dividendo, divisor e quociente).

A intervengdo proposta pode ser definida como sendo de natureza tutorada que se

caracteriza pela instrugdo explicita de algo, em que o adulto (examinador) desempenha um
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papel ativo a fim de promover formas de raciocinio cada vez mais sofisticadas por parte do
aprendiz. Isto ndo significa dizer que o aprendiz atue de forma passiva frente as agdes e
verbalizagdes do adulto, ao contrario, o aprendiz, ¢ solicitado constantemente ¢ desafiado a
pensar sobre as intervengdes do examinador, a natureza das atividades propostas e, sobretudo,
sobre a sua forma de raciocinar em uma dada situagao.

Ademais, a intervencdo de natureza tutorada propicia formas efetivas de desenvolver e
ampliar os limites do raciocinio dos sujeitos-aprendizes, evocando um processo cognitivo de
maior importdncia para a aprendizagem: a metacogni¢do. Este mecanismo tem sido
considerado responsavel pela mudancga qualitativa na forma de raciocinar dos individuos
porque impulsiona a reflexdo e a tomada de consciéncia sobre as caracteristicas e principios
que s3o essenciais para a compreensao de um dado conceito ou habilidade que se deseja
desenvolver.

Sendo assim, considerando tais aspectos, a intervengdo proposta ancorou-se nos
seguintes pontos:

(1) dirigir a atengdo da crianca para os aspectos relevantes de uma dada situacao,
tornando-os explicitos;

(2) fornecer feedback acerca do acerto/erro da crianga, corrigindo-a quando necessario.
Tanto o feedback quanto as correcdes eram acompanhados de explicagdes e exemplos. Com
isso procurava-se promover redefinigdes e re-organizagdes conceituais que permitissem a
emergéncia de formas mais apropriadas de raciocinio. Os erros eram interpretados como
indicadores do raciocinio das criangas;

(3) apresentar contra-exemplos e contra-argumentos, com o objetivo de gerar conflitos e
desafios que levassem a reflexdo e promovessem discussdes acerca dos principios invariantes

da divisao que nao podem ser violados;
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(4) colocar o pensamento e as agdes da crianca em evidéncia, solicitando que a mesma
explicitasse e refletisse sobre suas formas de raciocinar e proceder.

Além desses pontos norteadores, durante a intervengdo, o examinador guiava-se por
uma seqiiéncia didatica previamente elaborada que pode ser assim descrita:

(1) resolucao de um problema pela crianga;

(2) solicitagdo de explicagdes por parte da crianga, procurando compreender, a partir de
suas acdes e justificativas, a perspectiva por ela adotada;

(3) apresentagdo de feedback por parte do examinador acerca da resolugdo dada pela
crianca, acompanhado de explicagcdes das razdes porque a resposta dada estava correta ou
incorreta;

(4) apresentagdao da forma correta de proceder, por parte do examinador, seguida de
explicagoes;

(5) explicitacdo de regras ou principios gerais relativos aos invariantes da divisdo que
estavam sendo enfatizados na situagao.

Do ponto de vista psicologico, no decorrer da intervencao, as criangas foram levadas a
refletir sobre suas formas de raciocinar, sobre as a¢des realizadas e procedimentos adotados e
acerca de suas explicacdes. As agdes e intervengdes do examinador tinham por objetivo
propiciar a compreensdo dos principios invariantes da divisdo que eram colocados em
evidéncia através de situagdes-problema envolvendo a divisdo por particdo e divisdo por
quotas.

As atividades propostas durante a intervengdo ndo enfatizavam o manejo do algoritmo
candnico ou o uso de fatos multiplicativos, mas os principios conceituais subjacentes a
resolugdo de problemas matematicos de divisdo com resto e sem resto que podiam ser

resolvidos através de estimativas e heuristicas diversas.
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Assim sendo, as atividades propostas voltam-se para a explicitacio dos principios
invariantes da divisdo e ndo para o emprego do algoritmo candnico, uma vez que, do ponto de
vista psicologico, “[...] a aquisicdo de um conceito nao estd dissociada das competéncias que
permitem seu entendimento, nem das estratégias de resolucdo e das formas de representar os
conceitos e as situagdes” (CORREA; SPINILLO, 2004, p.104). Esta forma de conceber as
relacdes implicitas e/ou explicitas que estdo atreladas as compreensdes de um conceito
matematico possibilitou a implementacdo de um conjunto de atividades de intervencdo que
explorassem e ampliassem o desenvolvimento do raciocinio multiplicativo em situagdes-

problema envolvendo a no¢ao de divisdao, enquanto operacdo matematica.

4.2. Participantes

De 206 criangas, de ambos os sexos, com idades entre 8 anos ¢ 4 meses ¢ 15 anos e 10
meses (média de idade: 10 anos e 7 meses), inicialmente avaliadas em um pré-teste geral,
foram selecionadas para participarem efetivamente deste estudo 100 criangas com idade
inferior a 11 anos e 6 meses e que apresentaram um percentual de acertos inferior ou igual a
50%. Todas estas criangas eram alunas da 3% séric do ensino fundamental de duas escolas
publicas da cidade do Recife (trés turmas pertencentes a rede publica Estadual e quatro turmas
pertencentes a rede publica Municipal) que tinham propostas de ensino semelhantes. A opgao
por investigar alunos de 3* série do ensino fundamental deve-se ao fato de que € nesse periodo
escolar que surge a maioria das dificuldades com a divisao.

As 100 criangas participantes foram alocadas em dois grupos: um Experimental (GE) e
um de Controle (GC). Em cada grupo, as criangas foram emparelhadas quanto: (a) a idade,
obtida através das fichas de matricula; (b) ao historico escolar: repeténcia; (c) ao desempenho

apresentado no pré-teste geral.
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O desempenho apresentado no pré-teste geral serviu para emparelhar as criangas dos
dois grupos em funcdo de quatro conjuntos de escores, a saber: (a) nenhum escore®® nos
problemas apresentados; (b) escores entre 1 e 4 pontos; (c) escores entre 5 ¢ 8 pontos; (d)
escores entre 9 ¢ 12 pontos. O Quadro 1 fornece uma visdo geral do nimero de participantes

em cada grupo (GC e GE) em fung¢ao dos escores obtidos.

Escores
Grupos Zero 1a4 5a8 9al12
Controle 12 10 13 15
(n=50)
Experimental 12 10 12 16
(n=50)

Quadro 1. Numero de participantes em cada subgrupo em fungdo desempenho
apresentado no pré-teste geral.

O Quadro 2 mostra as idades em meses (minima, maxima ¢ média) e o desvio padrao

por grupo.
Idade em meses Desvio
Grupos minima maxima média padrio
Controle 100 137 120.44 8.83
Experimental 102 136 119.32 8.33

Quadro 2. Média de idades (em meses) e desvio padrao por grupo (GC e GE).

2 Escore refere-se a pontuagdo obtida na resolugdo dos problemas apresentados no pré e pos-teste gerais. A
pontuagdo maxima no pré ou pos-teste gerais foi 24 pontos, sendo que a pontuacdo em cada problema variava de
0 a 2 pontos (ver Capitulo 3, Parte I - Sistema de Analise).
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4.3. Planejamento Experimental

A presente investigagdo consistiu em: pré-teste (geral e especifico), intervencao e pos-
teste (geral e especifico). O pré-teste geral foi aplicado coletivamente em duas sessdes, tendo
por objetivo selecionar os participantes da amostra, garantindo que apenas criangas com
dificuldades com a divisdo fossem efetivamente participantes deste estudo, e para possibilitar
o emparelhamento dos grupos experimental e controle.

O pre-teste especifico foi aplicado individualmente, uma semana apds o pré-teste geral
a ambos os grupos (GE e GC), tendo por objetivo avaliar a compreensdo inicial da crianga
sobre a divisdo, examinando as dificuldades especificas relativas a este conceito. Estas
dificuldades sao exploradas em diferentes tarefas que serdo posteriormente descritas.

Apbs a aplicacio do pré-teste especifico, as criangas do grupo experimental
participaram individualmente de um programa de interveng¢do sobre a nogdo de divisdo
enquanto operacdo matematica, realizado além de sua rotina escolar, durante o horario de
aula. Esta intervencdo foi realizada por um tUnico examinador, em trés sessdes com um
intervalo de dois a trés dias entre elas. As criangas do grupo controle nio foi oferecido
qualquer programa de intervengdo, participando apenas das atividades didaticas sobre a
divisdo realizadas usualmente na sala de aula.

O pos-teste especifico foi aplicado individualmente, trés a quatro semanas apos o pré-
teste especifico, tendo por objetivo comparar as criangas dos dois grupos entre si € as criangas
de cada grupo em relagdo ao pré-teste especifico quanto a compreensdo dos principios
invariantes da divisdo.

O pos-teste geral foi aplicado coletivamente em duas sessdes, nove a dez semanas

apds o pré-teste geral, tendo por objetivo examinar a estabilidade dos conhecimentos
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possivelmente adquiridos pelo grupo experimental apds a intervengao. O Quadro 3 apresenta
uma visdo geral do planejamento adotado.
Pré-teste Pré-teste Intervencao Pos-teste Pos-teste
Grupos Geral (coletivo) Especifico Especifico Geral (coletivo)
(individual) (individual)
1* Sessio T1 — Julgamento das T1 — Julgamento 1* Sessio
6 problemas com || rela¢des inversas das relagdes || 6 problemas com
resto e sem resto | entre os termos da inversas entre os| resto e sem resto
divisao termos da divisao
T2 — Julgamento do - T2 - Julgamento
2% Sessiao significado do resto do significado do 2% Sessio
Controle 6 problemas com || T3 — Julgamento de resto 6 problemas com
resto e sem resto || procedimentos T3 — Julgamento || resto e sem resto
incorretos de de procedimentos
resolugdo. incorretos de
resolugdo.
1* Sessao T1 — Julgamento das 1* Sessao T1 — Julgamento 1* Sessao
6 problemas com || relagdes inversas || Compreensdo das || das relagdes || 6 problemas com
resto e sem resto | entre os termos da| relagdes inversas | inversas entre os | resto e sem resto
divisdo entre os termos || termos da divisdo
Experimental T2 — Julgamento do 2% Sessdo T2 — Julgamento

2* Sessao
6 problemas com
resto € sem resto

significado do resto
T3 — Julgamento de
procedimentos
incorretos de
resolucdo.

Compreensédo do
significado do
resto
3% Sessdo
Compreensao de
procedimentos
corretos e
incorretos de
resolugdo

do significado do
resto

T3 — Julgamento
de procedimentos
incorretos de
resolucio.

2* Sessao
6 problemas com
resto € sem resto

Quadro 3. Visdo geral do planejamento experimental adotado.

Como pode ser visto, as criangcas do grupo controle participaram de seis sessoes

enquanto as criangas do grupo experimental participaram de nove sessdes, das quais trés

eram relativas a intervencgao.

Todas as criangas de ambos os grupos foram entrevistadas no pré-teste e pos-teste

(geral e especifico) durante o horario das aulas, sendo o pré e o pds-testes especificos

aplicados individualmente em uma sala reservada por um mesmo examinador € o pré e pos-

teste gerais aplicados coletivamente na sala de aula por um examinador e um auxiliar.
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O pré-teste e pos-teste especificos consistiram na apresentacdo de trés tarefas

aplicadas em uma unica sessdo, cuja ordem de aplicacdo foi randomizada como mostra o

Quadro 4.
Subgrupo Ordem de aplicacio das tarefas em cada subgrupo
A Tarefa 1 - Tarefa 2 - Tarefa 3°'
B Tarefa 2 - Tarefa 3 - Tarefa 1
C Tarefa 3 - Tarefa 1 - Tarefa 2
D Tarefa 2 - Tarefa 1 - Tarefa 3
E Tarefa 1 - Tarefa 3 - Tarefa 2
F Tarefa 3 - Tarefa 2 - Tarefa 1

Quadro 4. Ordem de apresentagdo das tarefas no pré-teste e no pos-teste especificos.

As tarefas consistiam na apresentagdo de problemas de divisdo por parti¢ao e divisao
por quotas com resto e sem resto. Os pares numéricos nos problemas foram determinados a
partir dos seguintes critérios: (a) manter o dividendo constante e inverter o valor do divisor e
do quociente nos problemas que avaliam a compreensdo das relagdes inversas entre o
tamanho das partes e o numero de partes (Problemas 3 ¢ 9 do pré e pos-teste gerais e 0s
problemas do pré e pos-teste especificos, Tarefa 1) e (b) obter resto de diferentes tamanhos,
resto um ou diferente de um (dois ou trés).

Os pares numéricos, em cada tarefa, foram os mesmos no pré-teste e pds-teste gerais e
no pré-teste e pos-teste especificos, mudando-se apenas o nome dos personagens e 0s
referentes do par numérico. Por exemplo, no pré-teste especifico, na Tarefa 1 (Julgamento das
relacdes inversas) apresenta-se o seguinte problema: “Rita e Maria foram a uma floricultura e
cada uma comprou 21 margaridas. Rita quer colocar suas margaridas em 3 cestas e Maria
quer coloca-las em 7 cestas. Quem vai ter cestas com mais margaridas, Maria ou Rita?” No

Pos-teste Especifico, este mesmo par numérico apareceu no seguinte problema: “Ivete e Diana

2! Tarefa 1: Julgamento das relagdes inversas entre os termos da divisdo; Tarefa 2: Julgamento do significado do
resto e Tarefa 3: Julgamento dos procedimentos incorretos de resolucdo.
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foram a uma floricultura e cada uma comprou 21 rosas. Ivete quer colocar suas rosas em
3 vasos e Diana quer coloca-las em 7 vasos. Quem vai ter vasos com mais rosas, Ivete ou
Diana?” Observe que os pares numéricos 21+3 e 21+7, no pré-teste (rosas e vasos) estd
associado a referentes diferentes daqueles no pods-teste (margaridas e cestas). Além disso, no
pré-teste o nome dos personagens sdo Maria e Rita, enquanto, que no pods-teste os

personagens sao Ivete e Diana.

4.3.1. Pré-teste e Pos-teste Gerais

O pré-teste e pos-teste gerais envolveram cada um, doze problemas com e sem resto.
Dez problemas se caracterizavam como problemas prototipicos escolares (cinco de divisao
por parti¢do e cinco de divisdo por quotas) e dois problemas envolvendo as relagdes inversas
entre os termos quando o dividendo ¢ mantido constante (um de divisdo por parti¢gdo e um de
divisio por quotas)®.

Em cada sess@o a crianga foi solicitada a resolver individualmente seis problemas de
divisdo sendo estes apresentados em um livrinho. Cada livrinho continha uma folha de
identificagdo e um problema por pagina com espago para resolugdo e para a crianga escrever a
resposta (Anexos A ¢ B).

A instrug¢do dada pode ser assim resumida: “Eu vou distribuir um livrinho contendo
problemas que vocés irdo resolver e um cartdo vermelho que vocés irdo colocar em cima do
livrinho quando terminarem de resolver e escrever a resposta”. Em seguida, o examinador e
o auxiliar entregavam o livro e o cartdo vermelho para as criangas e somente depois que todas

as criangas preenchessem a pagina de identificagdo o examinador comegava a leitura dos

2 Os problemas prototipicos foram construidos a partir de um levantamento realizado em livros didaticos de 2 e
3% séries (COLL; TEBEROSKY, 2000; LIBERMAN; WEY; SANCHEZ, 1997; MORI, 2002a ¢ 2000b) e os
problemas envolvendo relagdes inversas foram construidos a partir das reflexdes advindas do estudo de Correa,
Nunes e Bryant (1998).
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problemas, um por vez, podendo os mesmos ser acompanhados pela crianca. O cartao
vermelho foi usado para que o examinador e o auxiliar pudessem visualizar quais as criangas
que terminaram de resolver o problema e também para evitar que as mesmas copiassem a
resolugdo do colega.

A ordem de apresentagdo dos problemas em cada sessdo foi fixa para todos os
participantes, decidida por um sorteio prévio, obedecendo a restricdo de que os problemas
envolvendo as relagdes inversas entre os termos> fossem inseridos como terceiro problema na
seqiiéncia apresentada em cada sessdo. Isso foi feito porque tais problemas ndo eram tao
familiares as criangas como o eram os problemas prototipicos escolares, acreditando-se que se
tais problemas fossem inseridos primeiro poderiam desmotivar as criangas a prosseguir na

realizagdo do teste.

Material: Cartelas vermelhas (15cm x 15cm), lapis preto, borracha e livros contendo folha de
identificagcdo e um problema de divisdo escrito em cada pagina, com espaco para resolugdo e a

resposta.

4.3.2. Pré-teste e Pos-teste Especificos

O pré e pos-testes especificos consistiram na aplicagdo de trés tarefas em uma unica
sessdo, randomizadas como mostrado anteriormente no Quadro 4. A ordem de apresentagdo
dos problemas nas trés tarefas foi decidida por sorteio prévio. A seguir sdo descritas cada uma

das tarefas apresentadas no pré e pos-testes especificos.

2 Os problemas que envolviam as relagdes inversas entre os termos da divisdo caracterizam-se por apresentar
duas pessoas dividindo a mesma quantidade de objetos em um niimero “x” de partes (divis@o por particdo) ou
dividindo a mesma quantidade em quotas preestabelecidas (divisdo por quotas).
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4.3.2.1. Tarefa 1 - Julgamento das rela¢des inversas entre os termos da divisao

A Tarefa 1 (T1) avaliou a compreensdo da crianca acerca das relagdes inversas entre
quociente e divisor quando o dividendo é mantido constante, ou seja, avaliava se a crianga
compreende que um valor alto no divisor corresponde a um valor baixo no tamanho da parte
(em problemas de divisdo por parti¢do) ou no numero de partes formadas (em problemas de
divisdo por quotas) e vice versa, quando o dividendo ¢ mantido constante.

Essa tarefa foi composta por seis problemas de divisdo sem resto, sendo trés
problemas de divisao por parti¢do e trés de divisao por quotas. Os problemas envolviam dois
personagens que estavam dividindo a mesma quantidade de objetos em um numero “x” de
partes ou, dividindo a mesma quantidade em quotas preestabelecidas (Anexos C e D). A
instru¢do dada pode ser assim resumida: “Eu vou ler um problema e gostaria que vocé
respondesse a pergunta do problema. Vocé podera usar lapis e papel ou, se desejar, podera
dizer que eu gravo”. Em seguida, o examinador apresentava o problema por escrito em uma
cartela, ficando esta disponivel durante toda a resolug@o. Tal medida visava controlar alguma
dificuldade de leitura que a crianca poderia apresentar ¢ a minimizar o esfor¢o da memoria,
uma vez que este poderia ser consultado quantas vezes fosse necessario pela crianca. Apos
cada resposta, justificativas foram solicitadas, e nenhum feedback foi fornecido por parte do
examinador.

Importante ressaltar que ora a resposta correta corresponde ao primeiro personagem
ora ao segundo personagem, evitando-se assim, que a resposta correta incidisse sempre sobre

o0 primeiro ou sobre o segundo personagem.
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Material: Gravador, fita de audio, cartelas retangulares de papeldao (8 cm x 16 cm) contendo
por escrito um problema de divisdo por particdo ou um problema de divisdo por quotas, folhas

de papel oficio, lapis e borracha.

4.3.2.2. Tarefa 2 - Julgamento do significado do resto

A Tarefa 2 (T2) avaliou a compreensdo da crianca sobre o significado do resto. Essa
tarefa foi composta por seis problemas de divisdo, sendo trés problemas de divisdo por
particdo e trés de divisdo por quotas, todos com resto (Anexos E e F). A instrucdo dada pode
ser assim resumida: “Eu dei um problema de divisdo para uma crian¢a e ela resolveu
corretamente. Ela resolveu desse jeito. Eu vou ler o problema que ela resolveu e vocé ira
responder algumas perguntas sobre esse problema”. O examinador, entdo, apresentava a
crianga uma cartela contendo por escrito o enunciado do problema com o procedimento de
resolugdo, podendo a leitura ser realizada pela crianca caso a mesma ndo apresentasse
dificuldades. Logo apds a leitura do enunciado foram feitas duas questdes: uma referente ao
enunciado do problema e outra referente ao significado do resto. Nenhum feedback foi

fornecido por parte do examinador.

Material: Gravador, fita de audio, cartelas retangulares de papelao (30 cm x 22 ¢cm) contendo
por escrito um problema de divisdo por particdo ou um problema de divisdo por quotas com 0

respectivo procedimento de resolugao.
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4.3.2.3. Tarefa 3 - Julgamento de procedimentos incorretos de resolucao

A Tarefa 3 (T3) avaliou a capacidade das criangas em identificar e analisar
procedimentos incorretos de resolugdo que violam principios invariantes da divisdo®*. Foram
apresentados trés tipos de erros apontados pela literatura, a saber: (a) violagdo do principio da
igualdade entre as partes; (b) resto maior do que o numero de partes (em problemas de divisao
por parti¢dao) ou do que o tamanho da parte (em problemas de divisdo por quotas); (c¢) inser¢ao
do resto em uma das partes, violando assim, o principio da igualdade entre as partes ¢ o
enunciado do problema. Ao todo, seis procedimentos incorretos foram apresentados, sendo
trés nos problemas de divisdo por particdo e trés nos problemas de divisdo por quotas. Os
procedimentos incorretos eram apresentados de forma pictografica nas cartelas (Anexos G ¢
H).

O examinador inicialmente apresentava a crianga uma cartela contendo, por escrito, o
enunciado de um problema e dois cartdes um com um procedimento correto de resolucio e
outro com um procedimento incorreto, dizendo: “Eu dei esse problema para duas criangas
resolverem. Elas resolveram, cada uma de um jeito. Esse cartdo ¢ como se fosse uma
fotografia do jeito que a Maria resolveu o problema. (o examinador mostrava a cartao
contendo o procedimento de resolu¢do da Maria). E esse outro cartdo foi o jeito de resolver
do Jodo. (o examinador mostrava a cartdo contendo o procedimento de resolugdo de Jodo).
Lendo o problema e vendo o jeito de resolver das duas criangas, (apontava para os cartdes de
Maria e de Jodo) vocé vai dizer quem fez errado, a Maria ou o Jodo? Por qué?” Os
problemas eram lidos pelo examinador e pela crianga quantas vezes fossem necessarias. Apds
a escolha das criangas, justificativas foram solicitadas, independente da escolha estar correta

ou ndo. Nenhum feedback foi fornecido.

24 Estes foram escolhidos com base na literatura (CORREA; NUNES; BRYANT, 1998; SILVER, SHAPIRO;
DEUTSCH, 1993; LAUTERT, 2000) que aponta os erros possiveis de criangas e adolescentes cometerem.
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Material: Gravador, fita de audio, cartelas retangulares de papeldao (8 cm x 16 cm) contendo
por escrito um problema de divisdo por particio ou um problema de divisdo por quotas,
cartelas retangulares de papeldo (12 cm x 18 cm) contendo procedimentos de resolugdo

corretos e incorretos.

O Quadro 5 fornece uma visao geral do nimero de problemas apresentados nas trés

tarefas (T1-T2-T3).

Tipos de problemas Nimero
Tarefas Divisdo por parti¢ao Divisdo por quotas total de
problemas

Sem resto || Comresto | Semresto || Com resto

T1 - Julgamento das relagdes

inversas entre os termos 3 0 3 0 6
T2 - Julgamento do significado

do resto 0 3 0 3 6
T3 - Julgamento de

procedimentos  incorretos  de 0 3 0 3 6
resolucdo.

Quadro 5. Distribui¢ao dos problemas em cada tarefa.

4.3.3. Intervenc¢ao

A intervengdo oferecida apenas ao grupo experimental ocorreu em trés sessoes
individuais, aplicadas em uma sala reservada, com duracdo media de 70 minutos cada. As
sessoes foram gravadas e transcritas, como ilustrado no protocolo apresentado no Anexo 1.

A primeira sessdo objetivou levar a crianga a compreender as relagdes inversas entre o
tamanho das partes ¢ o numero de partes quando o dividendo ¢ mantido constante em
problemas de divisdo sem resto. A segunda sessdo procurou levar a crianga a refletir e
compreender o significado do resto e a terceira sessdo tinha por objetivo levar a crianca a

identificar e refletir sobre procedimentos corretos e incorretos de resolucdo adotados em
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problemas de divisio com resto e sem resto, contemplando, de forma conjunta, as
dificuldades com as relac¢des inversas ¢ em lidar com o resto.

A ordem de apresentagdo das sessdes foi fixa, iniciando-se por atividades mais
familiares as criangas (problemas sem resto), seguido de atividades menos familiares
(problemas com resto), para s6 entdo, apresentar situagdes provavelmente desconhecidas para
as criangas, uma vez que envolviam pensar sobre procedimentos corretos e incorretos de
resolugdo. Importante comentar que a terceira sessdo englobava as duas dificuldades
trabalhadas separadamente nas duas sessOes anteriores. Esta sessdo, portanto, era uma

situagdo menos familiar e mais complexa.

4.3.3.1. Primeira Sessdao: Compreensao das relagdes inversas entre os termos da divisao

Nesta sessao, duas atividades foram realizadas em que se procurou levar a crianca a
compreender que um valor alto no divisor corresponde a um baixo valor no tamanho das
partes (em problemas de divisdo por particdo) ou no nimero de partes (em problemas de
divisdo por quotas) e vice-versa, quando o dividendo ¢ mantido constante.

Em ambas as atividades, nesta primeira sessdo, a crianga nao foi estimulada a operar
com o algoritmo da divisdo, e sim, levada a refletir sobre as transformacgdes realizadas sobre
0s numeros, transformagdes essas essenciais para a compreensao do raciocinio multiplicativo.
As atividades procuravam auxiliar a crianga a direcionar seu pensamento de forma a antecipar
o resultado da sua acdo e ao mesmo tempo refletir sobre a plausibilidade do julgamento

realizado.

A ordem de apresentacdo dos problemas foi fixa para todos os participantes da

interven¢do nas duas atividades. Primeiro foram apresentados problemas de divisdo por
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particdo e em seguida, problemas de divisdo por quotas que sdo menos explorados no

contexto escolar. As atividades realizadas sao descritas a seguir.

Atividade 1: Mantendo o dividendo constante

e aumentando/diminuindo o divisor

Na Atividade 1, o examinador apresentava, por escrito em uma cartela, um problema
de divisdo sem resto (um de divisdo por particdo e outro de divisdo por quotas), solicitando
que a crianca o resolvesse, utilizando objetos disponibilizados (pides e caixas, copos e
bandejas). O problema apresentado na cartela era denominado problema de base. A partir
dele, o examinador realizava alteragdes no valor do divisor (aumento ou diminui¢do),
mantendo o dividendo constante. A partir dessas transformagdes surgiam outros problemas

derivados do problema de base, como ilustrado no Quadro 6.

Tipos de Enunciados
problemas

(P1)* Paulo comprou 24 pides e quer coloca-los em 4 caixas. Ele quer que cada caixa
tenha a mesma quantidade de pides. Quantos pides ficardo em cada caixa? (Problema
de Base) 24+~4=06 (0)

Variacdo 1: aumento do divisor, alterando o tamanho da parte.

(P1a) Paulo resolveu aumentar o nimero de caixas. Ele ndo quer colocar mais os pides
em 4 caixas. Ele quer coloca-los agora em 6 caixas. Veja que aumentou o nimero de
Parti¢ao caixas. Antes eram 4 caixas ¢ agora sdo 6 caixas. A quantidade de pides dentro das
caixas vai aumentar ou diminuir? Por qué? 24+ 6 =4 (0)

Variacao 2: diminui¢do do divisor, alterando o tamanho da parte.

(P1b) Paulo resolveu diminuir o nimero de caixas. Ele ndo quer colocar mais os pides
em 6 caixas. Ele quer coloca-los agora em 2 caixas. Veja que diminuiu o numero de
caixas. Antes eram 6 caixas e agora sdo 2 caixas. A quantidade de pides dentro das
caixas vai aumentar ou diminuir? Por qué? 24+ 2 =12 (0)

continua

A letra P seguida de um numero refere-se ao nimero dado ao problema de base. Quando seguido de uma letra
(Pla ou P1b), refere-se ao niumero dado a variagdo realizada pelo examinador no problema de base.
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Tipos de Enunciados
problemas

(P2) Viviane preparou 18 copos de suco para o lanche e quer servir 6 copos em cada
bandeja. Quantas bandejas ela vai precisar? (Problema de Base) 18+ 6 =3 (0)

Variagdo 1: aumento do divisor, alterando o numero de partes.

(P2a) Viviane resolveu aumentar a quantidade de copos nas bandejas. Ela ndo quer
colocar mais 6 copos em cada bandeja. Ela quer colocar agora 9 copos em cada
Quotas bandeja. Veja que aumentou o ntimero de copos nas bandejas. Antes eram 6 copos em
cada bandeja e agora sdo 9 copos em cada bandeja. A quantidade de bandejas vai
aumentar ou diminuir? Por qué? 18+ 9 =2 (0)

Variacdo 2: diminui¢do do divisor, alterando o numero de partes.

(P2b) Viviane, agora, resolveu diminuir a quantidade de copos nas bandejas. Ela nao
quer colocar mais 9 copos em cada bandeja. Ela quer colocar agora 3 copos em cada
bandeja. Veja que diminuiu o nimero de copos nas bandejas. Antes eram 9 copos em
cada bandeja e agora sdo 3 copos em cada bandeja. A quantidade de bandejas vai
aumentar ou diminuir? Por qué? 18+ 3 =6 (0)

Quadro 6. Visao geral dos problemas apresentados na Atividade 1.

Ap6s a resolucdo dos problemas (de base e os problemas dele derivados), procurava-
se, através de entrevista clinica, obter explicagcdes da crianga acerca de como ela havia
solucionado o problema. O examinador fornecia feedback, fornecia explicagdes sobre a
resolugdo correta do problema e sobre os erros apresentados pela crianga. A cada alteracao
realizada sobre o divisor (aumento ou diminui¢do), o examinador procurava levar a crianga a
refletir acerca do que acontece com o tamanho das partes (no problema de divisdo por
parti¢cao) ou com o nimero de partes (no problema de divisdo por quotas) quando o dividendo
¢ mantido constante. Apds a resposta da crianga acerca do fato de se haveria aumento ou
diminui¢do das quantidades, o examinador solicitava que ela resolvesse a variagdo do
problema usando os objetos disponiveis sobre a mesa e, apds a resolucdo, solicitava que
escrevesse a resposta do problema em uma folha de papel oficio.

Como comentado anteriormente, todas as respostas, explicacdes e agdes da crianga
foram seguidas de corregdes e explicagdes por parte do examinador. Se, por exemplo, no

problema de divisdo por parti¢do, a crianga acertava, o examinador dizia: “Isto mesmo! Se eu
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tenho a mesma quantidade de pioes para distribuir e aumentar a quantidade de caixas, vai
diminuir a quantidade de pioes dentro das caixas”, ou o contrdrio, se eu tenho a mesma
quantidade de pioes para distribuir e diminuir a quantidade de caixas, vai aumentar a
quantidade de pioes dentro das caixas.”

Ao final de cada atividade, envolvendo o problema de base e suas variagdes, o
examinador fornecia um exemplo das relagdes inversas entre os termos da divisdo proximo ao
cotidiano das criangas: a divisdo de bombons entre pessoas. O examinador apresentou uma
situacdo hipotética em que ele e a crianga tinham que dividir uma quantidade “x” de
bombons. Por exemplo: “Eu tenho 12 bombons (examinador coloca sobre a mesa os
bombons) e nds vamos dividir eles para nos duas. Entdo vamos dividir, um para vocé, um
para mim, um para vocé... (o examinador divide o todo até que ndo exista a possibilidade de
uma nova rodada de distribuicao). “Vocé fica com seis e eu fico com seis. Mas ai chega uma
amiga sua que também quer ganhar bombons. O que a gente faz?” Em sua interagdo com a
crianga, o examinador ressaltava, tanto verbalmente como através de acdes sobre os objetos,
que com uma terceira pessoa, seria necessario uma redistribuicdo que acarretaria em uma
diminui¢do no tamanho das partes. Ao final das intervengdes e explicagdes, o examinador
agrupava os bombons no centro da mesa e solicitava que a crianga fizesse a redistribuicdo dos
mesmos entre os trés participantes (a crianga, o examinador € o amigo imaginario) e
explicitava: “Se eu tenho a mesma quantidade de bombons para dividir e aumentar a
quantidade de pessoas para ganhar os bombons ficara menos bombons para cada pessoa.
Quando éramos so nos duas, vocé ficou com seis e eu com seis, agora, que SOmos nos tres,
cada uma ficou com quatro bombons. Entdo, ficaram menos bombons para cada uma. Ou
pode acontecer o contrario: sua amiga diz que precisa ir embora e ndo quer levar os
bombons. Entdo, nos iremos dividi-los novamente entre nos duas sempre cuidando para que

cada uma fique com a mesma quantidade de bombons”. O examinador recolocava os
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bombons no centro da mesa e solicitava que a crianga redistribuisse os mesmos entre eles. Em
seguida, questionava-a sobre o que aconteceu: se, por exemplo, a crianca acertava, ele dizia:
“Muito bem! Isto mesmo! Se eu tenho a mesma quantidade de bombons para dividir e tiver
menos pessoas para ganhar os bombons, ficardo mais bombons para cada pessoa. Quando
éramos nos trés, cada uma ficou com quatro bombons, agora, que somos nos duas, cada uma
ficou com seis bombons. Entdo, ficaram mais bombons para cada uma”.

Ap6s as intervengdes do examinador e as explicagdes oferecidas aquele explicitava o
principio geral focalizado na situacdo: “quando o numero de pessoas aumenta (nimero de
partes), diminui a quantidade de bombons que cada um recebe (tamanho da parte), e que
quando diminui o numero de pessoas (numero de partes), aumenta a quantidade de bombons

que cada uma recebe” (tamanho da parte).

Atividade 2: Mantendo o dividendo constante e apresentando

valores diferentes para o divisor

Diferentemente da atividade anterior, na Atividade 2, o examinador ndo apresentava
um problema de base. A crianca foi levada a desenvolver competéncias relativas a covariacao
inversa entre o divisor e o quociente quando o dividendo ¢ mantido constante.

Os problemas caracterizavam-se por apresentar duas pessoas dividindo a mesma
quantidade de objetos em um numero “x” de partes (divisdo por particdo) ou dividindo a

mesma quantidade em quotas preestabelecidas (divisdo por quotas), como mostra o Quadro 7.
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Tipos de Enunciados
problemas

(P3) Marcos e Isabel foram a uma papelaria e cada um comprou 30 14pis de cor. Marcos
quer colocar seus lapis de cor em 5 estojos e Isabel quer colocé-los em 6 estojos. Quem
vai ter estojos com mais lapis de cor, Isabel ou Marcos? Por qué?

30+5=6 (0) 30+6=5 (0)

Parti¢ao
(P4) Eduardo e Ana foram a uma loja ¢ cada um comprou 48 foguetes. Eduardo quer
guardar seus foguetes em 6 caixas ¢ Ana quer guarda-los em 8 caixas. Quem vai ter
caixas com mais foguetes, Ana ou Eduardo? Por qué?

48+-6=8(0) 48+8=6(0)

(P5) Mario e Roberto foram a uma loja de brinquedo e cada um comprou 42 carrinhos.
Mario quer guardar 6 carrinhos em cada caixa e Roberto quer guardar 7 carrinhos em
cada caixa. Quem vai precisar de mais caixas, Mario ou Roberto? Por qué?
42+6=7(0) 42+7=6(0)

Quotas
(P6) Juliana e Clara foram a floricultura e cada uma comprou 36 rosas. Juliana quer
colocar 9 rosas em cada vaso e Clara quer colocar 4 rosas em cada vaso. Quem vai
precisar de mais vasos Clara ou Juliana? Por qué?”

36+9=4(0) 36+4=9(0)

Quadro 7. Visdo geral dos problemas apresentados na Atividade 2.

A instrugdo dada pode ser assim resumida: “Eu vou ler um problema e gostaria que
vocé pensasse sobre ele e depois usasse esse material (objetos) para resolvé-lo”. O
examinador colocava sobre a mesa uma cartela com o enunciado do problema e duas cartelas
com os nomes dos personagens que apareciam no enunciado, ficando o material e as cartelas
disponiveis durante toda a entrevista. As cartelas com os nomes dos personagens contidos no
enunciado dos problemas serviam de apoio a memoria da crianga e assim, evitava eventuais
confusdes quando da escolha do personagem.

Assim como na Atividade 1, o examinador na Atividade 2, guiava-se por uma
seqiiéncia didatica previamente elaborada em que todas as respostas e agdes da crianca
durante e ap6s a resolugc@o eram acompanhadas por intervencdes por parte do examinador, no
sentido de reafirmar a posi¢do da crianca quando correta e de corrigir, através de explicagoes,

quando incorreta.
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ApoOs cada problema apresentado, o examinador explicitava para a crianga o principio
geral de que existe uma relacdo inversa entre o numero de partes € o tamanho das partes
quando o dividendo ¢ mantido constante, por exemplo: “Se eu tenho a mesma quantidade de
lapis de cor para distribuir e aumentar a quantidade de estojos vai diminuir a quantidade de
lapis de cor dentro dos estojos, ou se eu tenho a mesma quantidade de lapis de cor para
distribuir e diminuir a quantidade de estojos vai aumentar a quantidade de lapis de cor
dentro dos estojos”.

Apds as explicagdes e intervengdes, a crianca foi solicitada a escrever em uma folha de
papel oficio a resposta do problema. Em seguida, semelhante ao que foi realizado no final da
Atividade 1, o examinador apresentava o exemplo hipotético da divisdo de bombons entre ele,
a crianga ¢ a chegada de um amigo imaginario. Neste exemplo, procurava-se explicitar o
principio geral de que quando o nuimero de pessoas aumenta, diminui a quantidade de
bombons que cada uma recebe e que quando diminui o numero de pessoas, aumenta a
quantidade de bombons que cada uma recebe. Foram utilizados nesse exemplo hipotético

dezoito bombons, sendo alguns oferecidos a crianga ao final da sessdo.

Material: Gravador, fita de dudio, cartelas retangulares de papeldo (8 cm x 16 cm) contendo
por escrito um problema de divisdo por partigdo ou um problema de divisdo por quotas,
cartelas retangulares de papeldo (4 cm x 6 cm) contendo o nome dos personagens presentes no
enunciado, folhas de papel oficio, lapis preto, borracha, bombons, objetos e brinquedos em
miniatura idénticos aos que aparecem no enunciado dos problemas (pides, caixas, copos,

bandejas, lapis de cor, estojos, foguetes, carrinhos, rosas e vasos).
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4.3.3.2. Segunda Sessao - Compreensiao do significado do resto

Nesta segunda sessdo, duas atividades foram realizadas as quais se procurou levar a
crianca a compreender significado do resto em problemas de divisdo por particio e em
problemas de divisdo por quotas. Na Atividade 3, procurava-se levar a crianga a compreender
que ao alterar o valor do resto alteram-se os valores do dividendo, do quociente e do resto. A
Atividade 4 objetivou levar a crianga a refletir sobre o resto a partir das relagdes entre o
numero de partes e o tamanho das partes quando o dividendo ndo ¢ alterado. As atividades

realizadas sdo descritas a seguir.

Atividade 3: Mantendo o divisor constante e alterando o valor do resto

Seguindo o mesmo procedimento adotado na primeira sessdo, os problemas foram
apresentados por escrito em cartelas, acompanhados de material concreto como suporte para
resolugdo. Nesta atividade também foram apresentados problemas de base, nos quais eram
realizadas alteragcdes no valor do resto, alterando, conseqiientemente, o valor do dividendo

e/ou valor do quociente, surgindo, assim, outros problemas dele derivados (Quadro 8).
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Tipos de
problemas

Enunciados

Parti¢ao

(P7) Ana comprou 22 botdes e quer coloca-los em 4 caixas. Ela quer que cada caixa tenha a
mesma quantidade de botdes. Quantos botdes ficardo em cada caixa? (Problema de Base)
22+4=5 (2)

Variacdo 1: aumenta o resto e, apos nova rodada, obtém resto um.

(P7a) (nome da crianga) “E se a gente der mais trés botdes para Ana, como ficara a divisdo dos
botdes nas caixas?” (examinador coloca mais trés botdes na mesa junto aos outros dois que estdo
fora das caixas) Muda a resolu¢do do problema? O que muda na resolu¢ao? 25 +4 =6 (1)

Variagdo 2: aumenta o resto e, apos nova rodada, obtém resto maior que um.

(P7b) (nome da crianga) “E se a gente der mais cinco botdes para Ana, como ficara a divisdo dos
botdes nas caixas?” (examinador coloca mais cinco botdes na mesa junto ao que esta fora das
caixas) Muda a resolucéo do problema? O que muda na resolugdo? 30 +4=7 (2)

Variacéo 3: aumenta o resto e, apos nova rodada, obtém resto igual a zero.

(P7c) (nome da crianga) “E se a gente der dois botdes para Ana, como ficara a divisao dos botdes
nas caixas?” (examinador coloca mais dois botdes na mesa junto aos outros dois que estdo fora
das caixas) Muda a resolugdo do problema? O que muda na resolugdo? 32 +4 =8 (0)

Quotas

(P8) Ricardo comprou 17 apitos. Ele quer dar 5 apitos para cada um dos seus amigos. Quantos
amigos vao ganhar apitos? (Problema de Base) 17 +5=3 (2)

Variacdo 1: aumenta o resto e, apos nova rodada, obtém resto um

(P8a) (nome da crianca) “E se a gente der mais quatro apitos para o Ricardo, sera que ele vai ter
mais amigos para dar os apitos ou fica a mesma quantidade de amigos?” (examinador coloca
mais quatro apitos na mesa junto aos outros dois que estdo ao lado) Muda a resolugdo do
problema? O que muda na resolugédo?

21+5=4(1)

Variac@o 2: aumenta o resto e, apos nova rodada, obtém resto maior que um

(P8b) (nome da crianca) “E se a gente der mais seis apitos para o Ricardo, sera que ele vai ter
mais amigos para dar os apitos ou fica a mesma quantidade de amigos?” (examinador coloca
mais seis apitos na mesa junto ao que esta ao lado) Muda a resolug@o do problema? O que muda
na resolugao? 27 +5 =5(2)

Variacdo 3: aumenta o resto e, apos nova rodada, obtém resto igual a zero

(P8c) (nome da crianga) “E se a gente der mais trés apitos para o Ricardo, serd que ele vai ter
mais amigos para dar os apitos ou fica a mesma quantidade de amigos?” (examinador coloca
mais trés apitos na mesa junto aos outros dois que estdo ao lado) Muda a resolucdo do problema?
O que muda na resolugao?

30+5=6(0)

Quadro 8. Visao geral dos problemas apresentados na Atividade 3.

Como pode ser visto no Quadro 8, em ambos os problemas (particdo e quotas) o

aumento no valor do resto nos problemas de base levava a crianga a realizar mais uma rodada

de distribuicdo, obtendo, ao final: (a) resto igual a um; (b) resto maior que um; e (c) resto

igual a zero, obtendo uma divisdo exata.
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ApOs a resolugdo dos problemas (de base e os problemas dele derivados), procurava-
se, através de entrevista clinica, obter explicagcdes da crianga acerca de como ela havia
solucionado o problema. O examinador fornecia feedback e explicagdes sobre a resolugdo
correta do problema e sobre os erros apresentados pela crianca. A cada alteragdo realizada
sobre o resto (aumento), o examinador procurava levar a crianga a refletir acerca do que
acontece com os demais termos da divisdo quando o resto se alterava.

A intervencao do examinador pode ser assim resumida: “E se a gente der mais trés
botoes para Ana, como ficard a divisdo dos botoes nas caixas? (examinador colocava mais
trés botdes na mesa junto aos outros dois que estdo fora das caixas). Logo apos perguntava:
“Muda a resolu¢do do problema? O que muda na resolu¢do? A crianga foi levada a refletir
que ao alterar o valor do resto alterava-se também: o valor do dividendo, o valor do quociente
(tamanho das partes ou nimero de partes) e o valor do resto.

Em seguida, a exemplo do que ocorreu nas atividades anteriores, o examinador
explicitava o principio geral envolvido nesta atividade de que o resto nunca pode ser nem
igual nem maior que o numero de partes ou tamanho das partes. Em tais casos, os elementos
do resto precisam ser redistribuidos igualmente entre as partes e um novo resto sera produzido
ou podera ocorrer do problema tornar-se uma divisdo exata (resto igual a zero).

Apbs resolver cada um dos problemas (de base e suas variagdes) o examinador
solicitava que a crianga escrevesse a resposta em uma folha de papel oficio. Essa resposta

deveria conter o resultado final encontrado e a quantidade de elementos relativa ao resto.

Atividade 4: Mantendo o dividendo constante

e alterando o valor do resto

Diferentemente da atividade anterior (Atividade 3), na Atividade 4, o examinador ndo

apresentava um problema de base. A crianga foi levada a desenvolver competéncias relativas
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a coordenagdo entre as variaveis que envolvem o resto, o tamanho das partes e o nimero de

partes quando o dividendo ndo ¢ alterado.

O examinador apresentava por escrito uma cartela contendo um problema de divisao

com resto (divisdo por parti¢do e divisdo por quotas) e mostrava com material concreto um

procedimento incorreto de resolugdo adotado por outra crianga para resolver o enunciado do

problema apresentado na cartela. O Quadro 9 fornece uma visdo geral dos problemas

apresentados na Atividade 4, os erros envolvendo o resto salientados pelo examinador ao

apresentar a resolugdo incorreta e o principio geral explicitado em cada problema.

Tipos de
problemas

Enunciados

Erros salientados

Principio geral

Parti¢ao

(P9) Carlos foi a uma papelaria e
comprou 28 lapis de cor e quer
colocé-los em 5 estojos. Ele quer
que cada estojo tenha a mesma
quantidade de lapis de cor Quantos
lapis de cor ele ira colocar em cada
estojo? 28 +5 =5(3)

Nao aceita a presenca do
resto e viola o principio da
igualdade entre as partes.

O todo inicial € constituido do
numero de partes multiplicado
pelo tamanho das partes mais o
resto.

(P10) Maria tem 50 fivelas de
cabelo e quer coloca-las em 8§
saquinhos. Ela quer que cada
saquinho  tenha a  mesma
quantidade de fivelas. Quantas
fivelas ela ira colocar em cada
saquinho? 50 + 8 =6 (2)

O resto maior do que o
nimero de partes, ndo faz
outra rodada de
distribuigao.

O todo deve ser distribuido
igualmente entre todas as partes
att que ndo exista a
possibilidade de wuma nova
rodada de distribuicdo, ou seja,
o resto ndo pode ser nem igual
e nem maior que o nimero de
partes.

(P11) Luzia foi a uma loja de
brinquedos e comprou 31 bonecas.
Ela quer guardi-las em 6
saquinhos. Quantas bonecas ela ira
guardar em cada saquinho?

31=6 =5(1)

Nao aceita a presenca do
resto, viola a igualdade das
partes e o enunciado do
problema; colocando a
quantidade  que  sobra
(resto) em outro saquinho.

O todo deve ser distribuido em
quantidades iguais. Quando
dividimos devemos cuidar para
que cada uma das partes tenha
a mesma quantidade ¢ devemos
prestar ateng¢do no enunciado.

Quotas

(P12) Rodrigo comprou 29 skates.
Ele quer dar 5 skates para cada um
dos seus amigos. Quantos amigos
vao ganhar os skates?
29+5=5(4)

Nao aceita a presenca do
resto, violando a igualdade
das partes.

O todo inicial ¢ constituido do
nimero de partes multiplicado
pelo tamanho das partes mais o
resto.
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Tipos de Enunciados Erros salientados Principio geral
problemas

(P13) Elena comprou 19 garrafas|O resto maior do que o|/O todo deve ser distribuido
de refrigerante para a festa de| tamanho da parte, ndo faz| igualmente entre todas as partes
aniversario de Jodo. Ela quer servir | outra rodada de distribuigdo|até que ndo exista a

6 garrafas de refrigerante em cada || da quota preestabelecida. possibilidade de uma nova

bandeja. Quantas bandejas ela vai rodada de distribuicdo, ou seja,

precisar? o resto ndo pode ser nem igual

Quotas 19+6=3(1) e nem maior do que o tamanho
da parte.

(P14) Marta comprou 27 anéis. Ela||Ndo aceita a presenga do| O todo deve ser distribuido em
quer guardar 6 anéis em cada||resto, violando a igualdade| quantidades iguais. Quando
porta-joias. Quantos porta-joias ela | entre as partes e a quota| dividimos devemos cuidar para
vai precisar? 27 +6=4(1) preestabelecida pelo||que cada uma das partes tenha
enunciado do problema| a mesma quantidade e devemos
(coloca a quantidade que | prestar aten¢do no enunciado.

sobra em um porta-joia).

Quadro 9. Visdo geral dos problemas, das formas incorretas de resolu¢do e do principio geral explicitado na
Atividade 4.

A instruc¢do dada pode ser assim resumida: “Eu dei um problema de divisdo para uma
crianga e ela resolveu desse jeito (examinador resolve com os objetos concretos o problema
apresentado). Ela ndo fez uma distribui¢do correta. Eu quero que vocé descubra o erro que
ela fez”. As intervengdes, explicacdes e corregdes do examinador seguem o mesmo padrao
descrito nas atividades anteriores em que o examinador fornecia feedback, lancava desafios,
solicitava explicagdes sobre as acdes realizadas. Em seguida, o examinador explicitava o
principio geral envolvido na atividade realizada. Ao final das discussdes e reflexdes, a crianga
era solicitada a resolver corretamente com os objetos e escrever a resposta do problema em
uma folha de papel oficio. Essa resposta deveria conter o resultado final encontrado e a

quantidade de elementos relativa ao resto.

Material: Gravador, fita de audio, cartelas retangulares de papeldao (8 cm x 16 cm) contendo
por escrito um problema de divisdo por particdo ou um problema de divisao por quotas, folhas
de papel oficio, lapis preto, borracha, objetos e brinquedos em miniatura idénticos aos que

aparecem no enunciado dos problemas (caixas, botdes, bonecos, apitos, lapis de cor, estojos,
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garrafas de refrigerante, bandejas, skates, bonecas, saquinhos plasticos, fivelas de cabelo,

anéis e porta-joias).

4.3.3.3. Terceira Sessdo - Compreensiao dos procedimentos corretos e incorretos de

resolucao

Nesta sessdo, duas atividades foram realizadas a fim de levar a crianca a identificar e
compreender os procedimentos corretos e incorretos de resolu¢do adotados por criangas em
problemas de divisdo por particdo e divisdo por quotas (com resto e sem resto), levando-a a
ser capaz de compreender a natureza do erro apresentado e a propor formas mais adequadas
para a resolucao.

Os procedimentos incorretos de resolucdo apresentados violam os principios
invariantes da divisdo, a saber: (a) igualdade entre as partes; (b) o todo deve ser distribuido
entre as partes até que ndo exista uma possibilidade de uma nova distribuicao; (c) as relagdes
inversas entre o nimero de partes € o tamanho das partes quando o dividendo ¢ mantido
constante; (d) resto deve ser sempre menor que o nimero de partes ou tamanho das partes; ()
o todo inicial ¢ constituido pelo nimero de partes multiplicado pelo tamanho das partes mais
o resto. Tais procedimentos incorretos foram escolhidos porque representam aspectos
fundamentais para compreensdo do raciocinio multiplicativo, como, por exemplo, a noc¢ao de
equivaléncia e a no¢do de covariacdo entre os termos da divisao.

Em ambas atividades, nessa sessdo, os procedimentos corretos e incorretos eram
apresentados de forma pictografica nas cartelas. A crianca foi estimulada a direcionar seu
pensamento de forma a antecipar o resultado e ao mesmo tempo refletir sobre a plausibilidade

do julgamento adotado.
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Atividade 5: Identificando procedimentos de resolucio mais

adequados em problemas de divisdo com resto

Na Atividade 5, o examinador apresentava uma cartela contendo, por escrito, o

enunciado do problema de divisdo com resto (particdo ou quotas) e duas alternativas de

resolu¢do (uma correto e outra inadequada). A crianga era solicitada a determinar, dentre as

duas alternativas de resolucdo adotadas por duas criancas (Ana e Bruno), aquela que

apresentava o processo mais adequado de resolu¢do para o problema. O Quadro 10 fornece

uma visdo geral dos problemas apresentados na Atividade 5, o erro salientado nos

procedimentos de resolucao inadequados e o principio geral explicitado em cada problema.

Tipos de
problemas

Enunciados

Erros salientados

Principio geral

Particdo

(P15) Carlos comprou 34
foguetes e quer colocé-los em 6
caixas. Ele quer que cada caixa
tenha a mesma quantidade.
Quantos foguetes ele ira colocar
em cada caixa?

34+-6=5(4)

O procedimento de resolugao
apresentado na cartela “A””
viola o principio da divisdo
igualdade entre as partes

O todo deve ser distribuido em
quantidades iguais. O todo
inicial é constituido do niimero
de partes multiplicado pelo
tamanho das partes mais o resto

Quotas

(P16) Tia Elvira preparou 17
copos de suco para o lanche. Ela
quer servir 3 copos em cada
bandeja. Quantas bandejas ela vai
precisar? 17+3=5(2)

O procedimento de resolugio
apresentado na cartela “B”
cria uma nova parte para
inserir o resto.

O todo deve ser distribuido em
quantidades iguais. O todo
inicial é constituido do niimero
de partes multiplicado pelo
tamanho das partes mais o
resto.

Parti¢do

(P17) Rita tem 47 bolas e quer
coloca-las em 5 caixas. Ela quer
que cada caixa tenha a mesma
quantidade. Quantas bolas cla ira
colocar em cada caixa?
47+5=9(2)

O procedimento de resolugio
na cartela “B” contraria o
principio de que o resto
nunca pode ser nem igual e
nem maior que o nimero de
partes.

O todo deve ser distribuido
igualmente entre todas as partes
att que ndo exista a
possibilidade de uma nova
rodada de distribuicdo, ou seja,
o resto nunca pode ser nem
igual e nem maior que o
numero de partes.

Quotas

(P18) Uma fabrica produziu 23
barcos de brinquedo. O dono da
fabrica quer colocar 5 barcos em

cada caixa. Quantas caixas ele vai
precisar? 23 +5=4(3)

O procedimento de resolugdo
apresentado na cartela “A”
viola o principio da
igualdade entre as partes e
viola o enunciado do

problema

O todo deve ser distribuido em
quantidades iguais. O todo
inicial ¢ constituido do nimero
de partes multiplicado pelo
tamanho das partes mais o resto

continua

% Convengdes: cartela “A” contém o procedimento de resolucdo adotado por Ana e cartela “B” contém o
procedimento de resolugdo adotado por Bruno.
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Tipos de Enunciados Erros salientados Principio geral
problemas

(P19) Paulo vai colocar seus 43 || O procedimento de resolugdo ||O todo deve ser distribuido
lapis de cor em estojos. Em cada|/na cartela “A” contraria o ||igualmente entre todas as partes
estojo serdo colocados 8 lapis de||principio de que o restojaté que ndo exista a

Quotas cor. Quantos estojos ele ird|nunca pode ser nem igual e| possibilidade de wuma nova
precisara? nem maior que o nimero de||rodada de distribuicdo, ou seja,
43+8=5(3) partes. o resto nunca pode ser nem

igual e nem maior que o
tamanho da parte.

(P20) Eduardo comprou 30| O procedimento de resolugdo ||O todo deve ser distribuido em
carrinhos e quer guarda-los em 4 ||apresentado na cartela “B” | quantidades iguais. O todo
caixas. Ele quer que cada caixa|/cria uma nova parte para||inicial é constituido do numero

Particao tenha a mesma quantidade de| inserir o resto. de partes multiplicado pelo
carrinhos. Quantos carrinhos ele tamanho das partes mais o
ira guardar em cada caixa? resto.
30-4=7(2)

Quadro 10. Visdo geral dos problemas, dos tipos de erros salientados e do principio geral explicitado na Atividade
5.

A instru¢cdo dada pode ser assim resumida: “Eu dei um problema para Ana e Bruno
resolverem. Esse cartdo é como se fosse uma fotografia do jeito que eles resolveram o
problema. Eu vou mostrar o problema que eles resolveram e vocé ira dizer quem resolveu
melhor, se foi a Ana ou se foi o Bruno” (Anexo J). As intervengdes do examinador seguem o
mesmo padrao descrito anteriormente.

Apos as intervencdes do examinador e as explicacdes oferecidas pela crianga aquele
explicitada a razdo de um procedimento estar mais adequado do que o outro e apresentava o
principio geral. Especial énfase foi dada a necessidade de manter a igualdade entre as partes
(tamanho das partes deve ser o mesmo); de redistribuir os elementos do resto de forma que
este nunca resulte em uma quantidade maior e nem igual ao nimero de partes ou tamanho das
partes e que o resto faz parte da quantidade que foi inicialmente dividida e, portanto, deve ser
considerado na resposta. A crianga foi solicitada a escrever a resposta do problema em uma
folha de papel oficio. Essa resposta deveria conter o resultado final encontrado e a quantidade

de elementos relativa ao resto.
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Atividade 6: Refletindo sobre processos incorretos de resolugdo

em problemas de divisdo com resto e sem resto

Diferentemente da atividade anterior (Atividade 5), na Atividade 6, a crianga nao foi

solicitada a comparar uma resolug¢do correta com uma resolucdo menos adequada. Do ponto

de vista psicologico, foi exigido da crianca a identificacdo do tipo de erro evidenciado na

resolucdo pictografica e a resolugdo mais adequada do problema apresentado. O Quadro 11

fornece uma visao geral dos problemas apresentados na Atividade 6, o erro apresentado nos

procedimentos de resolucao inadequados e o principio geral explicitado em cada problema.

Quantas bonecas cada amiga vai
receber? 29 + 9 =3 (2)

partes.

Tipos de Enunciados Erros salientados Principio geral
problemas

(P21) Carla foi a floricultura e| O procedimento de resolugdo|O  todo  deve  ser

comprou 23 rosas para dar as suas 4 ||viola o principio da igualdade || distribuido em
Parti¢do professoras. Ela quer que cada||entre as partes. quantidades iguais.

professora receba a mesma quantidade

de rosas. Quantas rosas cada

professora vai receber?

23+4=5(3)

(P22) Marcos tem 28 helicopteros de| O procedimento de resolugdo || Ao resolver problemas de

brinquedo. Ele quer dar 5 helicopteros || ignora a quota | divisdo devemos prestar
Quotas para cada um dos seus amigos.| preestabelecida no enunciado || atengdo no enunciado.

Quantos  amigos v@o  receber| do problema

helicopteros? 28 ~ 5=5 (3)

(P23) Monica comprou 27 estrelinhas | O procedimento de resolugdo || Ao resolver problemas de

na loja de enfeites. Ela quer dar 8| cria uma nova parte para| divisio devemos prestar
Quotas estrelinhas para cada uma das suas|/inserir o0 resto e acrescenta | atengdo no enunciado.

amigas. Quantas amigas vdo receber||elementos para manter a

estrelinhas? igualdade entre as partes.

27+8=3(3)

(P24) Débora comprou 29 bonecas| O procedimento de resolugdo|O  todo  deve  ser

para dar as suas 9 amigas. Ela quer| viola o principio de que o||distribuido igualmente

que cada uma das amigas receba a|lresto nunca pode ser igual ou | entre todas as partes até
Particdo mesma quantidade de bonecas.|maior que o numero de|que ndo exista a

possibilidade de uma nova
rodada de distribui¢do, ou
seja, o resto nunca pode
ser nem maior e nem igual
ao numero de partes.

continua
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Tipos de
problemas

Enunciados

Erros salientados

Principio geral

Parti¢do

(P25) Maria recebeu 32 livros para
serem distribuidos entre 9 alunos.
Quantos livros cada aluno ira receber?
32+9=3(5)

O procedimento de resolugdo
ignora o numero de partes
que o todo deve ser
distribuido.

Ao resolver problemas de
divisdo devemos prestar
atengdo no enunciado.

Quotas

(P26) Raquel e Marta foram a uma
loja e cada uma comprou 18 giz de
cera. Raquel quer guardar 3 giz de
cera em cada caixa e Marta quer
guardar 6 giz de cera em cada caixa.
Quem vai precisar de mais caixas,
Raquel ou Marta?

18+3=6(0) 18+6=3(0)

O procedimento de resolugdo
focaliza aten¢do no maior
divisor, violando o principio
invariante ~ das  relagOes
inversas entre o tamanho das
partes e numero de partes
quando o dividendo ¢
mantido constante.

Se eu tenho a
quantidade de
para dividir e colocar
mais objetos nas caixas,
eu vou ter menos caixas.
Se eu colocar poucos
objetos eu vou ter mais
caixas.

mesma
objetos

Particdo

(P27) Ana e Bruno foram a uma loja
de brinquedos e cada um comprou 30
bolinhas. Ana quer colocar suas
bolinhas em 5 caixas e Bruno quer
coloca-las em 6 caixas. Quem vai ter
caixas com mais bolinhas, Bruno ou
Ana?

30-5=6(0) 30+6=5(0)

O procedimento de resolugdo
focaliza a atengdo no maior
divisor, violando o principio
invariante ~ das  relagdes
inversas entre tamanho das
partes e o numero de partes
quando o dividendo ¢
mantido constante.

Se eu tenho a
quantidade de
para dividir e colocar
mais objetos nas caixas,
eu vou ter menos caixas.
Se eu colocar poucos
objetos eu vou ter mais
caixas.

mesma
objetos

Quadro 11. Visdo geral dos problemas, dos tipos de erros salientados e do principio geral explicitado na Atividade

6.

A instrucdo dada pode ser assim resumida: “Fu pedi para Luana resolver um

problema e ela resolveu desse jeito, ela errou o problema. Eu quero que vocé descubra qual
foi o erro que ela fez”. Em seguida, o examinador apresentava duas cartelas: uma com o
enunciado do problema e outra contendo o procedimento de resolucdo inadequado que viola
um dos principios invariantes da divisao (Anexo L) e solicitava que a crianga identificasse e
corrigisse o erro evidenciado na cartela que apresentava a resolu¢dao. Explicagdes foram
solicitadas seguindo os mesmos padrdoes das sessOes anteriores em que apoOs a resposta da
crianca o examinador fornecia feedback, langava desafios, questionava-a sobre as acdes
realizadas e também fornecia verbalizagdes que deixavam claro para a mesma que sua
resposta estava correta ou incorreta.

Semelhante ao ocorrido na Atividade 5, ao final foi explicitado o que havia de errado
no procedimento de resolugdo apresentado e como fazer para corrigi-lo; enfatizando-se os

principios invariantes da divisdo que estavam sendo violados e que a crianga refletisse acerca
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da situagdes-problema (particdo ou quotas). Assim, como na atividade anterior, especial
énfase foi dada a divisdo eqiiitativa das partes; relagdo inversa entre o tamanho das partes e o
numero de partes quando o dividendo ¢ mantido constante; a necessidade de redistribuir os
elementos do resto de forma que este nunca resulte em uma quantidade nem maior nem igual
ao numero de partes ou tamanho das partes; de que o resto faz parte da quantidade que foi

inicialmente dividida, devendo ser considerado na resposta.

Material: Gravador, fita de audio, cartelas retangulares de papeldao (8 cm x 16 cm) contendo
por escrito um problema de divisdo por partigdo ou um problema de divisdo por quotas e
cartelas de papelao (10 cm x 16 cm) contendo procedimentos de resolugdo corretos e

incorretos adotados em problemas de divisao, folhas de papel oficio, lapis preto, borracha.

Os Quadros 12, 13 e 14, a seguir, fornecem uma visao geral da interven¢ao realizada.
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1* Sess@o - Compreensao das relacdes inversas entre os termos da divisiio

Conjunto de atividades e intervengdes que teve por objetivo levar a crianga a compreender as relagdes inversas entre tamanho
das partes e numero de partes quando o dividendo ¢ mantido constante.

Atividades

Problemas

Materiais

(P1) Paulo comprou 24 pides e quer coloca-los em 4 caixas. Ele quer que cada caixa tenha a
mesma quantidade de pides. Quantos pides ficardo em cada caixa? (Problema de Base)
24+4=16(0)

Variagdo 1: aumento do divisor, alterando o tamanho da parte (Pla) Paulo resolveu
aumentar o nimero de caixas. Ele ndo quer colocar mais os pides em 4 caixas. Ele quer

colocé-los agora em 6 caixas. Veja que aumentou o nimero de caixas. Antes eram 4 caixas
¢ agora s30 6 caixas. A quantidade de pides dentro das caixas vai aumentar ou diminuir? Por

42+-6=7(0) 42+7=6(0)

(P6) Juliana e Clara foram a floricultura e cada uma comprou 36 rosas. Juliana quer colocar
9 rosas em cada vaso ¢ Clara quer colocar 4 rosas em cada vaso. Quem vai precisar de mais
vasos Clara ou Juliana? Por qué?”

36+-9=4(0) 36+4=9(0)

Atividade 1 | qué? Cartelas (com
Mantendo o || 24+ 6=4(0) enunciado),
dividendo Variac8o 2: diminuicdo do divisor, alterando o tamanho da parte (P1b) Paulo resolveu|| lapis e papel,
constante ¢ || diminuir o nimero de caixas. Ele ndo quer colocar mais os pides em 6 caixas. Ele quer|| pides, caixas,
aumentando/ || coloca-los agora em 2 caixas. Veja que diminuiu o niimero de caixas. Antes eram 6 caixas e copos,
diminuindo o || agora sdo 2 caixas. A quantidade de pides dentro das caixas vai aumentar ou diminuir? Por bandejas
divisor qué? 24+2=12(0)
(P2) Viviane preparou 18 copos de suco para o lanche e quer servir 6 copos em cada
bandeja. Quantas bandejas ela vai precisar? (Problema de Base) 18+ 6 =3 (0)
Variacdo 1: aumento do divisor, alterando o nimero de partes (P2a) Viviane resolveu
aumentar a quantidade de copos nas bandejas. Ela ndo quer colocar mais 6 copos em cada
bandeja. Ela quer colocar agora 9 copos em cada bandeja. Veja que aumentou o numero de
copos nas bandejas. Antes eram 6 copos em cada bandeja e agora sdo 9 copos em cada
bandeja. A quantidade de bandejas vai aumentar ou diminuir? Por qué? 18+9=2(0)
Variac@o 2: diminuicdo do divisor, alterando o ntimero de partes (P2b) Viviane, agora,
resolveu diminuir a quantidade de copos nas bandejas. Ela ndo quer colocar mais 9 copos
em cada bandeja. Ela quer colocar agora 3 copos em cada bandeja. Veja que diminuiu o
nimero de copos nas bandejas. Antes eram 9 copos em cada bandeja e agora sdo 3 copos
em cada bandeja. A quantidade de bandejas vai aumentar ou diminuir? Por qué?
18+3=6(0)
(P3) Marcos e Isabel foram a uma papelaria e cada um comprou 30 14pis de cor. Marcos
quer colocar seus lapis de cor em 5 estojos e Isabel quer coloca-los em 6 estojos. Quem vai
ter estojos com mais lapis de cor, Isabel ou Marcos? Por qué? Cartelas (com
Atividade 2 30+5=6 (0) 30+-6=5 (0) enunciado),
Mantendo o || (P4) Eduardo e Ana foram a uma loja e cada um comprou 48 foguetes. Eduardo quer|| lapis e papel,
dividendo guardar seus foguetes em 6 caixas ¢ Ana quer guarda-los em 8 caixas. Quem vai ter caixas|| lapis de cor,
constante ¢ | com mais foguetes, Ana ou Eduardo? Por qué? estojos,
apresentando |48 +6=8(0) 48 +8=06(0) foguetes,
valores (P5) Mario e Roberto foram a uma loja de brinquedo e cada um comprou 42 carrinhos. caixas,
diferentes para || Mario quer guardar 6 carrinhos em cada caixa e Roberto quer guardar 7 carrinhos em cada carrinhos,
o divisor caixa. Quem vai precisar de mais caixas, Mario ou Roberto? Por qué? rosas € vasos

Quadro 12. Visdo geral da 1* Sessdo de Intervencao.
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2% Sessiio - Compreensio do significado do resto

Conjunto de atividades e intervenc¢des que teve por objetivo levar a crianga a compreender significado do resto.

Atividades

Problemas

Materiais

Atividade 3
Mantendo o
divisor
constante e
alterando o
valor do resto

(P7) Ana comprou 22 botdes ¢ quer coloca-los em 4 caixas. Ela quer que cada caixa tenha a
mesma quantidade de botdes. Quantos botdes ficardo em cada caixa? (Problema de Base)
22+4=5 (2)

Variagdo 1: aumenta o resto e, apds nova rodada, obtém resto um (P7a) (nome da crianga)
“E se a gente der mais trés botdes para Ana, como ficard a divisdo dos botdes nas caixas?”
(examinador coloca mais trés botdes na mesa junto aos outros dois que estdo fora das caixas)
Muda a resolug@o do problema? O que muda na resolugdo? 25 +4 =6 (1)

Variacdo 2: aumenta o resto e, apo6s nova rodada, obtém resto maior que um (P7b) (nome
da crianga) “E se a gente der mais cinco botdes para Ana, como ficara a divisdo dos botdes
nas caixas?” (examinador coloca mais cinco botdes na mesa junto ao que estad fora das
caixas) Muda a resolucdo do problema? O que muda na resolugdo? 30 +4=7 (2)

Variagdo 3: aumenta o resto e, apds nova rodada, obtém resto igual a zero (P7¢) (nome da
crianga) “E se a gente der dois botdes para Ana, como ficara a divisdo dos botdes nas
caixas?” (examinador coloca mais dois botdes na mesa junto aos outros dois que estio fora
das caixas) Muda a resolug@o do problema? O que muda na resolugdo? 32 +4 =8 (0)

(P8) Ricardo comprou 17 apitos. Ele quer dar 5 apitos para cada um dos seus amigos.
Quantos amigos vao ganhar apitos? (Problema de Base) 17 +5=3 (2)

Variagdo 1: aumenta o resto e, apos nova rodada, obtém resto um (P8a) (nome da crianga)
“E se a gente der mais quatro apitos para o Ricardo, serd que ele vai ter mais amigos para
dar os apitos ou fica a mesma quantidade de amigos?” (examinador coloca mais quatro
apitos na mesa junto aos outros dois que estdo ao lado) Muda a resolu¢do do problema? O
que muda na resolugdo? 21 +5=4 (1)

Variagdo 2: aumenta o resto e, apds nova rodada, obtém resto maior que um (P8b) (nome da
crianca) “E se a gente der mais seis apitos para o Ricardo, serd que ele vai ter mais amigos
para dar os apitos ou fica a mesma quantidade de amigos?” (examinador coloca mais seis
apitos na mesa junto ao que estd ao lado) Muda a resolug¢do do problema? O que muda na
resolugdo? 27 +5 =5(2)

Variagdo 3: aumenta o resto e, apds nova rodada. obtém resto igual a zero

(P8c) (nome da crianga) “E se a gente der mais trés apitos para o Ricardo, serd que ele vai

ter mais amigos para dar os apitos ou fica a mesma quantidade de amigos?” (examinador
coloca mais trés apitos na mesa junto aos outros dois que estdo ao lado) Muda a resolucdo

do problema? O que muda na resolug@o?30 ~ 5 = 6 (0)

Cartelas (com
enunciado),
lapis e papel,
botdes, caixas,
apitos, bonecos

Atividade 4
Mantendo o
dividendo
constante e
alterando o
valor do resto

(P9) Carlos foi a uma papelaria e comprou 28 lapis de cor e quer coloca-los em 5 estojos.
Ele quer que cada estojo tenha a mesma quantidade de lapis de cor Quantos lapis de cor ele
ira colocar em cada estojo? 28 +5 =5 (3)

(P10) Maria tem 50 fivelas de cabelo e quer coloca-las em 8§ saquinhos. Ela quer que cada
saquinho tenha a mesma quantidade de fivelas. Quantas fivelas ela ird colocar em cada
saquinho? 50 + 8 =6 (2)

(P11) Luzia foi a uma loja de brinquedos ¢ comprou 31 bonecas. Ela quer guarda-las em 6
saquinhos. Quantas bonecas ela ird guardar em cada saquinho?

316 =5(1)

(P12) Rodrigo comprou 29 skates. Ele quer dar 5 skates para cada um dos seus amigos.
Quantos amigos vao ganhar os skates? 29 +5=15 (4)

(P13) Elena comprou 19 garrafas de refrigerante para a festa de aniversario de Jodo. Ela
quer servir 6 garrafas de refrigerante em cada bandeja. Quantas bandejas ela vai precisar?
19+6=3(1)

(P14) Marta comprou 27 anéis. Ela quer guardar 6 anéis em cada porta-joia. Quantos porta-
joias ela vai precisar? 27 +~6=4(1)

Cartelas (com
enunciado),
lapis e papel,
lapis de cor,
estojos, fivelas,
saquinhos
plasticos,
bonecas,
skates,
bonecos,
estojos,
garrafas de
refrigerantes,
bandejas, anéis
e portas joias

Quadro 13. Visdo geral da 2% Sessdo de Intervengao.
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3* Sessao: Compreensao dos procedimentos corretos e incorretos de resolugao

Conjunto de atividades e intervengdes que teve por objetivo levar a crianga a identificar e compreender os procedimentos
corretos e incorretos de resolugdo, enfatizando-se uma reflexao acerca dos principios invariantes da divisao.

divisdo com

barcos em cada caixa. Quantas caixas ele vai precisar? 23 + 5 =4 (3)

Atividades Problemas Materiais
(P15) Carlos comprou 34 foguetes e quer coloca-los em 6 caixas. Ele quer que cada caixa
tenha a mesma quantidade. Quantos foguetes ele ira colocar em cada caixa? 34 ~ 6 =5 (4)
Cartelas com
Atividade 5 | (P16) Tia Elvira preparou 17 copos de suco para o lanche. Ela quer servir 3 copos em cada|| enunciado do
Identificando | bandeja. Quantas bandejas ela vai precisar? 17 +3 =5 (2) problema e
procedimentos processos de
de resolugdo || (P17) Rita tem 47 bolas e quer coloca-las em 5 caixas. Ela quer que cada caixa tenha a resolugdo
mais mesma quantidade. Quantas bolas ela ira colocar em cada caixa? 47 +~ 5 =9 (2) corretos/
adequados em incorretos e
problemas de || (P18) Uma fébrica produziu 23 barcos de brinquedo. O dono da fabrica quer colocar 5| lapis e papel

resto € sem
resto

29+9=3(2)

(P25) Maria recebeu 32 livros para serem distribuidos entre 9 alunos. Quantos livros cada
aluno ird receber? 32 + 9 =3 (5)

(P26) Raquel ¢ Marta foram a uma loja e cada uma comprou 18 giz de cera. Raquel quer
guardar 3 giz de cera em cada caixa e Marta quer guardar 6 giz de cera em cada caixa. Quem
vai precisar de mais caixas, Raquel ou Marta?

18+3=6(0) 18+6=3(0)

(P27) Ana e Bruno foram a uma loja de brinquedos e cada um comprou 30 bolinhas. Ana
quer colocar suas bolinhas em 5 caixas e Bruno quer colocé-las em 6 caixas. Quem vai ter
caixas com mais bolinhas, Bruno ou Ana?

30+5=6(0) 30+-6=5(0)

resto
(P19) Paulo vai colocar seus 43 lapis de cor em estojos. Em cada estojo serdo colocados 8
lapis de cor. Quantos estojos ele ird precisara? 43 ~ 8 =5 (3)
(P20) Eduardo comprou 30 carrinhos e quer guarda-los em 4 caixas. Ele quer que cada caixa
tenha a mesma quantidade de carrinhos. Quantos carrinhos ele ira guardar em cada caixa?
30+4=7(2)
(P21) Carla foi a floricultura e comprou 23 rosas para dar as suas 4 professoras. Ela quer que
cada professora receba a mesma quantidade de rosas. Quantas rosas cada professora vai
receber? 23 +4=75(3)
Atividade 6 | (P22) Marcos tem 28 helicopteros de brinquedo. Ele quer dar 5 helicopteros para cada um
Refletindo || dos seus amigos. Quantos amigos vdo receber helicopteros? 28 + 5=5 (3) Cartelas com
sobre enunciado do
procedimentos || (P23) Monica comprou 27 estrelinhas na loja de enfeites. Ela quer dar 8 estrelinhas para| problema e
incorretos de || cada uma das suas amigas. Quantas amigas vao receber estrelinhas? 27 + 8 = 3 (3) processos de
resolug@o em resolucdo
problemas de || (P24) Débora comprou 29 bonecas para dar as suas 9 amigas. Ela quer que cada uma das|| incorretos e
divisdo com | amigas receba a mesma quantidade de bonecas. Quantas bonecas cada amiga vai receber? lapis e papel

Quadro 14. Visao geral da 3? Sessdo de Intervencao.
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CAPITULO 3

ANALISE DOS RESULTADOS
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PARTE I: Pré-teste e Pos-teste Gerais

Esta parte consiste na apresentacdo dos resultados e da analise estatistica referente ao
pré e pos-testes gerais. O pré-teste geral teve por objetivo selecionar as criancas com
dificuldades que comporiam a amostra e possibilitar o emparelhamento das criangas no grupo
controle e no grupo experimental. O pos-teste geral, aplicado nove a dez semanas apds o pré-
teste geral, teve por objetivo examinar a estabilidade dos conhecimentos possivelmente

adquiridos pelo grupo experimental apds a intervengao.

5. Sistema de Analise

Dois sistemas distintos, porém analogos, foram utilizados para analisar o desempenho
das criangas em problemas prototipicos (problemas tradicionais escolares) e em problemas
envolvendo relagdes inversas.”’

Os dois tipos de problemas (prototipicos e relacdes inversas) foram analisados com
base na pontuagdo para a resolugdo de problemas matematicos proposta por Brito, Lima,
Alves e Rezi (1998), sendo feita as devidas adaptacdes. A pontuagdo proposta pelas autoras
no estudo variava de zero a nove pontos dependendo da pergunta feita (e.g.; O que ¢ dividido?
Qual a relagdo entre fragdo e divisao?) ou do problema proposto. No caso especifico da
resolu¢do de problemas, a pontuacdo variava de zero a trés (zero: errado; um: operacao

correta e resposta errada, e dois: operagdo e resposta corretas).

" Este ultimo tipo de problema ndo ¢ comum ao contexto escolar, mas tem sido utilizado em situagdes de
pesquisa para investigar e avaliar a compreensdo das criancas sobre as relagdes inversas, entre o divisor € o
quociente quando o dividendo é mantido constante (CORREA, 1996; CORREA; NUNES; BRYANT, 1998;
LAUTERT; SPINILLO, 2004a, 2004b).
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5.1. Problemas Prototipicos

O desempenho nos problemas prototipicos foi analisado considerando-se a
interpretacao correta do enunciado verbal, a estratégia de resolucdo e a resposta oferecida. A
analise contemplou os diferentes sistemas de representacdo adotados pelas criangas como
estratégia de resolugdo (simbolico, pictografico, iconico ou da combinacdo de ambos os
sistemas). A seguir sdo descritas e exemplificadas as pontuacdes adotadas em funcdo dos
aspectos investigados: interpretacio do enunciado, estratégia de resolugdo e resposta a

pergunta do enunciado.

Pontuacio — zero: a crianca nao resolve o problema ou interpreta de forma incorreta o
enunciado verbal, podendo apresentar ou ndo encaminhamentos de resolucdo através de
outras operagdes que ndo a divisao, adotando na maioria das vezes, adigdes e multiplicagdes.

Exemplos:

Exemplo 1: Problema de divisdo por particdo (Vovo foi a livraria e comprou 25 cadernos para dar aos
seus 7 netos. Ela quer que cada neto receba a mesma quantidade de cadernos. Quantos cadernos cada neto

vai receber?)

/f/!K/N/////

QJFE[ UASYRANINY
7

7

.....

Resposta: { —

L UL L L L LT T T I T T

(Reprodugdo do protocolo 13, pré-teste, sexo masculino, 10 anos e 4 meses, GC)
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A crianga interpreta de forma incorreta o enunciado do problema, ndo havendo uma conexdo visivel entre
sua representacdo e o enunciado. A crianga parece que inicia o encaminhamento através da adigdo,
usando os numeros do dividendo. Entretanto, sua representagdo final ndo permite compreender sobre

como essa resolugdo foi realizada.

Exemplo 2: Problema de divisdo por quotas (Uma loja de brinquedos recebeu 55 pulseiras que serdo

vendidas em pacotes com 9 pulseiras em cada um. Quantos pacotes serdo montados?)

295

I3

Resposta: 0 L0IEE o B G PSS i -

(Reprodugdo do protocolo 30, pré-teste, sexo feminino, 9 anos e 10 meses, GC)

A crianga interpreta de forma inadequada, encaminhando o processo de resolugdo através da operagdo de

multiplicag¢do, como confirmado pelo resultado obtido.

Pontuacdo — um: a crianga interpreta corretamente o enunciado verbal, considerando a
divisdo e erra a estratégia de resolugdo porque: (a) inverte os valores do divisor e do quociente
presentes no enunciado; (b) produz um valor absurdo, produto da divisdo dos valores
presentes no enunciado; (c) arma a operagdo de divisdo, mas ndo finaliza a resolugdo.
Também recebem essa pontuagdo as estratégias corretas de resolucdo que, entretanto,
apresentam respostas incorretas que denotam confuso entre o tamanho das partes e o nimero

de partes ou porque nao sdo acompanhadas de nenhuma resposta. Exemplos:
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Exemplo 3: Problema de divisdo por quotas (Marcelo comprou 35 livrinhos infantis. Ele quer dar 5

livrinhos para cada um dos seus amigos. Quantos amigos vao ganhar os livrinhos?)

~

2%

Resposta: el Sh 16‘:19;“;_ NN A QU %&:;.E‘.‘.;‘},’.%;.., E{__

(Reprodugdo do protocolo 28, pds-teste, sexo feminino, 10 anos e 5 meses, GC)

A crianga interpreta corretamente o enunciado verbal considerando a divisdo, entretanto, erra porque
inverte os valores do divisor e do quociente, ou seja, ao invés de dar cinco livrinhos a cada amigo a
crianca divide a quantidade inicial entre cinco amigos. Verifica-se, portanto, que a crianga trata este
problema de divisdao por quotas como sendo de divisdo por parti¢do e ao tentar resolvé-lo ndo distribui em

quantidades iguais.

Exemplo 4: Problema de divisdo por particdo (Ltcia foi a uma loja e comprou 30 camisetas para dar aos
seus 5 sobrinhos. Ela quer que cada sobrinho receba a mesma quantidade de camisetas. Quantas camisetas

cada sobrinho vai receber?)
3001,
154

i

Resposta: ..Iiiﬁﬁm&gﬁﬂ.%ﬂ..m

(Reprodugdo do protocolo 32, pré-teste, crianca do sexo masculino, 10 anos ¢ 3 meses, GC)

A crianga interpreta corretamente o enunciado verbal considerando a divisdo, entretanto, erra porque
produz um valor absurdo, produto da divisdo dos valores presentes no enunciado. A resposta apresentada
confirma o resultado obtido, na qual o valor do quociente ¢ maior do que o valor do dividendo

apresentado no enunciado.
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Exemplo 5: Problema de divisdo por quotas (Paulo comprou 30 figurinhas de jogadores de futebol. Ele

quer dar 4 figurinhas para cada um dos seus amigos. Quantos amigos vdo ganhar figurinhas?)

2

Resposta: ..EO..ckL.mam%a...:;ml.camr&xm..i..:.ﬁgoﬁmmhmﬁ................

(Reprodugao do protocolo 120, pré-teste, crianga do sexo feminino, 10 anos)

A crianga interpreta corretamente o enunciado verbal considerando a divisdo, apresenta estratégia de
resolucdo correta, entretanto, apresenta resposta que denota confusdo entre tamanho da parte e o nimero

de partes.

Pontuacio — dois: a crianca interpreta corretamente o enunciado verbal, apresenta estratégia
de resolucdo correta e explicita adequadamente a resposta. Também recebe essa pontuacao a
representacao que apresenta somente a resposta correta possivelmente derivada de um calculo
mental e que explicita o referente para quantidade. Esta resposta pode ser acompanhada ou

nao do valor do resto. Exemplos:
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Exemplo 6: Problema de divisdo por parti¢do (Ricardo comprou 57 bolinhas de gude para dar aos seus
8 amigos. Ele quer que cada amigo receba a mesma quantidade de bolinhas de gude. Quantas bolinhas de

gude cada amigo vai receber?)

oF L&

Gy 7T
(1)

Resposta: mmm\{%&%\,wmm}lm&wJ@mm

(Reprodugdo do protocolo 121, pré-teste, sexo masculino, 10 anos e 1 més)

A crianga interpreta corretamente o enunciado verbal, apresenta estratégia de resolucdo através do

algoritmo escolar da divisdo e explicita adequadamente a resposta para o enunciado do problema.

Exemplo 7: Problema de divisdo por quotas (Laura comprou 24 selos. Ela quer guardar 5 selos em cada

envelope. Quantos envelopes ela vai precisar?)

Bl B g
B

Resposta: mw—@%:kj

(Reprodugédo do protocolo 62, pds-teste, sexo masculino, 10 anos e 3 meses, GE)

A crianga interpreta corretamente o enunciado verbal, adota a estratégia de resolucdo pictografica e

explicita a resposta para o enunciado do problema.
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Exemplo 8: Problema de divisdo por quotas (Lucia comprou 27 margaridas. Ela quer colocar 3

margaridas em cada cesta. Quantas cestas ela vai precisar?)

Resposta: h%mmmm&im&mm«n%m

(Reprodugdo do protocolo 101, pos-teste, sexo feminino, 8 anos ¢ 9 meses)

A crianga apresenta resposta correta possivelmente derivada de um céalculo mental e apresenta o referente

para a quantidade, ou seja, responde corretamente a pergunta do enunciado do problema.

5.2. Problemas de Relacoes Inversas

O desempenho nos problemas envolvendo relagdes inversas foi analisado
considerando-se conjuntamente a resposta a pergunta apresentada no enunciado do problema
e a justificativa fornecida pelas criangas. Ressalta-se que, diferentemente do sistema de
analise anterior (problemas prototipicos), que envolvia a consideracdo das estratégias de
resolucdo, o sistema utilizado para analise das relagdes inversas tinha por base comparar os
valores dos divisores (uma vez que o dividendo foi mantido constante). A estratégia, quando
apresentada, contribuia para compreender a justificativa oferecida pela crianga. A seguir sao
descritas e exemplificadas as pontuagdes adotadas em func¢dao dos aspectos investigados:

resposta a pergunta do enunciado e justificativa.

Pontuacio-zero: a crianga fornece a resposta incorreta a pergunta do enunciado do problema,

com justificativa incorreta. Exemplos:
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Exemplo 9: Problema de divisdo por particdo (Marta e Pedro foram a uma papelaria e cada um comprou
40 papéis de carta. Marta quer colocar seus papéis de carta em 8 envelopes ¢ Pedro quer colocar seus

papéis de carta em 5 envelopes. Quem vai ter envelopes com mais papéis de carta, Marta ou Pedro? Por

qué?)

Resposta: .(/ QMQ??ﬁ s @ﬂf..@m&...ﬁ...mdm&m.%ma.w

(Reprodugdo do protocolo 100, pré-teste, sexo masculino, 10 anos e 5 meses, GE)

Exemplo 10: Problema de divisdo por parti¢do (Rute e Jodo foram a uma banca de revista e cada um
comprou 40 figurinhas. Jodo quer colocar suas figurinhas em 8 saquinhos e Rute quer colocar suas
figurinhas em 5 saquinhos. Quem vai ter saquinhos com mais figurinhas, Rute ou Jodo? Por qué?)
| ook Ponge o
W odeycan U § SoSeenhes LMWW
Im D Sﬁzgwmw]

' Resposta: C;fef’@ eeesssassusnenssssresasaarassassnsanss

(Reprodugdo do protocolo 47, pds-teste, sexo masculino, 8 anos e 4 meses, GC)

Em ambos os exemplos, as criangas apresentam respostas e justificativas incorretas, ndo conseguindo

fazer o julgamento das relagdes inversas quando o dividendo ¢ mantido constante. A atengfo volta-se para

um dos termos, nestes casos, o maior divisor.
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Exemplo 11: Problema de divisdo por quotas (Diogo e Paulo foram a uma loja de brinquedo e cada um
comprou 35 bolinhas de gude. Paulo quer guardar 5 bolinhas de gude em cada saquinho e Diogo quer
guardar 7 bolinhas de gude em cada saquinho. Quem vai precisar de mais saquinhos, Diogo ou Paulo? Por

qué?)

Resposta: ..IDMQ@..V»Q#..BRWMmm}m.rmq;.u“n&vﬁ.w\m.
Poule Qi Calecan MG

(Reprodugdo do protocolo 30, pds-teste, sexo feminino, 9 anos ¢ 10 meses, GC)

A crianga apresenta resposta ¢ justificativa incorretas. Observe que ao invés de escrever Diogo a crianga
escreve Diego e representa a quantidade de bolinhas que cada um dos personagens ird colocar no

saquinho. A ateng@o volta-se para um dos termos, neste caso, o maior divisor.

Pontuacdo — um: a crianca fornece a resposta correta a pergunta do enunciado do problema
podendo ou ndo fornecer uma justificativa. As justificativas, quando fornecidas, sdo incorretas
e imprecisas. Exemplos:
Exemplo 12: Problema de divisao por particdo (Marta e Pedro foram a uma papelaria e cada um comprou
40 papéis de carta. Marta quer colocar seus papéis de carta em 8 envelopes e Pedro quer colocar seus

papéis de carta em 5 envelopes. Quem vai ter envelopes com mais papéis de carta, Marta ou Pedro? Por

qué?)

Respusta: SO0, At V0, S0 i 07, L 448,
)

(Reprodugdo do protocolo 37, pré-teste, sexo masculino, 9 anos ¢ 9 meses, GC)



126

A crianga apresenta a resposta correta, ou seja, o personagem que tera envelopes com mais cartas € Pedro.
Entretanto, a justificativa mostra-se incorreta, pois ndo fornece uma explicagdo adequada sobre as

relagdes inversas entre o divisor e o quociente quando o dividendo é mantido constante. A atengdo volta-

se para um dos termos, neste caso, o valor do dividendo.

Exemplo 13: Problema de divisdo por quotas (Mario ¢ Paulo foram a uma loja de brinquedo e cada um
comprou 35 foguetes. Mario quer guardar 5 foguetes em cada saquinho ¢ Paulo quer guardar 7 foguetes

em cada saquinho. Quem vai precisar de mais saquinhos, Mario ou Paulo? Por qué?)

B9
D

14
5255

Resposta: ... Mroud

(Reprodugdo do protocolo 141, pré-teste, sexo masculino, 11 anos e 2 meses)

A crianga apresenta resposta correta, entretanto, ndo explicita a justificativa para escolha do personagem e

apresenta um procedimento de resolucdo incorreto.

Pontuagdo - dois: a crianga fornece a resposta a pergunta do enunciado do problema,

fornecendo justificativa correta. Exemplos:

Exemplo 13: Problema de divisdo por quotas (Diogo ¢ Paulo foram a uma loja de brinquedo e cada um
comprou 35 bolinhas de gude. Paulo quer guardar 5 bolinhas de gude em cada saquinho ¢ Diogo quer

guardar 7 bolinhas de gude em cada saquinho. Quem vai precisar de mais saquinhos, Diogo ou Paulo? Por

qué?)

Resposta: §... Ll Qb oniteesiliulin D200 o Gyt TAO B
—(f‘l‘cﬂ—‘:mw - t";' LG &

(Reprodugdo do protocolo 80, pds-teste, sexo feminino, 9 anos e 4 meses, GE)
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Exemplo 14: Problema de divisdao por quotas (Mério e Paulo foram a uma loja de brinquedo e cada um
comprou 35 foguetes. Mario quer guardar 5 foguetes em cada saquinho e Paulo quer guardar 7 foguetes

em cada saquinho. Quem vai precisar de mais saquinhos, Mario ou Paulo? Por qué?)

& 0 OXUR

/D ) A OCYS ﬂw _!}.(n? Sp
500 GodR ot SV PRLEVPNE RIS ' O

- Resposta: MQM..Q m;m mwgmh:&otr yé?

(Reprodugdo do protocolo 116, pré-teste, crianga do sexo feminino, 9 anos e 8 meses)

Exemplo 15: Problema de divisdo por particdo (Marta e Pedro foram a uma papelaria e cada um comprou
40 papéis de carta. Marta quer colocar seus papéis de carta em 8 envelopes e Pedro quer colocar seus

papéis de carta em 5 envelopes. Quem vai ter envelopes com mais papéis de carta, Marta ou o Pedro? Por

| fvou_\

&/

qué?)

WL,_

(0

Resposta: pMﬁWMMW Ty -
Ay 22490 dnpaitd o fOro

(Reprodugdo do protocolo 123, pré-teste, crianca do sexo masculino, 12 anos e 2 meses)
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Exemplo 16: Problema de divisdo por parti¢do (Rute e Jodo foram a uma banca de revista e cada um
comprou 40 figurinhas. Jodo quer colocar suas figurinhas em 8 saquinhos e Rute quer colocar suas

figurinhas em 5 saquinhos. Quem vai ter saquinhos com mais figurinhas, Rute ou Jodo? Por qué?)

Resposta: M.E.z?%f RiciResetarnbilfes R R Rl iR besdriinendodiie
08 ot w;éw W/.Hf'-"'ﬁ @A I;ﬁ"a.mz.-; Vil e W=

ac ;[thc 23D -

(Reprodugdo do protocolo 100, pos-teste, crianga do sexo masculino, 10 anos e 5 meses, GE)

Observa-se nesses exemplos (13, 14, 15 e 16) que as criangas compreendem a relagdo inversa entre o

divisor ¢ o quociente quando o dividendo ¢ mantido constante, uma vez que fornecem respostas corretas

com justificativas que demonstram a compreensdo das relagdes de covariacdo entre os termos da divisao.

Um total de 3672 problemas foi analisado (2472 no pré-teste ¢ 1200 no pos-teste) e
classificado a partir de julgamentos independentes de dois juizes cujo percentual de
concordancia no pré-teste foi de 92% e no pods-teste foi de 97.5%. Os julgamentos
discordantes foram analisados por um terceiro juiz, também independente, cuja classificagdo

foi considerada final.

5.3. Resultados

Os dados foram analisados a partir de dois tratamentos estatisticos. No primeiro
tratamento, analise ndo-paramétrica, utilizaram-se os testes U de Mann- Whitney, para analise
intergrupo, e o teste Wilcoxon, para analise intragrupo. No segundo tratamento, optou-se pela
Andlise Escalonar Multidimensional com Coeficiente de Monoticidade (MONCO) que
constr6i uma representacdo geométrica dos dados num espaco Euclidiano, de
dimensionalidade minima, em que as varidveis passam a ser representadas graficamente por

pontos, cuja localiza¢do na projecdo indica o grau de correlacdo entre elas, plotando-as de
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forma que a estrutura dos dados permanece inalterada. A correlagdo entre as variaveis sera
maior quanto mais proximos estiverem os pontos na proje¢ao.

Optou-se pelos dois tratamentos estatisticos porque estes evidenciam as diferengas
inter e intragrupos: (a) o primeiro compara as médias por postos, propiciando uma analise
mais geral (Analise Nao-Paramétrica); (b) o segundo (Analise Multidimensional) examina as
relacdes entre todas as variaveis, como elas se estruturam e como as variaveis externas (grupo
controle e grupo experimental) se relacionam com essa estrutura de dados, permitindo uma
analise mais profunda, coadunando varidveis em uma unica projecao que aponta com precisao

as diferengas apresentadas no primeiro tratamento estatistico.

5. 3. 1. Analise Nao-Paramétrica

Os dados foram analisados em funcdo de duas varidveis: problemas prototipicos
(tipicos escolares) e problemas de relagdes inversas. Os problemas prototipicos sao analisados
em funcao do desempenho geral e do desempenho por tipo de problema (particao e quotas).
Os problemas de relagdes inversas foram analisados apenas em func¢ao do desempenho geral,
uma vez que foram apresentados apenas dois problemas, um de divisdo por particdo e um de
divisdo por quotas, em cada fase (pré e pos-testes).

Inicialmente, sdo apresentados conjuntamente os resultados gerais em fun¢do do
desempenho no pré e no poés-teste. O desempenho geral apresentado no pré-teste foi adotado
como um dos critérios para alocar as criangas nos grupos controle e experimental. Em
seguida, sdo apresentados os resultados correspondentes as duas variaveis investigadas:

[ ~ . 2
problemas prototipicos e problemas de relagdes inversas™.

%0 grupo controle sera denominado GC e o grupo experimental sera denominado GE.
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5.3.1.1. Desempenho geral

O desempenho geral no pré-teste e pos-teste gerais em relagdo aos grupos ¢

apresentado na Tabela 1.

Tabela 1- Freqii€ncia e percentual (entre parénteses) de desempenho por grupo (GC e GE) no pré-

teste e pos-teste gerais.

Grupo Controle Grupo Experimental
Pontuacio (n=600) (n=600)

Pré Pés Pré Pés

Zero 372 355 368 108
(62%) (59%) (61%) (18%)

um 186 177 196 260
(31%) (30%) (33%) (43%)

dois 42 68 36 232
(7%) (11%) (6%) (39%)

Em termos gerais, como pode ser observado na Tabela 1, no pré-teste, as criangas dos
dois grupos apresentam desempenhos semelhantes, obtendo um percentual bastante elevado
de respostas incorretas (62% e 61%, respectivamente controle e experimental) e um
percentual pouco expressivo de respostas corretas, grupo controle 7% e grupo experimental
6%. O teste U de Mann-Whitney confirma que os grupos ndo diferem significativamente no
pré-teste (Z =-0.042; p = 0.967).

No pds-teste, constata-se uma melhora no desempenho em ambos os grupos,
entretanto, observa-se que as criangas que foram submetidas a intervengdo apresentam um
percentual maior de respostas corretas (GE: 39% e GC: 11%), de respostas que receberam um
ponto (GE: 43% e GC: 30%) e um percentual menor de respostas incorretas (GE: 18% e GC:
59%) quando comparado ao desempenho das criancas do grupo controle. Esses resultados
foram confirmados pelo teste U de Mann-Whitney que evidenciou diferenca significativa

entre o desempenho das criangas do grupo controle e do grupo experimental no pds-teste,
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observando-se um desempenho superior das criancas do grupo experimental em relagdao as
criangas do grupo controle (Z=-6.407, p = 0.000).

Observa-se também, no pds-teste, que as criangas do grupo experimental reduziram o
percentual de respostas incorretas de 61% para 18% e aumentaram o percentual de respostas
que receberam pontuacdo um (interpretacdo correta do enunciado verbal considerando a
divisdo) de 33% para 43% e a pontuacdo dois (resposta correta) de 6% para 39%. Em
contraste, as criancas do grupo controle, no pos-teste, apresentaram percentuais aproximados
de respostas incorretas quando comparado ao pré-teste (62% e 59%, respectivamente) ¢ uma
melhora pouco expressiva no numero de respostas corretas de 7% para 11%, respectivamente
pré-teste e pos-teste.

Comparagdes entre o pré-teste e pds-teste em cada grupo foram feitas através do teste
Wilcoxon. Como mostra a Tabela 1, ndo foram detectadas diferengas significativas entre o
pré-teste e o pos-teste das criangas do grupo controle (Z = -1.373; p = 0.170). Entretanto, no
grupo experimental foram detectadas diferencgas significativas entre o pré-teste e o pos-teste
(Z = -5.948; p = 0.000). Isso ocorreu porque no pré-teste havia um percentual elevado de
respostas incorretas, ¢ apos a intervencao as criangas do grupo experimental ampliaram o
percentual de respostas corretas e de respostas que receberam a pontuagdo um, demonstrando
ter adquirido uma maior compreensdo acerca das situagdes que envolvem a divisdo, indicando

um efeito positivo da intervencao realizada.

5.3.1.2. Problemas Prototipicos

Os problemas prototipicos sdo analisados em fungdo do desempenho geral e do

desempenho por tipo de problema (partigdo e quotas). A Tabela 2 ilustra o desempenho geral

observado em ambos 0s grupos no pré-teste e no pds-teste.



132

Tabela 2- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de desempenho nos problemas prototipicos por

grupo (GC e GE) no pré-teste e pos-teste gerais.

Grupo Controle Grupo Experimental
Pontuacao (n=500) (n=500)
Pré Pés Pré Pés
Zero 283 282 275 80
(56.6%) (56.4%) (55%) (16%)
um 178 160 189 229
(35.6%) (32%) (37.8%) (45.8%)
dois 39 58 36 191
(7.8%) (11.6%) (7.2%) (38.2%)

De modo geral, constata-se que as criangas de ambos os grupos no momento do pré-
teste apresentam desempenhos bastante aproximados quando resolvem problemas
prototipicos, embora as criangas do grupo controle apresentem um percentual maior de
respostas incorretas (pontuagdo zero) do que as criangas do grupo experimental (56.6% e
55%, respectivamente).

Diferentemente do pré-teste, no pds-teste, observa-se que as criangas que foram
submetidas a interven¢do diminuiram o percentual de respostas incorretas (GE 16% e GC
56.4%), ampliaram o percentual de respostas corretas (GE 38.2% e GC 11.6%) e de respostas
que receberam um ponto (GE 45.8% e GC 32%) quando comparados os percentuais
apresentados pelas criangas do grupo controle. O teste U de Mann-Whitney aplicado aos
dados no pré-teste e no pds-teste, separadamente, mostrou que no pré-teste ndo havia
diferencas significativas entre os grupos (Z = -0.174; p = 0.862); enquanto que no pos-teste
foram observadas diferencas significativas (Z = -5.774; p = 0.000), com vantagem para o
grupo experimental.

Comparagdes entre o pré-teste e o pds-teste em cada grupo mostraram que as criangas
do grupo experimental aumentaram o niimero de respostas corretas de 7.2% para 38.2% e
diminuiram o percentual de respostas incorretas de 55% para 16%. Ja as criangas do grupo

controle continuam apresentando percentuais relativamente aproximados de respostas
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incorretas (56.6% e 54.6%, pré e pos-testes respectivamente) e apresentam um percentual
melhor de respostas corretas de 7.8% para 11.6% quando comparado o pré-teste com o pds-
teste. E possivel que o aumento no percentual de respostas corretas apresentado pelo grupo
controle esteja relacionado ao fato de que no segundo momento de testagem (pds-teste) as
criangas apresentam a resposta para o enunciado do problema, haja vista que existe um
percentual menor de respostas que receberam pontuagdo um (pré-teste: 35.6% e pds-teste:
32%) neste mesmo grupo. Como comentado no sistema de andlise, as resolu¢des que nao
apresentam resposta para o enunciado ndo receberam a pontuagdo maxima (dois), porque
faltam informagoes que expliquem a resposta da crianga.

Embora se observe uma diferenca entre o pré-teste e o pds-teste do grupo controle,
esta diferenga ndo foi significativa, como demonstrado pelo teste Wilcoxon (Z = -0.662; p =
0.508). Por outro lado, este mesmo teste aplicado ao grupo experimental revelou existir
diferengas significativas entre o pré-teste e o pds-teste (Z= -5.948; p 0.000). Como mostra a
Tabela 2, as criangas que foram submetidas a interven¢ao (GE) apresentam um melhor
desempenho no pos-teste, ampliando os percentuais de respostas corretas e de respostas com
pontuacdo um (interpretacdo correta do enunciado verbal considerando a divisdo) e,
sobretudo, reduzindo o percentual de respostas incorretas, o que demonstra a eficacia da
intervengao realizada.

Buscou-se investigar se o desempenho nos problemas prototipicos estaria associado ao

tipo de problema (parti¢do e quotas), sendo isso ilustrado na Tabela 3.
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Tabela 3- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de desempenho em cada tipo de problema por

grupo (GC e GE) no pré-teste e pos-teste gerais.

Grupo Controle Grupo Experimental
Pontuacio (n= 250) (n= 250)
Pré Pos Pré Pos
Particdo Quotas Particio Quotas Particio Quotas Particio Quotas
Zero 138 145 137 145 130 145 40 40
(55.2%) (58%) (54.8%) (58%) (52%) (58%) (16%) (16%)
um 90 88 77 83 93 96 115 114
(36%) (35.2%) (30.8%) (33.2%) (37.2%) (38.4%) (46%) (45.6%)
dois 22 17 36 22 27 9 95 96

(8.8%) (6.8%) (14.4%) (8.8%) (10.8%) (3.6%) (38%) (38.4%)

Em termos gerais, observa-se no pré-teste que as criancas de ambos os grupos
apresentam mais acertos nos problemas de divisdo por particdo (GC: 8.8% e GE: 10.8%) do
que nos problemas de divisao por quotas (GC: 6.8% e GE: 3.6%) e apresentam um percentual
maior e igual de respostas incorretas nos problemas de divisdo por quotas (58% para ambos os
grupos). O teste U de Mann-Whitney mostrou que ndo havia diferencas significativas entre os
grupos quer nos problemas de divisdo por parti¢do (Z=-0.639; p = 0.523) quer nos problemas
de divisdo por quotas (Z=-0.177; p = 0.859).

No pos-teste, as criangas do grupo controle continuam apresentando o mesmo
desempenho fraco que apresentavam no pré-teste. Essas criangas apresentam mais acertos nos
problemas de divisdo por particdo (14.4%) do que nos problemas de divisdo por quotas
(8.8%) e tendem a apresentar percentuais maiores de respostas incorretas nos problemas de
divisdo por quotas (58%). Por outro lado, as criangas do grupo experimental aumentam o
percentual de respostas corretas em ambos tipos de problemas (38% e 38.4%, respectivamente
particdo e quotas) e diminuem os percentuais de respostas incorretas (16% para ambas). O
teste U de Mann-Whitney confirma esses resultados revelando diferencas significativas entre

os grupos tanto nos problemas de divisdo por parti¢do (Z = - 4.923; p = 0.000) como nos
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problemas de divisdo por quotas (Z= -5.702; p = 0.000), enfatizando o efeito positivo da
intervengao desenvolvida.

Quando se compara, através do Wilcoxon, o desempenho do grupo controle no pré e
no pos-testes, ndo se observa diferencas significativas em relagdo aos problemas de quotas
(Z=-0.655; p = 0.512) nem em relagdo aos problemas de divisdo por particdo (Z= -0.620; p =
0.535). Em contraste, observa-se que as criangas do grupo experimental além de ampliar o
percentual de respostas corretas e diminuir o percentual de respostas incorretas no pos-teste,
passam a demonstrar um equilibrio melhor no desempenho em relagdo aos tipos de problemas
(particdo e quotas). Esses resultados foram confirmados pelo teste Wilcoxon que identificou
diferencas significativas entre o pré-teste e o pos-teste em ambos tipos de problemas (parti¢ao
Z=-5.681; p = 0.000 e quotas Z= -5.519; p = 0.000). Os resultados indicam que as criangas
que foram submetidas a intervencdo ampliaram o desempenho no pds-teste e que seus efeitos

sdo semelhantes para ambos os tipos de problemas.

5.3.1.3. Problemas de Relac¢des Inversas

A Tabela 4 mostra o desempenho nos problemas envolvendo as relagdes inversas no

pré e no pos-testes gerais.

Tabela 4- Freqiiéncia e percentual (entre parénteses) de desempenho nos problemas de relagdes

inversas por grupo (GC e GE) no pré-teste e pds-teste gerais.

Grupo Controle Grupo Experimental
Pontuacio (n=100) (n=100)
Pré Pés Pré Pés
Zero 89 73 93 28
(89%) (73%) (93%) (28%)
um 8 17 7 31
(8%) (17%) (7%) (31%)
dois 3 10 0 41

(3%) (10%) (0%) (41%)
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No pré-teste, constata-se que ambos o0s grupos apresentam um percentual
relativamente aproximado e bastante expressivo de respostas incorretas (89% e 93%,
respectivamente GC e GE). Nota-se, ainda, que apenas as criangas do grupo controle
apresentam respostas corretas (3%) e um percentual maior, embora relativamente proximo, de
respostas que receberam pontuagdo um quando comparado ao percentual de desempenho das
criangas do grupo experimental (8% e 7%, respectivamente). Essas diferencas, entretanto, nao
foram significativas, como revela o teste U de Mann-Whitney (Z=-1.131; p = 0.258).

Por outro lado, observa-se que no pds-teste ocorre uma alteragdo do padrio
apresentado no pré-teste. As criangas do grupo controle continuam apresentando um elevado
percentual de respostas incorretas (GC 73% e GE 28%) e um percentual menor de respostas
corretas (GC 10% e GE 41%) e de respostas que receberam pontuagdo um (GC 17% e GE
31%) quando comparado as criangas do grupo experimental. O teste U de Mann-Whitney
evidenciou diferengas significativas entre os grupos (Z= -5.510; p = 0.000), com vantagem
para o grupo experimental.

Quando comparado o desempenho do pré-teste com o pos-teste, constata-se que as
criancas de cada grupo apresentaram um percentual maior de respostas corretas e de respostas
que receberam pontuacdo um. As criangas do grupo experimental que ndo haviam acertado
nenhum problema no pré-teste, passam a fazé-lo no pos-teste (41%). Estas, além de diminuir
o percentual de respostas incorretas de 93% para 28%, passam a oferecer um percentual maior
de respostas que receberam pontuagdo um (de 7% para 31%). Nota-se, também, que as
criangas do grupo controle ampliam o percentual de respostas corretas (de 3% para 10%) e de
respostas que receberam pontuagdo um (de 8% para 17%), e diminuiram o percentual de
respostas incorretas (de 89% para 73%). O teste Wilcoxon revelou que as diferencas entre o
pré-teste e o poOs-teste sdo significativas tanto para o grupo experimental (Z= -5.829; p =

0.000) como para o grupo controle (Z=-3.125; p = 0.002).
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Esses resultados indicam que ambos os grupos, no poés-teste, apresentam um
desempenho melhor ao observado no pré-teste e que as criangas que foram submetidas a
intervengdo apresentam um desempenho mais expressivo do que aquelas que nao foram

submetidas.

5.3.2. Analise Multidimensional

O uso de analises escalonares multidimensionais® (MDS) tém sido utilizadas com
maior freqii€ncia nos ultimos anos na area de psicologia (CANTER, 1977; 1983; COOMBS;
DAWES; TVERSKY, 1970; DANCER, 1990; FOA, 1965; ROAZZI; MONTEIRO, 1995;
ROAZZI; WILSON; FEDERICCI, 1995; ROAZZI; LOUREIRO; MONTEIRO, 1996;
ROAZZI; DIAS, 2001) porque proporcionam uma representagao espacial ou geométrica das
relagdes entre um conjunto de variaveis plotadas em um unico mapa, o que torna possivel
uma interpretagdo mais precisa acerca das distancias entre as variaveis e suas inter-relagdes. O
que importa ¢ a estrutura subjacente as relagdes entre todas as variaveis, que nao ¢ possivel de
serem examinadas em estatisticas tradicionais, tanto paramétricas como nao-paramétricas.
Neste tratamento estatistico, os dados nao sao submetidos a nenhuma transformacgao, sao
tratados em sua forma bruta, respeitando suas particularidades qualitativas. Segundo Roazzi e
Dias (2001, p. 157), a principal vantagem das analises escalonares multidimensionais (MDS)
“[...] é possibilitar que o investigador quantifique e descreva de forma precisa fendmenos
psicologicos extremamente complexos que ndo poderiam ser acessiveis através dos métodos

de analises tradicionais.”

¥ Maiores informagdes acerca da analise escalonar multidimensional (Multidimensional Scalogram Analysis)
pode ser obtida em Shye (1985); Souza (1988); Bayley (1974); Bloombaum (1970); Borg e Lingoes (1987);
Lingoes (1985); Guttman (1965) e Zvulun (1978).
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Nesta investigagdo, a estrutura relacional refere-se a resolugdo de problemas
envolvendo a operacdo de divisdo. As questdes norteadoras desta andlise sdo: Existem
diferengas nesta estrutura em funcao dos tipos de problemas: prototipicos (tipicos escolares) e
de relacdes inversas? Qual ou quais as mudangas propiciadas pela intervengao realizada?

Visando avaliar a estrutura relacional entre os diferentes problemas apresentados (pré
e pobs-testes) em fungdo dos problema prototipicos e relagdes inversas, e dos tipos de
problema (particio e quotas) foram realizadas andlises multidimensionais denominadas
Analise da Estrutura de Similaridade (Similarity Structure Analysis - SSA)™. Esta analise ¢
considerada um escalonamento multidimensional ndo métrico, no qual o principio

fundamental é de proximidade. De acordo com Roazzi e Dias (2001, p 167) nesta analise os

[...] pontos representando as variaveis sdo projetados num espaco, de modo que
quanto maior for a correlagdo entre duas variaveis mais proximas elas se localizardo
no espaco de projecdo e vice-versa, criando-se, assim ‘regides de contigiiidade ou
regides de descontinuidade’ representando espacialmente as correlagdes entre os
itens. As hipoteses iniciais sdo assim transformadas em hipéteses regionais, visto
que se objetiva encontrar regides de itens na configuragdo — SSA que correspondem
aos elementos das facetas consideradas. Se para uma faceta um conjunto de regides
ndo ¢ observado, entdo ndo existe evidéncia empirica por aquela faceta.

Importante ressaltar que os procedimentos do SSA diferem dos outros métodos MDS
porque nao impde ortogonalidade nos dados, como ocorre, por exemplo, na andlise fatorial.
No caso da SSA, a estrutura dos dados emerge a partir dos proprios dados. (ROAZZI, 1995;

ROAZZI; DIAS, 2001).

5.3.2.1. Resultados

A Tabela 5 ilustra o desempenho apresentado pelos grupos em cada um dos problemas

nas duas fases (pré e pos-testes).

30 Mais informagdes a este respeito ver Roazzi (1995, 1999)
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Tabela 5 - Freqiiéncia de desempenho em cada problema por grupo (GC e GE) no pré-teste e pds-teste

gerais.
Grupo Controle Grupo Experimental
Tipos de N° Pré Pos Pré Pés
problemas Zero um dois  zero um dois | zero um dois  zero um dois
1 25 23 2 28 17 5 24 20 6 13 18 19
3RI 45 3 2 35 9 6 47 3 0 16 9 25
Particho 5 27 19 4 28 18 4 |28 21 1 7 28 15
6 30 15 5 30 11 9 28 14 8 8 21 21
8 26 14 10 27 14 9 22 19 9 5 20 25
12 30 19 1 24 17 9 28 19 3 7 28 15

Total 183 93 24 172 86 42 | 177 96 27 56 124 120

2 27 22 1 29 18 3 29 20 1 11 33 6
4 31 13 6 27 16 7 32 13 5 10 18 22
Quotas 7 28 20 2 27 20 3 28 22 0 7 19 24
9RI 44 5 1 38 8 4 46 4 0 12 22 16
10 30 17 3 31 15 4 28 22 0 6 22 22
11 29 16 5 31 14 5 28 19 3 6 22 22
Total 189 93 18 183 91 26 | 191 100 9 52 136 112

Nota: RI = Problema de Relagdo Inversa

Em relagdo ao pré-teste, foi computado um SSA considerando como variaveis o
desempenho nos 12 problemas do grupo controle e o desempenho nos 12 problemas do grupo
experimental. A Figura 3 ilustra a projecdo das relacdes entre este conjunto de varidveis no

pré-teste.
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Particdo e Quotas
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Relagdes Inversas

ERIL Q9
Coordenada 1 versus 2 da analise tridimensional

Coeficiente de alienacdo: 018

Figura 3. Analise SSA dos 12 problemas tanto do Grupo de Controle (C) como do Grupo

Experimental (E) na fase de Pré-teste’’.

Uma inspe¢do visual da proje¢do indica que ndo existe uma clara diferenciacio
estrutural entre o desempenho do grupo controle e o desempenho do grupo experimental no

pré-teste. Nao € possivel localizar os dois grupos em regides separadas na proje¢ao. Por outro

3! Convengdes adotadas nas projegdes: E = Grupo Experimental; C = Grupo de Controle; P = Problema de
divisdo por partigdo; Q = Problema de divisdo por quotas e RI = Problema de relagdes inversas.
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lado, quando se considera os tipos de problemas apresentados (prototipicos: parti¢ao e quotas,
e os problemas de relagdes inversas), observa-se a existéncia de uma diferenciagdo entre eles,
haja vista que os problemas de relacdes inversas (RI) encontram-se separados dos demais
problemas na parte inferior da projecdo. Considerando-se apenas os problemas prototipicos,
observa-se que ndo existe uma clara diferenciag@o entre os problemas de divisdo por parti¢ao
e os problemas de divisdo por quotas.

Com relagdo aos problemas prototipicos, observa-se que o problema 12 (parti¢io)™
aparece bem no centro do agrupamento com uma maior intercorrelagdo entre o desempenho
do GE e do GC; enquanto que o problema 8 (parti¢do)® aparece mais isolado dos demais
(mais proximo a parte inferior da projecdo), onde percebe-se uma correlagdo entre o
desempenho dos dois grupos (GC e GE). Como pode ser observado na Tabela 5, as criancas
apresentam um numero elevado de respostas incorretas no problema 12 (parti¢do), com
apenas trés respostas corretas no grupo experimental € uma resposta correta no grupo
controle; enquanto que o problema 8 (parti¢do) destaca-se por receber um nimero maior de
respostas corretas por parte dos dois grupos (GC: 10 e GE: 9 respostas corretas) em relagao a
todos os problemas apresentados. Com base na projecao infere-se que o fato de um problema
ser ou ndo dificil ndo estaria necessariamente associado aos tipos de problemas (partigdo e
quotas), haja vista que nesta proje¢do o problema mais dificil e o mais facil pertencem ao
mesmo tipo de problema (divisdo por parti¢do). E possivel que o fato do problema ser mais
facil ou mais dificil esteja atrelado ao tamanho do dividendo, uma vez que o problema 12

apresenta como dividendo o numero 57 e o problema 8, como dividendo o nimero 28.

32 Ricardo comprou 57 bolinhas de gude para dar aos seus 8 amigos. Ele quer que cada amigo receba a mesma
quantidade de bolinhas de gude. Quantas bolinhas de gude cada amigo vai receber?

33 Pedro comprou 28 carrinhos e quer coloca-los em 7 caixas. Ele quer que cada caixa receba a mesma
quantidade de carrinhos. Quantos carrinhos ele vai colocar em cada caixa?
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Quando foram computadas no SSA as variaveis de desempenho nos 12 problemas,
tanto do grupo controle como do grupo experimental, no pos-teste, constata-se uma alteracao

na estrutura (ver Figura 4).

E RIP3

Experimental
ERLQY

E Q11
C P12

C P
Controle EQ4 Egmw

C P38

E P12

EF3 E Q7
CQIlcps C_Q7 FPg

P E P3

CRILQD
c o4 K o0

%\E_Fl
C_d C RIP3

Coordenada 1 versus 2 da analise tndimensional
Coeficiente de alienagfo: 0,12

C 01l

Figura 4. Analise SSA dos 12 problemas tanto do Grupo de Controle (C) como do Grupo Experimental
(E) na fase de Pos-teste.
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Uma inspecao visual da projecao indica que existe uma clara diferenciagao estrutural
de tipo axial entre o desempenho do grupo controle e do grupo experimental no pds-teste. Os
problemas do grupo experimental encontram-se localizados em regides claramente distantes
do grupo controle indicando claramente o efeito da intervencdo. Observa-se, na projecao
relativa ao pos-teste das criangas do grupo experimental, que as localizagdes dos problemas se
encontram separadas em duas regides. Na parte superior encontram-se os problemas de
relacdes inversas e na parte intermedidria e inferior os problemas prototipicos, indicando que
existe uma diferenciagdo entre eles. Isso talvez se explique pelo fato de que a intervengao teve
um efeito maior sobre os problemas prototipicos (particdo e quotas) do que sobre os
problemas envolvendo as relagdes inversas. Observa-se, ainda, na regido do grupo
experimental, que os problemas de divisdo por quotas se encontram mais associados entre si
do que os problemas de divisdao por parti¢ao, indicando que existe menos diferenga entre este
tipo de problema do que para os problemas de divisdo por particdo. Nota-se, também, que o
problema 2 (quotas)™* aparece afastado dos demais problemas de divisio por quotas e mais
préximo ao problema 1 (parti¢do)’. Como observado na Tabela 5, dentre os problemas
prototipicos os problemas, 1 e 2 foram os problemas em que as criangas do grupo
experimental tiveram certa dificuldade. E possivel que isto esteja relacionado ao tamanho do
divisor, haja vista que sete e nove foram os maiores divisores apresentados nos problemas
prototipicos.

Em relagdo a projecdo das criangas do grupo controle observa-se que o desempenho
nos problemas encontra-se mais agrupado entre si do que no grupo experimental no que se
refere aos problemas prototipicos (particdo e quotas), indicando que ha menos diferenca de

desempenho para esse tipo de problema do que para os problemas de relagdes inversas, os

34 Problema 2: divisdo por quotas - Uma loja de brinquedos recebeu 55 ursinhos que serdo vendidos em pacotes
com 9 ursinhos em cada um. Quantos pacotes serdo montados?

*Problema 1: divisdo por parti¢do - Jodo foi a uma loja de brinquedo e comprou 25 avides para dar aos seus 7
filhos. Ele quer que cada filho receba a mesma quantidade de avides. Quantos avides cada filho vai receber?
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quais se encontram mais afastados e localizados na regido do grupo experimental. O fato dos
problemas de relagao inversa do grupo controle aparecerem na regido do grupo experimental
pode ser atribuido ao fato de que as criangas do grupo controle melhoram o desempenho na
segunda fase de testagem. Observa-se, ainda, que os problemas que apresentam restos maiores
do que um (dois ou quatro) encontram-se mais associados entre si [problema 10 (quota);
problema 5 (parti¢do); problema 7 (quota) e problema 1 (parti¢do)], indicando existir uma
correlacdo maior entre eles. Como pode ser observado na Tabela 5, as criangas do grupo
controle apresentam no poés-teste um desempenho inferior nos problemas com resto quando
comparado aos problemas sem resto. Os dois problemas que apresentam resto (um)
[problemas 2 quota e 12 particio)’®], para as criancas do grupo controle, encontram-se
afastados dos demais problemas indicando uma dissimilaridade entre os dois problemas. E
possivel que tal dissimilaridade esteja associada ao tamanho do dividendo. O que nos leva a
inferir que o fato do problema ser ou nao dificil ndo estaria necessariamente associado ao tipo
de problema, haja vista que dois aspectos parecem influenciar no desempenho das criancas
que nao foram submetidas a intervengao: o tamanho do resto e o tamanho do dividendo.

Na Figura 5 foi computado, no mesmo mapa de proje¢do, o desempenho dos 12
problemas nas duas fases (pré e pods-testes) tanto do grupo controle como do grupo

experimental.

36 Problema 2: divisdo por quotas - Uma loja de brinquedos recebeu 55 ursinhos que serdo vendidos em pacotes
com 9 ursinhos em cada um. Quantos pacotes serdo montados?

Problema 12 : divisdo por parti¢do - Vovd comprou 57 canetinhas para dar as suas 8 netas. Ele quer que cada
neta receba a mesma quantidade de canetinhas. Quantas canetinhas cada neta vai receber?
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Coordenada 1 versus 2 da analise tridimensional
Coeficiente de alienagdo: 0.20

Figura 5. Analise SSA dos 12 problemas tanto do Grupo de Controle (C) como do Grupo

Experimental (E) tanto na fase de Pré-teste como na fase de Pés-teste

Nota: Significado de cada um dos niimeros que aparecem na Figura 5.

N° Significado N° Significado N° Significado N° Significado
1 C Pr 1p 13 E Pr 1p 25 C Po 1p 37 E Po 1p
2 C Pr 2q 14 E Pr 2g 26 C Po 2q 38 E Po 2qg
3 C Pr RI P 15 E Pr RI P 27 C Po RI P 39 E Po RI P
4 C Pr 4q 16 E Pr 4g 28 C Po 4q 49 E Po 4qg
5 C Pr 5p 17 E Pr 5p 29 C Po 5p 41 E Po 5p
6 C Pr 6p 18 E Pr 6p 30 C Po 6p 42 E Po 6p
7 C Pr 7q 19 E Pr 7q 31 C Po 7q 43 E Po 7qg
8 C Pr 8p 20 E Pr 8p 32 C Po 8p 44 E Po 8p
9 C Pr RI Q 21 E Pr RI Q 33 C Po RI Q 45 E Po RI Q

10 C pPr 10g 22 E Pr 10g 34 C Po 10g 46 E Po 10g

11 C Pr 1lg 23 E Pr 1lg 35 C Po 1llg 47 E Po 1llg

12 C Pr 12p 24 E Pr 12p 36 C Po 12p 48 E Po 12p
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Uma inspeg¢ao visual da projecao (ver Figura 5) confirma as projecdes anteriores de
que ndo existem diferencgas estruturais entre os grupos controle e experimental no pré-teste,
ambos encontram-se agrupados em uma Unica regido na parte inferior da proje¢do. Observa-
se, novamente, que no pré-teste os problemas prototipicos e os problemas envolvendo
relacdes inversas encontram-se separados dos demais problemas formando uma regido
demonstrando existir uma diferenciacao entre estes dois tipos de problemas. Por outro lado,
esta mesma proje¢do indica que por ocasido do pods-teste existe uma diferenciagdo mais
acentuada entre os dois grupos (GC e GE), haja vista que os mesmo estdo agrupados em duas
regides distintas na parte mediana, GE do lado esquerdo e GC do lado direito da proje¢ao. O
grupo experimental novamente encontra-se separado do grupo controle indicando claramente
o efeito da intervengdo, haja vista que o grupo experimental encontra-se agrupado entre si em
uma unica regido, indicando que a intervencdo teve um efeito positivo para os dois tipos de
problemas (prototipicos e relagdes inversas), embora seja possivel agrupa-los em regides
separadas: a dos problemas prototipicos (parti¢do e quotas) e a dos problemas que envolvem
relacdes inversas. Percebe-se também, no pods-teste que o problema 12 (particdo, n° 48)
aparece mais afastado dos demais problemas ¢ mais proximo a regido do pré-teste. Isto talvez
ocorra porque as criancas apresentam um desempenho pior quando o par numérico®’ é grande
(57+8 =) e como ja alegado a dimensao tamanho do dividendo e divisor parece influenciar no
desempenho.

Nas projegdes relativas ao grupo controle, no pds-teste, constata-se que as localiza¢des
entre as duas variaveis envolvendo problemas de relagdes inversas estdo mais proximas entre
si (n® 33 e n°® 27) e localizadas na regido dos problemas de relagdes inversas. Percebe-se,
ainda, que o n°® 33 [problema 9 (quota)] encontra-se na regido do pos-teste; enquanto o
problema n°® 27 [problema 3 (particdo) na regido do pré-teste. Observa-se, também, que o n°

33 [problema 9 (quota)] e o n° 46 [problema 10 (quota)] mostram-se bastante associados entre

37 Par numérico refere-se as quantidades presentes nos problemas (dividendo e divisor)
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si. Isso talvez se explique pelo fato de que em ambos os problemas (9 e 10) o divisor cinco
encontra-se presente. Nota-se, também, que os n° 34 (problema 10 quota), n°® 30 (problema 6
particdo) e n° 35 (problema 11 quota), no pods-teste, para as criangas do grupo controle,
mostram-se bastante associados entre si e mais proximos da regido do pré-teste. E possivel
que esta aproximacao esteja relacionada ao fato desses trés problemas terem como divisor o
nimero cinco ¢ que o desempenho nestes trés problemas foi semelhante no pré-teste (ver
Tabela 5).

Nesta investigacdo a “técnica das variaveis externas como pontos” foi utilizada para
examinar a relagdo da variavel grupo (controle e experimental) e fase (pré e pos-testes) com a
estrutura de desempenho em problemas de divisdo (ver Figura 6). Esta técnica possibilita
integrar sub-populagdes nos mapas ou proje¢des MDS, por exemplo, permite localizar
espacialmente varidveis externas (os dois grupos) como pontos representados na projec¢ao
SSA que permanece inalterada. Assim, no lugar de analisar diferentes mapas SSA, um para
cada subgrupo, ¢ produzido um unico mapa integrado, representando, a0 mesmo tempo, a
estrutura desempenho em problemas de divisao e os dois subgrupos (controle e experimental).
Ap6s ter produzido o mapa SSA representando as correlagdes entre os varios problemas
(variaveis desempenhos), os dois subgrupos (controle e experimental) ou fase (pré-teste e pos-
teste), eram introduzidos no mesmo mapa sem que fosse modificada a localizagdo das
variaveis (desempenhos originais).

Para gerar um Unico mapa integrando todas informagdes (varidveis desempenhos e
variaveis externas) foram criadas as duas variaveis “dummy” a partir da variavel grupo. A
variavel grupo apresentava duas categorias, cada uma correspondendo a um grupo — 1 para
grupo controle e 2 para grupo experimental. A partir desta Unica variavel, foi construido duas
variaveis dicotdmicas tipo “dummy variables”. Assim, a variavel grupo controle é uma copia

da variavel original grupo na qual a categoria 1 (grupo controle) permanece com a categoria 1
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(sim) e a categoria 2 (grupo experimental) ¢ modificada para 0 (ndo). De forma similar, a
variavel grupo experimental ¢ uma copia da varidvel original grupo na qual a categoria 2
(grupo experimental) ¢ modificada para categoria 1 (sim) e a categoria 1 (grupo controle) ¢
modificada para 0 (ndo). O principio geral é que a varidvel externa precisa ser construida na
mesma dire¢do da varidvel interna desempenho em problemas de divisdo. Assim, se as
variaveis internas (desempenho) aumentam de negativo para positivo as variaveis externas
precisam aumentar no mesmo sentido.

Quando foram computadas no SSA as variaveis externas (controle e experimental) € o
desempenho dos problemas no pré-teste e no pds-teste, observa-se que a particao desta faceta

¢ do tipo axial, na qual s3o distintas duas regides (ver Figura 6).

Pos-Teste

Po P12

Po Q4

Po Q11 Po P8

Pr Q7 Experimental po 7

Pr RI Q9 e , JoQl
IPr RI_P3 Pr P12 222 pop]
~ "Po RIQ9

Controle - -

Po RI P3
e Pr Pl - -
Po P 6
PI‘_Q 4 PI‘_P 6
Pr PS5
Pré-Teste
Pr Q2

Coordenada 1 versus 3 da analise tridimensional
Coeficiente de alienagdo: 0.10

Figura 6. Analise SSA dos 12 problemas da fase de Pré-teste e dos 12 problemas da fase

de Pés-teste, considerando como variaveis externas (e) os grupos Controle e Experimental.
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Como pode ser observado, a analise da variavel externa grupo mostrou haver
diferengas de padrdes entre os dois grupos: controle e experimental. Na projecao
considerando o desempenho nos problemas de divisdo observa-se que enquanto a variavel
externa grupo controle se localiza na regido do pré-teste, a variavel externa grupo
experimental se localiza na regido do pos-teste, indicando claramente o efeito positivo da
intervengdo. Observa-se que, se inspecionarmos o grau de proximidade entre os desempenhos,
a distancia entre as variaveis na regido do pds-teste € menor, ou seja, o pos-teste encontra-se
mais agrupado entre si. Este tipo de configuragdo indica a existéncia de um efeito interativo
grupo e desempenho, confirmando a eficicia da intervencdo realizada. Ademais, constata-se
que nas projecdes relativas ao desempenho dos problemas, no pos-teste, os dois tipos de
problema (prototipicos e relagdes inversas) estdo mais proximos entre si do que foi observado
no pré-teste, indicando desta forma uma similaridade muito mais acentuada entre os dois tipos
de problema no pds-teste.

Observa-se, no pré-teste, que o problema 3 (relagdes inversas) e o problema 2 (quotas)
estdo quase expulsos da projecao. Isso ocorre porque as criangas de ambos grupos (GC e GE)
nos dois problemas apresentam um numero maior de respostas incorretas. No problema 3
(relagdes inversas parti¢ao) apenas duas respostas recebem pontuacao dois no grupo controle
e no problema 2 (quotas) apenas uma resposta em cada grupo esta totalmente correta para este
problema. Ao que parece o problema 2 (quota) e o problema 3 (RI particdo) do pré-teste
foram mais dificeis para as criangas, porque o primeiro apresenta um par numérico grande
(55+9=) e o segundo envolve a compreensdo acerca das relagdes inversas entre os termos da
divisdo quando o dividendo é mantido constante. Como base na projecdo ¢ possivel inferir
que dentre os problemas de relagdes inversas, os de particdo parecem ser mais dificeis de

resolver do que os problemas de quotas.
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5.4. Comentarios

Os resultados das duas andlises (ndo-paramétrica ¢ multidimensional) mostram que
independente da dificuldade apresentada com a divisdo (relagdes inversas ou lidar com o
resto), as criangas que receberam a intervencao (grupo experimental) alcangaram um nivel de
compreensdo mais sofisticado tanto nos problemas prototipicos como nos problemas de
relacdes inversas quando comparadas as criangas do grupo controle, no pos-teste e quando
comparadas as duas fases (pré e pos-testes).

Quanto ao desempenho, a andlise multidimensional revelou que existe um padrao de
desempenho distinto para os problemas envolvendo as relagdes inversas e os problemas
prototipicos. Por outro lado, as criangas de ambos os grupos apresentaram um padrao muito
semelhante ao resolver problemas prototipicos tanto no pré-teste como no pos-teste.
Constatou-se que o fato de um problema ser mais facil ou mais dificil ndo estaria
necessariamente associado aos tipos de problemas (particdo ou quotas), mas ao tamanho do
dividendo ou do divisor.

Quanto ao tamanho do resto, a analise multidimensional mostra que apenas as criangas
que nao foram submetidas a intervengao apresentaram, no pos-teste, um padrao semelhante de
desempenho (erram mais) quando os problemas apresentam resto maior do que um (dois ou
quatro), o mesmo ndo sendo observado para as criangas do grupo experimental. Portanto, a
interveng¢ao foi eficaz para que a crianga superasse a dificuldade de lidar com o valor do resto.

No que se refere aos problemas de relagdes inversas, tanto a analise ndo-paramétrica
como as analises multidimensionais apontam que no pré-teste ndo existe diferencia¢do entre
os grupos em relacdo a este tipo de problema; enquanto que na ocasido do pos-teste ambos os
grupos melhoram apresentando alteracdes quanto ao desempenho. E possivel que os

resultados significativos apresentados pelo grupo controle, no pds-teste (analise nao
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paramétrica), estejam relacionados a dois aspectos. Primeiro, as criangas do grupo controle,
no momento do pré-teste geral foram as UGnicas que apresentaram respostas corretas, o que
parece indicar a existéncia de algum conhecimento prévio acerca das relagdes inversas entre
os termos. Segundo, ¢ possivel que esta melhora esteja relacionada ao fato das criangas terem
sido submetidas ao pré-teste especifico (Tarefa 1: relagdes inversas) no qual o examinador
solicitava, em uma sessdo individual, que a crianga oferecesse uma justificativa para a
resolugdo do problema, contribuindo, assim, para a compreensao das relagdes inversas sobre
os termos da divisao quando o dividendo ¢ mantido constante.

Outro dado interessante revelado pela andlise dimensional refere-se ao fato dos
problemas de relagdes inversas, tanto no pré-teste como no pos-teste, encontrarem-se
separados dos problemas prototipicos. E possivel que esse efeito esteja associado a dois
aspectos: (i) a quantidade de problemas envolvendo as relagdes inversas ¢ menor que a
quantidade de problemas prototipicos; (ii) a quantidade de sessdes propostas na intervengao
ndo foi suficiente para que a crianga passasse a compreender ¢ dominar, do ponto de vista
cognitivo, as relagdes existentes entre o divisor € o quociente quando o dividendo ¢ mantido
constante, uma vez que este parece ser o invariante operatdrio da divisdo mais dificil.
Ademais, os resultados obtidos apontam que o problema de divisdo por parti¢do envolvendo
as relacdes inversas parece ser mais dificil da crianca lidar do que o problema de divisdao por

quotas envolvendo essas relagdes.
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Parte II: Tarefa 1- Julgamento das relacdes inversas entre os termos da divisiao

Considerando ser a presente pesquisa um estudo de intervengdo, a Tarefa 1 foi aplicada
tanto no pré-teste como no pos-teste a dois grupos de criangas: um grupo controle € um grupo
experimental que foram descritos anteriormente. Assim, com a aplicagdo da presente tarefa
pretendeu-se examinar se a intervengdo fornecida ao grupo experimental auxiliaria as criangas a
lidar com as relagdes inversas entre os termos da divisdo, superando as dificuldades identificadas
no pré-teste. Importante mencionar, como descrito no Capitulo 2, que parte da intervengdo
(Sessao 1) envolvia um conjunto de atividades que tinha por objetivo levar a crianca a
compreender as relagdes inversas entre os termos da divisao.

Porém, antes de apresentar os resultados obtidos, ¢ necessario descrever o sistema de

analise adotado na Tarefa 1.

6. Sistema de Analise

Os dados foram analisados em funcdo de dois aspectos distintos, porém complementares:
o desempenho (nimero de acertos) e a natureza das justificativas apresentadas.

A andlise das justificativas tomou por base o principio de covariagdo existente entre os
termos da divisdo, tendo-se em vista dois aspectos: (a) as possiveis relagdes que a crianca
estabelece entre os termos da divisdo; (b) o grau de precisdo e explicitude das justificativas. A
combinacdo desses dois aspectos permitiu classificar as justificativas em trés diferentes tipos que

sdo descritos e exemplificados a seguir a partir de extratos de protocolo das criangas.
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Justificativa 1: justificativas imprecisas, circulares, que ndo permitem identificar se alguma

relacdo entre os termos da divisdo foi estabelecida. Também foi incluida nesta categoria a
A . . . .38 .39
auséncia de justificativa™. Exemplos:

Exemplo 17: Problema de divisdo por quotas (Mario e Elena foram a uma floricultura e cada um comprou
24 rosas. Mario quer colocar 4 rosas em cada vaso e Elena quer colocar 6 rosas em cada vaso. Quem vai

precisar de mais vasos para colocar todas as rosas, Elena ou Mario?)

C - “Maério.”

E - “Por qué?”

C- (siléncio)

E - “Vamos ler novamente o problema.” (examinador 1€ novamente o problema)
C- “Sei nao, tia”

E- “Nao tem nenhuma idéia?”

C- G‘Nio 2

(Reprodugdo do protocolo 42, pré-teste, sexo feminino, 11 anos e 4 meses, GC)

Exemplo 18: Problema de divisdo por particdo (Rita e Maria foram a uma floricultura e cada uma
comprou 21 margaridas. Rita quer colocar suas margaridas em 3 cestas e Maria quer coloca-las em 7

cestas. Quem vai ter cestas com mais margaridas, Maria ou Rita?)

C - (demora a responder)

E - (1€ novamente o enunciado do problema)

C - “Maria.”

E - “Por qué?”

C- “Porque ela tem um niimero mais maior de margaridas.” [sic]

(Reprodugido do protocolo 1, pré-teste, crianga do sexo feminino, 9 anos e 10 meses, GC)

No exemplo 17, a crianga fornece o nome do ultimo personagem apresentado no enunciado do
problema e nao consegue explicitar a razdo de sua escolha. No exemplo 18, a crianca retorna a
questdo apresentada no enunciado do problema, incorporando-a a pergunta do examinador: “Quem
vai ter cestos com mais margaridas?” [crianca responde] “ela [Maria] tem um niimero mais maior de

margaridas.” [sic]

3 Ressalta-se que no total de 1200 respostas, apenas 9 respostas no pré-teste (1.5%) e 12 no pos-teste (2%) ndo
apresentam justificativas.
% Convengdes adotadas: (E) Examinador; (C) Crianga.



154

Justificativa 2: justificativas que indicam alguma compreensdo sobre as relagdes entre os termos

da divisdo, porém nao expressam um entendimento a respeito das relagdes inversas. A crianga
considera apenas um dos termos da divisdao, ou quando considera ambos os termos, confunde os
valores do divisor e do quociente. Trés variacdes foram identificadas:

Justificativa 2a — a crianga confunde o tamanho da parte com o nimero de partes.

Exemplo:

Exemplo 19: Problema de divisdo por quotas (Mario e Elena foram a uma floricultura e cada um
comprou 24 rosas. Mario quer colocar 4 rosas em cada vaso e Elena quer colocar 6 rosas em cada vaso.

Quem vai precisar de mais vasos para colocar todas as rosas, Elena ou Mario?)

E- “Mario”
E- “Por qué?”
C- “Porque ele colocou as rosas em quatro vasos.”

(Reprodugido do protocolo 50, pré-teste, sexo masculino, 10 anos e 1 més, GE)

Justificativa 2b — a crianga focaliza a atencdo no valor do dividendo apenas. Exemplo:

Exemplo 20: Problema de divisdo por particdo (Carlos e Ricardo foram a uma loja de brinquedo e cada
um comprou 28 carrinhos. Carlos quer colocar seus carrinhos em 4 caixas e Ricardo quer colocé-los em 7

caixas. Quem vai ter caixas com mais carrinhos, Ricardo ou Carlos?)

C- “Carlos” (passa a mao na cabega)

E - “Por qué?”

C- “Porque.... quer botar em cada caixa vinte e oito carrinhos.”
E- “Explica melhor, Lauro*"”

C- (olha para a cartela e parece novamente ansioso, ficando em siléncio)
E- “Nao sabe dizer?”

C- (faz que ndo sabe com a cabeca)

(Reprodugdo do protocolo 6, pré-teste, sexo masculino, 10 anos e 3 meses, GC)

Justificativa 2¢ — a crianga focaliza a aten¢do no nimero de divisores (maior divisor)

apenas. Exemplo:

% Os nomes das criangas foram substituidos por nomes ficticios, garantindo o sigilo da identidade dos participantes,
conforme exigido pelo Comité de Etica em pesquisa com seres humanos da UFPE.
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Exemplo 21: Problema de divisdo por particdo (Eduardo e Paulo foram a uma loja de brinquedo e cada
um comprou 35 bolinhas de gude. Eduardo quer guardar suas bolinhas em 5 caixas e Paulo quer guarda-

las em 7 caixas. Quem vai ter caixas com mais bolinhas de gude, Eduardo ou Paulo?)

C- “Paulo.”
E- “Por qué?”
C- “Porque ele colocou em sete caixas as bolas de gude e Eduardo colocou em cinco caixas.”

(Reprodugdo do protocolo 50, pré-teste, sexo masculino, 10 anos e 1 més, GE)

Justificativa 3: justificativas que demonstram a compreensdo das relacdes inversas entre os
termos da divisdo, expressando o principio geral de que uma vez mantido constante o valor do

dividendo, as relagdes entre o tamanho das partes e o nimero de partes sdo inversas. Exemplos:

Exemplo 22: Problema de divisdo por quotas (Marcos e Paulo foram a uma loja de b