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RESUMO

No atual estdgio de desenvolvimento em que a humanidade se encontra, a demanda
por energia elétrica cresce drasticamente a cada ano. Entretanto, a provavel escassez da matriz
energética de base fossil, associada aos danos ecologicos ocasionados pela sua prospecgao e

utilizacdo, tem despertado o interesse por novas formas alternativas e renovaveis de energia.

Neste contexto, o hidrogénio, elemento quimico mais abundante no planeta, desponta
como provavel combustivel do futuro. E, as células a combustivel, dispositivos capazes de
converter energia quimica proveniente do hidrogénio diretamente em energia elétrica, cada
vez mais tem chamado a atengdo dos pesquisadores. Assim, neste trabalho, foi proposta uma
andlise de alguns dos parametros operacionais do modelo de uma célula a combustivel de
membrana de troca protonica, desenvolvida por Amphlett et al., a saber: a capacitincia C, a
corrente fornecida pela célula irc e os parametros semi-empiricos & e &; definidos
como fungdes da energia livre de Gibbs AG, constante de Faraday .# e do outros

parametros empiricamente determinados.

A anélise foi efetuada por meio dos Métodos Perturbativos Diferenciais de 1* e 2*
ordem. Os resultados obtidos foram entdo comparados com valores calculados diretamente da

expressao do funcional resposta previamente escolhido, neste caso a tensdo média V.

Deste procedimento ficou constatado que a aproximagdo em 2* ordem possibilitou

uma redugdo no erro relativo em uma ordem de grandeza, quando comparado com valores



obtidos, para os mesmos parametros, utilizando-se apenas aproximacgdes de 1* ordem.

Todavia, como o aumento computacional no tocante ao calculo de 2* ordem foi muito
intenso, e o erro relativo para o processo de 1* ordem, neste caso, foi muito pequeno, uma
analise com expansdo em 2* ordem ndo mostrou vantagens adicionais. Concluindo-se entdo
que, para cada caso, deve ser cuidadosamente estudado até que ponto seria ou ndo interessante

fazer o uso de tal refinamento.

Finalmente, de posse dos coeficientes de sensibilidades relativos, obtiveram-se os
coeficientes absolutos de sensibilidade . Foi possivel inferir que o parametro &  se

portara como o mais sensivel no modelo para o funcional considerado.

Palavras-chave: M¢étodo perturbativo diferencial, Célula a combustivel, Analise de

sensibilidade, Expansdo de 2% ordem.



2" ORDER SENSITIVITY ANALYSIS FOR A PEM TYPE FUEL CELL

Author: RODRIGO UCHIKAWA
Adpviser: Dr. Carlos Alberto Brayner de Oliveira Lira

ABSTRACT

In the present stage of development that humanity is found, the demand for electric
energy is increasing drastically each year. However, the probable exhaustion of fossil
resources, worldwide the most important component in the energy matrix, associated to the
ecological hazard caused by their exploration and use, has increased the interest in new

alternative and renewable forms of energy.

In this context, hydrogen, the most abundant chemical element on the planet, emerges
as a probable fuel of the future when used in fuel cells. Fuel cells are devices capable of
converting chemical energy directly into electrical energy, and this interesting property has
attracted the attention of researchers. Therefore, in this work an analysis of some operational
parameters of a proton exchange membrane fuel cell model developed by Amphlett et al., is
proposed. The capacitance C, the current supplied by cell i and the semi-empirical
parameters &, and &, defined as functions of free energy of Gibbs, the constant of
Faraday .7 and other empirically determined parameters, were selected for the sensitivity

analysis.

The analysis was carried out by means of 1% and 2™ order Differential Perturbative

Methods. The results obtained were then compared with direct values, which were calculated

from the previously selected response, in this case the mean tension V.

In this procedure, it was verified that a 2" order approach reduced the relative error in
one order of magnitude, when compared with values obtained, for the same parameters, using
only 1*.order approach. However, as the computational effort regarding the 2™ order
calculation increased very strongly. In this case the relative error for the 1*.order process, was

very small, and the analysis with the 2™ order expansion did not show additional advantages.



Then it was concluded that, each case should be carefully studied in order to identify the use

of such refinement can be justified.

Finally, the absolute sensitivity coefficients S were then obtained using the relative
sensitivity coefficients. It can be inferred that &, was the most sensitive parameter in the

model for the considered response functional.

Keywords: Differential Perturbative Method, Fuel cell, Sensitivity analysis, 2". order

expansion.
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1. INTRODUCAO

Em 1973, durante a crise mundial do petréleo, os Estados Unidos bem como outras
grandes poténcias da Europa, perceberam de forma dramdtica o quanto suas matrizes
energéticas até entdo eram dependentes dos produtos derivados do 6leo cru proveniente do
Oriente Médio, fator preocupante principalmente quanto a manutencdo de sua soberania

nacional.

Neste contexto, uma breve sinalizagdo no sentido de criar um novo padrao energético
mundial baseado na energia do hidrogénio foi dado. No entanto, posteriormente foi deixado
de lado quando acordos comerciais bem sucedidos, resultaram na redu¢do do prego do barril

de petroleo.

Assim, nas décadas seguintes, as pesquisas alternativas relacionadas as células a
combustivel mantiveram-se restritas ao campo da ciéncia pura e sem muitas aplica¢des
praticas. Entretanto, mais recentemente, estudos realizados relacionaram as altas taxas de
emissOes de gases poluentes, tais como o CO, ou SO, provenientes da queima de
combustiveis fosseis, com os atuais desequilibrios ambientais presenciados no dia-a-dia. Este
fato associado ao provavel esgotamento das reservas petroliferas ainda neste século, trouxe a
tona, novamente, a busca por uma matriz energética alternativa. Mas agora devendo satisfazer

as exigéncias de ser limpa e renovavel.

Assim, dentre as ja existentes formas de geragdo energética (como a hidrica, edlica,
nuclear, solar, etc), as células a combustivel, baseadas em processos eletroquimicos,

apresentam-se como uma das principais alternativas, uma vez que :

e ndo apresentam emissdo de gases nocivos quando utilizam #H, como combustivel e
baixa emissdo de NO, ou CO, quando utilizam outros combustiveis

e alta densidade de poténcia;

e grande versatilidade no combustivel utilizado;

e consideravel flexibilidade no seu dimensionamento;



18

e relativa durabilidade;

e baixa emissao de poluicao sonora.

Historicamente, a primeira idealizagdo de uma célula a combustivel data do século
XIX, proposta por Sir William Grove, tendo ele publicado um esbogo por volta de 1839.
Durante as décadas seguintes, as células nao despertaram nenhum interesse pratico, sendo
apenas por volta de 1960, introduzidas como fonte portatil de energia elétrica e 4gua potavel

em programas aeroespaciais como no projeto Gemini e Apolo 11 (ver Figura 1.1).

Figura 1.1: Célula a combustivel utilizada pela nave Apolol1 para o fornecimento de energia elétrica (1,5

kW) e agua potavel.

Mesmo assim seu uso manteve-se restrito, por anos, a aplicacdes militares e de
elevado custo, uma vez que nos primeiros modelos desenvolvidos, o combustivel utilizado
requeria um alto grau de pureza. Outro problema relevante se devia ao fato de seu rapido
aquecimento quando posto em operacdo, o que limitou drasticamente seu uso a ambientes

especificos.

Apenas recentemente, com o desenvolvimento de materiais e tecnologia mais
adequados ¢ que as células a combustivel obtiveram maior énfase no seu desenvolvimento e
producdo, agora visando o fornecimento energético em grande escala como em sistemas de
backup para empresas de grande porte, geragdo distribuida para unidades familiares,
utilizagdo no setor automotivo, bem como seu aproveitamento em aparelhos eletronicos

portateis.
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Entretanto, alguns fatores ainda dificultam sua completa difusdo e inser¢do no
mercado mundial, sendo o principal destes o custo pago por kWh, relativamente elevado
quando comparado com o obtido através de outras fontes energéticas. Reducdes nos custos de
producdo, por sua vez, implicam numa melhor compreensao dos processos envolvidos e dos
fatores que possam influenciar o comportamento das células. Assim, diversas pesquisas
atualmente sdo desenvolvidas objetivando uma modelagem mais eficiente de seu

comportamento.

Obviamente que o modelo 6timo de funcionamento de uma célula a combustivel deve
tentar levar em conta todos os fatores pertinentes, tanto os intrinsecos, relacionados com as
propriedades fisicas e quimicas dos materiais, etc., quanto os extrinsecos, relacionados com os

custos de producdo, manutencao etc.

Atualmente, nas literaturas correlatas, existem uma diversidade deles, os quais
segundo Mann et al. (2000) podem ser classificados em mecanicistas (quando fundamentados
em principios e leis fisicas) e empiricos (obtidos experimentalmente), variando enormemente

quanto ao grau de complexidade empregado.

Neste trabalho, em especial, serd empregado o modelo semi-mecanicista desenvolvido
por Amphlett et al. (1996), o qual reproduz satisfatoriamente o comportamento de uma célula
a combustivel. Juntamente com alteragdes propostas por Corréa et al. (2005), o qual
introduziu o termo transitorio baseado ndo mais no balango do fluxo térmico. Mas sim na
variagdo do seu potencial (V), devido ao efeito de polarizacdo das camadas adjacentes dentro

da célula a combustivel.

Objetivando-se alcangar uma boa compreensao dos possiveis fatores de maior ou
menor influéncia no seu desempenho operacional, seréd realizada uma analise de sensibilidade
nos parametros: Capacitancia (C), Corrente (irc), bem como dos pardmetros semi-
empiricos da célula & e & posteriormente definidos, empregando-se para tanto o
Formalismo Perturbativo Diferencial, visto que o mesmo apresenta a vantagem de fornecer o
calculo dos coeficientes de sensibilidades de forma genérica, sem que seja necessario uma

prévia escolha de que parametro da modelagem sera utilizado e ainda por simplificarem a
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resolucdo de sistemas complexos, sejam eles lineares ou nao.

Outro ponto que sera observado diz respeito a validagdo ou ndo da expansdo de
primeira ordem, ou seja, o funcional resposta sera calculado inicialmente com aproximacao de
primeira ordem e em seguida recalculado incluindo o termo de segunda ordem. Do confronto
dos resultados, sera verificado se o termo linear da perturbacdo ainda fornece uma boa

aproximacao das perturbagdes, sobre os parametros em estudo.

Do exposto anteriormente, o objetivo deste trabalho sera:

e definir o funcional de interesse, selecionar os parametros de estudo e definir quais
serdo tratados como constantes no modelo da célula a combustivel descrito por Corréa
et al. (2005);

e aplicar a metodologia da teoria da perturbacao via Método Diferencial a este modelo;

e desenvolver a analise de sensibilidade de 1? € 2* ordem no funcional Tensdo Média

(v,), em fungdo dos parametros C, ipc, &, &,
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2. REVISAO DE LITERATURA

Este Capitulo sera dividido em duas principais Secdes:

e Me¢étodos Perturbativos;

e Células a Combustivel.

2.1.  Métodos perturbativos

2.1.1. Introducao

Sistemas fisicos reais, na sua maioria das vezes, apresentam seu comportamento
governado por conjuntos de equacgdes nao-lineares e de grande complexidade, o que torna
excessivamente complicado, sendo impossivel, a tentativa de obten¢do de uma forma analitica
de solugdo. Portanto métodos computacionais cada vez mais sofisticados estdo sendo
empregados como uma das poucas ferramentas hdbeis na obtencao de informagdes sobre o
sistema em estudo. No entanto, mesmo rotinas computacionais robustas, quando se deparam
com um numero relativamente alto de parametros a serem analisados, demonstram uma quase

total inexeqiiibilidade.

Outro problema de significativa importancia ocorre quando da tentativa de modelagem
de pequenas variagdes em relacdo ao estado estaciondrio de alguma propriedade em estudo.
Estas variacdes por serem minimas, quase sempre sdo perdidas durante o processo de
arredondamento, acarretando previsdes comprometidas do verdadeiro impacto causado no

sistema, o que ¢ totalmente indesejavel qualquer que seja a area de estudo.

Assim, torna-se imprescindivel a producao de metodologias alternativas capazes de
fornecer com boa margem de confianga, informacdes precisas sobre o sistema em estudo,

mesmo que sejam minimos os intervalos de variagdes a ele submetido.
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Neste contexto, os Métodos Perturbativos apresentam-se como uma promissora
ferramenta de estudo, uma vez que durante as quatro ultimas décadas os mesmos tém sido
exaustivamente empregados em diferentes situacdes demonstrando boa aplicabilidade e
precisdo, sejam em sistemas diferenciais lineares ou ndo. Oferecem previsdes dentro das mais
rigorosas margens de erros, como por exemplo no dimensionamento e projeto de sistemas

termoidraulicos para reatores nucleares.

Ademais, o proprio formalismo perturbativo introduziu uma nova 4area de
conhecimento, afastando-se do método perturbativo classico, anteriormente aplicado em

mecanica quantica na obten¢ao da propagacgao temporal do hamiltoniano de um sistema.

Esta nova metodologia segundo Gandini (1987), foi inicialmente introduzida por
Wigner' (1945) (apud Cacuci, 1981), no estudo de quantidades fundamentais de diferentes
materiais no nicleo de reatores. Mas foi somente em 1948 que o entdo pesquisador Soodak?
(apud Gandini, 1997), atribuiu a interpretacdo heuristica a funcdo adjunta, como sendo
correlato ao conceito de importancia desempenhado por néutrons em relagdo a energia de um

sistema critico.

J& no periodo de 1953-57, estudos foram realizados nas radiacdes emitidas por
particulas e na década de sessenta, o interesse pelo método Generalized Perturbation Theory
- GPT ganha for¢a devido a sua visivel potencialidade. Usachev (1963° ¢ 1964*) (apud
Gandini, 1997), no estudo de sistemas criticos, introduz o conceito de ciclos de geragdo de
néutrons ¢ formaliza matematicamente o método introduzindo, na analise de reatores, a fracao

efetiva de néutrons retardados bem como o tempo de vida média para os néutrons rapidos.
Mas foi com Lewins, em 1965°, (apud Andrade Lima et al. 1993), que o método
ganhou uma importante contribui¢ao ao estender a interpretacao da func¢do adjunta adotada no

método variacional, ampliando com isto o horizonte de perspectivas.

As décadas de 60 e 70 foram marcadas por diversas derivagdes dos métodos

Wigner, E.P. Effect of small perturbations on pile period, Chicago, Report CP - G -3048, 1945.
Soodak H. The Science and Engineering of Nuclear Power,United Nations, New York, 1948.
Usachev L.N. Atomnaya Energiya, 15,472,1963.

Usachev, L. N. J. Nucl. Energy 18, 571,1964.

Lewins, J. Importance, the Adjoint Function. Pergamon Press, Oxford, 1965.

(O N R S
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perturbativos podendo eles, segundo Gandini (1987), ser em classificados quanto a forma de

obtencao dos coeficientes de sensibilidade como:

e Me¢étodo da Teoria de Perturbacdo Generalizada (Generalized Perturbation Theory

-GPT), primeiramente utilizada por Usachev, faz uso de dois conceitos fundamentais:
a existéncia de uma fungdo denominada de Funcdo Importancia (a qual esta
intimamente relacionada a func¢do adjunta do sistema); e o outro o principio que
estabelece a sua propria conservacdo. Aqui as equagdes originais que governam o
fenomeno sao reescritas por meio do uso de fungdes delta de Dirac de maneira a

incorporar as condigdes de contorno do sistema;

Método Diferencial, proposto inicialmente por Oblow® (apud Gandini, 1997), foi
exaustivamente utilizado por Cacuci (1981) nas mais diversas aplicagdes. Baseia-se

no uso de fungdes adjuntas obtidas a partir do sistema original;

Método Variacional cujo desenvolvimento ¢é atribuido a Levine’ et al. (apud Gandini,
A., 1997) e Roussopolos® (apud Cacuci, 1981), mas se tornou mais conhecido com
trabalhos de Stacey Jr’. et al (apud Andrade Lima et al., 1993). Neste método o

interesse reside na procura pela minimizagao do funcional escolhido.

Em 1978, Oblow® utiliza de forma pioneira o método diferencial no calculo de

propriedades termoidraulicas em reatores nucleares. Em1979, Weber'" (apud Andrade Lima

et al., 1993) estuda o comportamento ndo linear de uma vareta de combustivel circundada por

refrigerante.

Cacuci (1981) estuda o conceito de funcionais ndo-lineares para investigar os

fundamentos matematicos que suportam a teoria da sensibilidade, tornando possivel nao

somente especificar as limitacdes inerentes existentes nas aproximagdes das solugdes

Oblow, E. M. Sensitivity theory for reactor thermal-hydraulics problems. Nuclear Science and Engineering, v. 68,
322-337, 1978.

Levine, H., Schwinger, J. Phys. Rev.75, 1423, 1949.

Roussopolos, R. C.R. Acad. Sci., 236, 1858, 1953.

Stacey Jr., W.M. Variational estimates of reactivity worths and reaction rate ratios in critical nuclear reactors. Nuclear
Science and Engineering, v 48, 444-458, 1972.

Weber, C.F., Cacuci D.G. and Oblow, E.M. Sensitivity theory for nonlinear equations with nonlinear responses.
American Nuclear Society, 338-40, 1979.
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analiticas como rigorosamente formular uma teoria mais geral para problemas fisicos
caracterizados por sistemas nado-lineares de equacdes diferenciais, aumentando com isto o
escopo da teoria. Também demonstra a equivaléncia entre métodos diferencial e variacional,

provando ser puramente pessoal a escolha por um dos métodos.

Gandini (1981) introduz a aplicacdo heuristica no método GPT como uma
simplificagdo na construgdo do operador governante da funcdo importincia e para defini¢do
das condi¢des de contorno. Propds também uma possivel equivaléncia entre os métodos
Diferencial ¢ GPT, que ¢ posteriormente comprovada por Andrade Lima; Alvim (1986,
1987). Em 1988, Oliveira emprega uma forma alternativa de abordagem derivada do
Formalismo Diferencial - o Formalismo Matricial, em problemas termoidraulicos ligados a
analise de sensibilidade em nucleos de reatores nucleares. Que apresentou algumas vantagens,
por permitir a aplicacdo da teoria perturbativa a parametros associados com a discretizacdo da

malha.

Com Andrade Lima; Da Silva (1984), Andrade Lima et al. (1985), surgem as
primeiras aplicagdes do método GPT, onde os funcionais estudados (temperatura média do
refrigerante e temperatura do refrigerante na saida do canal) foram perturbados com relagdo a
pardmetros termoidraulicos tipicos (calor especifico, massa especifica, coeficiente de

transferéncia de calor por convecgao e intensidade da fonte térmica)

Problemas de alta complexidade foram entdo abordados pelo Método Diferencial,
onde se destacam os trabalhos de Andrade Lima (1990). O mesmo obteve uma expressao para
funcdo importancia e para os coeficientes de sensibilidade (temperatura proxima a regido
central da barra de combustivel, temperatura média do refrigerante e sua entalpia média),
baseados no modelo termoidraulico do ntcleo de um reator PWR proposto por Stewart et

al''. (apud Andrade Lima et al., 1993) e incorporado dentro do codigo COBRA 1V.

Mais recentemente, Blanco et al. (2001), empregam o formalismo GPT de segunda
ordem no estudo da técnica de captura de néutrons do boro (BNCT), com intuito de otimizar

o uso da fonte e obter a validagdo da dosimetria computacional, como uma alternativa

11 Stewart, C.W., Wheeller, C.L., Cena, R.J., Mcmonagle, CA., Cuta, JM.and Trent, D.S. COBRA-IV: The model and the
method. Battelle/Pacific Northwest Laboratories/RichlandfWA/USA, BNWL - 2214/NPC - 14, 1977.
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economicamente viavel frente aos grandes custos computacionais dispendidos quando da
utilizacdo da Técnica Monte Carlo. Os resultados obtidos, apresentaram erros inferiores a 5%
para uma analise de primeira ordem e menos de 1% quando efetuados até segunda ordem,

demonstrando uma 6tima concordancia com método direto.

2.1.2. Campos de aplicagio

Apesar dos bons resultados apresentados durante as quatro ultimas décadas no estudo
de nucleos de reatores e de sistemas termoidraulicos, os métodos perturbativos ainda sao
consideravelmente desconhecidos na maioria das areas da ciéncia, resumindo-se a alguns

poucos trabalhos publicados.

Lira et al. (1994 e 1998) realizaram alguns trabalhos empregando os métodos
perturbativos em modelos de transferéncia de solutos no solo, bem como nos modelos da
dindmica da 4gua no solo, onde, geralmente as equacdes governantes apresentam alto grau de
nao-linearidade . Bons resultados foram obtidos comprovando a total exeqiiibilidade do
formalismo nesta area de interesse. Balifio et al. (1995) trabalharam com sistemas fluidos, em
uma rede hidrdulica. Os resultados obtidos apresentaram uma boa concordancia para curtos
intervalos de tempo, caracteristico do sistema em estudo: a analise de sensibilidade em golpes

de ariete.

Outras aplicagdes foram realizadas em processos de otimizagdes de sistemas ndo-
lineares e em processos eletroquimicos de neutralizagdo acido-base, onde a distdncia média de

neutralidade foi escolhida como funcional de estudo (Albuquerque et al., 2001).

No entanto até o presente momento, nenhum trabalho foi encontrado referente a
utilizacdo do Formalismo Diferencial ou GPT em problemas de maximizacao da eficiéncia de
sistemas geradores de energia elétrica a partir de células a combustivel, mais precisamente de

hidrogénio.
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2.2. Células a Combustivel

2.2.1. Nogoes gerais.

As células a combustivel sdo dispositivos eletroquimicos capazes de converter energia
quimica de uma reagdo, diretamente em energia elétrica e calor. Sua eficiéncia pode alcangar
marcas proximas a 50%, relativamente alta ao se comparar com outro tipo de conversor
atualmente empregado (a combustio por exemplo). Por isto sdo consideradas freqiientemente
como a tecnologia do futuro para um sem nimero de aplicagdes tanto na area automotiva

(geragdo de energia estacionaria continua) como em aparelhos portateis (Maher; Sadiq; 2005).

As citadas células diferem fortemente em diversos aspectos fundamentais em relagdo a
simples acumuladores quimicos. As baterias simplesmente acumulam carga, tendo, portanto,
sua poténcia de resposta limitada a quantidade de reagentes armazenados no seu interior,
cessando sua operacdo, apds todos eles terem sido consumidos. As células se apresentam
como aparelhos conversores, que teoricamente podem produzir tanta eletricidade e calor

quanto combustivel e oxidante lhes forem fornecidos.

Obviamente que a corrosdo dos seus componentes e outros desgastes naturais limitam
seu funcionamento. Mesmo assim em determinadas faixas de demandas de poténcia as células

se sobressaem, visto que :

e sua vida util é bem superior ao de uma bateria (algo em torno de 10 a 15 anos contra 2
a 5 horas de uso continuo da bateria);

e sua instalagdo ¢ externa, nao necessitando de cuidados especiais no que diz respeito a
climatizagao;

e possui maior flexibilidade de expansdo na sua autonomia, uma vez que basta apenas
adicionar novos reservatorios de combustivel,;

e permitem seu monitoramento e controle remoto, o que ndo ocorre com baterias;

e possuem maior faixa térmica operacional (-40°C ~ +80°C).

Uma unidade basicamente ¢ constituida por trés elementos fundamentais, a saber:
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e Eletrodo positivo (anodo);
e Eletrodo negativo (catodo);

e Eletrodlito (fina membrana ).

Na Figura 2.1 pode-se observar a disposi¢ao de cada um destes componentes em uma
unidade basica de célula a combustivel. O eletrdlito ocupa a posi¢do central, contido entre
duas camadas porosas de grafite que constituem os eletrodos; a este conjunto denomina-se de

MEA (Membrane Eletrolite Assembly).

Lateralmente, dois canais, posicionados um do lado esquerdo da membrana e outro do
lado direito, fornecem combustivel e gés oxidante respectivamente. O combustivel, passando
através do anodo, sofre redugdo, enquanto que o oxidante ao se difundir pelo catodo sofre
oxidagdo, resultando desta reacdo a quebra da molécula do combustivel formando ions

+

H .

O sentido da corrente iOnica (cargas positivas ou negativas) ira depender do tipo de
combustivel utilizado, porém independentemente do sentido dos portadores, estas cargas
serdo coletadas pelo circuito externo constituido pela armadura metalica da célula, gerando

assim uma corrente elétrica continua.

2e @ Carga

Entrada de Cormbustivel Entrada de Oxidante

Joz
v

inns
positivos

-l
-

lons H0
negativos

= Cxidante empobrecido e
Carmbustivel empobrecido e <_| |—> gases pmdu'fidns
gases produzidos
Anodo™  ERtio LbCatodu

(Condutor)

Figura 2.1: Modelo esquematico de uma MEA.
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2.2.2. Tipos de células

Appleby e Foulkes (1989) notaram que, em principio, qualquer substincia capaz de
sofrer oxida¢do e que possa ser bombeada de forma continua, como um liquido ou gas,
poderia ser queimada galvanicamente em uma célula a combustivel. De maneira similar, o
oxidante também poderia ser qualquer fluido que pudesse sofrer redu¢do a uma taxa

satisfatoria.

Assim sendo, o hidrogénio na sua forma gasosa apresenta-se como uma escolha 6tima
de combustivel para a maioria das aplicagdes, uma vez que possui alta reatividade quimica
quando utilizado com catalisadores adequados. Por outro lado, o oxigénio demonstra ser uma
boa opc¢ao de redutor, haja visto sua facil extragdo do ar atmosférico tornando-o

economicamente viavel.

O processo eletroquimico dentro de uma célula a combustivel pode ser visto como
uma eletrolise reversa, onde os gases O, e H, se juntam para formar H,0 e

eletricidade.

No interior da célula, na regido de contato entre o reagente, eletrolito e catalisadores
(depositados nos poros dos eletrodos) se estabelece uma interface trifasica. Esta interface
desempenha importante papel na performance eletroquimica da célula a combustivel,

principalmente naquelas que trabalham com eletrolitos liquidos.

Nestes tipos de células, os gases combustiveis sofrem difusdo através dos poros do
anodo (que assumem a polaridade negativa) e os oxidantes através do catodo (que assumem a

polaridade positiva), se decompondo em prétons e elétrons ao passarem pelas superficies

ativas do catalisador, resultando em ions positivos ou negativos '2. Assim, caso a quantidade
de liquido banhando os poros dos eletrodos seja excessiva, eles se dirdo “molhados”, de tal
maneira que impedem a passagem dos ions, reduzindo, conseqiientemente, sua capacidade de

geracdo, efeito denominado flooding ou inundacao.

12 O sinal da corrente de ions formada vai depender do tipo de membrana utilizada.
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Portanto, um delicado balango deve ser mantido entre eletrodo, eletrdlito e fases
gasosas dentro dos poros do eletrodo. Neste sentido, estudos com diferentes graus de

umidecimento foram realizados por Baschuk; Li (2000), Weng et al. (2006) e Galip (2007).

Os eletrodos sdo construidos de forma porosa objetivando o aumento na sua superficie
de contato, local onde ocorrem os processos de ionizacdo do combustivel e do oxidante.
Além desta funcdo, os eletrodos, desempenham o importante papel de conduzir os ions
resultantes da catalise, razdo pela qual devem ser produzido a partir de materiais de alta
condutividade elétrica. Funcionando também como elemento separador para os volumes de

gases reagentes e o eletrdlito.

Esta separagdo, no entanto, deve ser parcial, pois se a permeabilidade a umidade for
baixa, os eletrdlitos podem se desidratar, (no caso destes serem do tipo solido), ocasionando
seu desgaste precoce. Por outro lado, a alta permeabilidade, podera ocasionar seu

inundamento prejudicando o seu funcionamento.

Assim, numa célula, a membrana eletrolitica ndo desempenha apenas o papel de
condutor dos reagentes. Ela também ¢ responsavel pelo transporte de cargas idnicas

completando o circuito eletronico.

Uma grande variedade de células a combustivel estd atualmente em diversos estagios
de desenvolvimento, podendo tais células serem classificadas nas mais diversas formas:
quanto ao tipo de combinagdo combustivel/oxidante utilizado; ora quanto a temperatura de
funcionamento, e também quanto ao local de processamento do combustivel (denominado de

reforma interna ou externa) comentado mais adiante.

Entretanto a classificagdo mais usual diz respeito ao tipo de eletrdlito utilizado,

podendo ser definidas como :

1. Célula a Combustivel de Membrana de Troca Protonica - Polymer Electrolyte
Membrane Fuel Cell (Células PEM);
2. Célula a Combustivel Alkalina — Alkaline Fuel Cell (AFC),
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3. Célula a Combustivel de Acido Fosforico - Phosphoric Acid Fuel Cell (PAFC);

4. Célula a Combustivel de Carbonato Fundido - Molten Carbonate Fuel Cell (MCFC),

5. Célula a Combustivel de Oxido Sélido a Temperatura Intermediaria — Intermediate
Temperature Solid Oxide Fuel Cell (ITSOFC)

6. Célula a Combustivel Tubular de Oxido Sélido - Tubular Solid Oxide Fuel Cell
(TSOFC)

O regime térmico médio operacional dos modelos acima descritos variam em torno de:

e ~ 80°C para Células PEM;
e ~ 100°C para AFC;

e ~200°C para PAFC;

e ~ 650°C para MCFC;

e ~ 800°C para ITSOFC;

e ~ 1000°C para TSOFC.

A temperatura de operagdo desempenha importante papel na escolha do tipo de
material a ser utilizado na confec¢do dos componentes das células e da membrana, bem como
do tipo de combustivel. A baixa temperatura, por exemplo, como ocorre nas células Células
PEM, AFC e PAFC, o hidrogénio ¢ o unico combustivel aceito e o catalizador utilizado

geralmente deve ser a base de platina (Pt), o que encarece sua manufatura.

Outro cuidado essencial diz respeito a presenca ou ndo de mondxido de carbono junto
ao combustivel, pois 0 mesmo reage com a platina nos eletrodos, diminuindo a eficiéncia da
célula, efeito conhecido como envenenamento. J& em regime de altas temperaturas, como
ocorre nas MCFC, ITSOFC e SOFC, existe uma maior flexibilizagdo por parte do
combustivel. Da mesma forma, o catalizador também pode ser produzido de metal ndo-nobre,
como por exemplo o niquel (Ni). Outro fator importante ¢ que o mondxido de carbono ja ndo
mais se apresenta como um veneno. A Tabela 2.1 resume as principais diferencgas entre cada

um dos modelos.

Como foi previamente citada, a outra forma usual de caracterizagdo de uma célula a
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combustivel consiste na sua classificagdo levando-se em conta a origem do fornecimento de
H, a partir de outro combustivel, processo este denominado de reforma do combustivel. Caso
este processamento ocorra no interior da propria célula ela ¢ entdo denominada de célula de

reformador interno, caso contrario diz-se célula de reformador externo.

Como o processo de reforma do H, ¢ endotérmico, células que trabalham a
temperaturas relativamente baixas (Células PEM, AFC e PAFC) necessitam de reformadores
externos acoplados, quando alimentadas por combustiveis que ndo sejam o H, puro. Por outro
lado, as que trabalham num regime de temperatura mais elevado (MCFC, ITSOFC e TSOFC)

dispensam um reformador externo processando internamente o combustivel.

Tabela 2.1: Principais caracteristicas de cada modelo de célula a combustivel.

Células AFC PAFC MCFC ITSOFC TSOFC
PEM
Acido Carbonato
Membrana de | Hidroxido de
Eletrolito ) fosforico liquido Ceramica Ceramica
troca i0nica Potassio

imobilizado imobilizado

Temperatura de

80°C 65 -220°C 205°C 650°C 600 - 800°C 800 - 1000°C
operacao
Carga transportada H' OH H' CO; (0N (0N
Reformador externo
sim sim sim ndo ndo ndo
para CH4
Constituinte principal ) ] )
Carbono Carbono Grafite Ago inox Ceramica Ceramica
da célula.
Catalisador Platina (Pt) Platina (Pt) Platina (Pt) Niquel (Ni) Perovisquita Perovisquita
Administra¢do da dgua Produto
evaporada evaporada evaporada Produto gasoso | Produto gasoso
resultante £as0so

Fonte: Fuel Cell Handbook (2000)

2.2.3. Célula a Combustivel de Membrana de Troca Proténica - Polymer

Electrolyte Fuel Cell (Células PEM)

Células a combustivel de eletrolito polimérico de troca de protons (Células PEM),
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consistem em um conjunto composto por uma membrana polimérica perflurionada de 4cido
sulfonico e de dois eletrodos a base de carbono impregnado com platina (ver Figura 2.2)
contidos entre duas placas bipolares de grafite, as quais servem como condutores para cargas

provenientes da reacao quimica.

Este tipo de célula destaca-se das demais por apresentar uma alta densidade de
corrente, baixa temperatura de operacdo (entre 60°C ~ 90°C, o que permite rapida entrada em
funcionamento) e pelo fato de a membrana utilizada ser soélida, facilitando assim seu
manuseio ¢ dimensionamento. E portanto, a mais indicada em aplicagdes para a geragio
estacionaria de energia elétrica para uso residencial, comercial e industrial, bem com para a
geracdo de energia nos meios de transporte, em substituicdo ao motor de combustdo interna,
em caminhdes, automdveis, trens, navios e avides. E indicado também para a alimentagdo de
equipamentos eletro-eletronicos em substituicdo as baterias, nos telefones celulares,

computadores, calculadoras, entre outros (ver Figura 2.3 ).

Figura 2.2: Eletrodo de grafite impregnado com particulas de platina .
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Figura 2.3: Celular equipado com célula a combustivel do tipo PEM.

Um outro fator, a favor das Células PEM, e que deve ser levado em consideragdo ¢ o
fato de que o liquido usado como umidificador das membranas poliméricas ¢ simplesmente a
agua, o que diminui consideravelmente o desgaste das células, diminuindo assim gastos com
manutencgdes preventivas, em comparacao com os demais modelos, que muitas vezes utilizam

substancias corrosivas.

A membrana polimérica, quando corretamente umedecida, torna-se um excelente
condutor de prétons o que permite o correto fluxo das cargas no circuito, possibilitando
atingir alta intensidade de corrente operacional. Todavia, caso o devido cuidado na
administracdo da dgua ndo seja tomado, percebe-se uma significativa perda na sua eficiéncia

(Galip, 2007).

O excesso de hidratacao inunda os poros impedindo o processo de troca idnica. Por
outro lado, a falta de umidade provoca diminui¢ao na corrente circulante devido ao aumento
na resisténcia interna da membrana, elevando suas perdas por efeito 6hmico, além de oferecer

riscos devido a possibilidade de ruptura da membrana.

Portanto, para se obter uma maxima poténcia e conseqiiente redu¢cdo nos custos do
kWh, um dos pontos cruciais no projeto de otimizacdo de uma Células PEM, deve-se levar

em conta duas importantes questdes (Berning, 2003) :
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e aadministracdo da agua,;

e as limitacdes nos transportes de massas € o controle na sua temperatura.

Uma das areas mais promissoras para aplicagdes de células a combustivel atualmente
no Brasil, de acordo com o relatorio de 2002 do Centro de Gestdo e Estudos Estratégicos
(CGEE) do Ministério de Ciéncia e Tecnologia ¢ a de sistemas para producdo de energia
elétrica de 5 kW a 200 kW para atender especialmente os casos de cargas essenciais, isto ¢,
consumidores que necessitam de suprimento de energia elétrica com alto grau de
confiabilidade, tais como empresas de telecomunicagdes, bancos, centros de pesquisa,

hospitais, aeroportos, entre outros.

Nos ultimos anos, diversos trabalhos tém sido desenvolvidos no sentido de maximizar
sua eficiéncia. Bernardi” (apud Berning, 2003) focou nos requerimentos do processo de
umidificacdo dos gases para se manter o equilibrio no balango da 4agua, desenvolvendo um
modelo unidimensional isotérmico para Células PEM. Springer et al. (1991) contribuiram no
entendimento dos processos numa Cé¢lulas PEM, propondo um modelo unidimensional
isotérmico e estacionario que incluia variagdes no grau de hidratacdo, descobrindo que a
razao entre o fluxo de moléculas de dgua e o fluxo de ions de hidrogénio era menor do que o
indicado por meio de medidas do coeficiente eletro-osmdtico. Enquanto os modelos
matematicos mais compreensivos foram desenvolvidos para Células PEM, Wang; Savinell**
(apud Berning, 2003), estudaram o envenenamento dos eletrodos por monoxido de carbono,
fator preponderante no projeto de células que operam a baixas temperaturas. Mann; Amphlett
(2000) desenvolveram um modelo simples para uma Células PEM, usando aproximagdes
mecanicas e um grupo de pardmetros empiricos obtidos numa célula a combustivel modelo
Mark IV da BCS. Okada' et al.(apud Berning, 2003) por sua vez, propuseram um modelo
unidimensional, envolvendo difusdo e processos eletro-osmoéticos numa membrana, para
discutir a importancia da dgua em diversas condi¢des de operagdo. Posteriormente, outros
fatores foram levados em consideracdo no processo de modelagem das células, como a

importancia do calculo do gradiente de temperatura e a influéncia da administragdo da agua

13 Bernardi, D.M. Water balance calculations for solid polymer electrolite fuel cells, J. Electrochem. Soc., 137, 3344-3345,
1990.

14 Wang, J.T, Savinell, R.F, Simulation studies on the fuel electrode of a H»/O, polymer electrolite fuel cell, Eletrochim.
Acta, 37, 2737-2745, 1992.

15 Okada,T. Xie, G., Tanabe, Y, theory of water management at anode side of polymer electrolyte fuel cell membranes,
J.Electroanal. Chem., 413, 49-65, 1996.
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num modelo unidimensional, confirmando os estudos de Okada. A seguir modelos
completamente bidimensionais levando em conta agora o fluxo em cada canal separadamente
foram propostos. A administra¢cdo da umidificacdo por meio de drenagem eletrosmotica

também foi estudada incluindo também o transporte de massa e calor.

2.2.4. Modelo eletroquimico

Existem atualmente diversos modelos matematicos que buscam predizer o
comportamento dindmico de uma célula a combustivel, cada qual levando em consideragao
diferentes fatores, tais como, o cdlculo do transporte de massa, a transferéncia de calor, o grau
de hidratagdo, etc. No entanto, fundamentalmente, todos eles se baseiam no mesmo principio,
o balanco eletroquimico dos potenciais das espécies geradas a partir da reacdo entre
combustivel e gas oxidante. Indicam assim, uma forte relacdo de dependéncia entre os
parametros de modelagem com o tipo de combustivel a ser utilizado, uma vez que para cada
par combustivel + oxidante observa-se-a uma equacao caracteristica para rea¢ao especifica,

envolvendo o balango eletronico dos potenciais.

Assim, no caso de uma célula a combustivel de membrana de troca de protons
(Células PEM), onde o combustivel utilizado ¢ o H, puro e o agente oxidante, o O,
proveniente do ar, a reacdo se processard de tal maneira que no anodo (onde o combustivel ¢
injetado) ocorrera ionizagdo do gas H,em elétrons e ions H' e, conseqiiente, desprendimento

de energia, provocados pelo catalizador contido nos poros do eletrodo.

Por outro lado, no catodo o O, fornecido como gas a ser oxidado, reage com elétrons
provenientes do anodo (que sdo transportados pela armadura externa da célula, visto que a
membrana polimérica é impermeavel aos elétrons) e os ions H" (estes transportados através da
membrana) formando H,O como produto final. Assim as equagdes parciais em cada eletrodo

e a global serdo dadas pela Equagao 2.1
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No Cdtodo : O, + 4H" + 4e — 2H,O0
NoAnodo : 2H, — 4H" + 4¢ (2.1)

Reagdo global : 2H,+0, — 2H,0 + eletricidade + calor

verificando-se a auséncia de emissdo de gases poluentes.

Para o célculo do seu rendimento operacional, ou seja a tensdo util fornecida pela
célula, deve se levar em conta o balango energético existente entre as perdas ocasionadas pelo
desvio do estado de equilibrio termodinamico e o valor nominal da tensdo ideal fornecida pela
célula. Tal valor ¢ definido por meio da equagdo de Nernst, que nas condi¢des normais de
temperatura e pressio'’, pode ser expressa pela Equagio 2.2 (maiores detalhes consultar Fuel

Cell Handbook (2000))

RT Py
)In
27| Pyo 2.7 2

E’+(

Nernst —
= 1,229 — (8,5X10°*)(T — 298,15) + (4,308 x107°)T(In(P,) + (2.2)

1
+ EIH(PO)

2

onde:

E yoms € 0 tensdo com circuito aberto (V)

E’ ¢ atensdo de referéncia'’ dada pela energia livre de Gibbs da reagdo de formagio de um
mol de dgua descrito pela Equacao 2.1;

R a constante universal dos gases (8,314 J/mol K);

T' atemperatura absoluta da célula (K);

7 a constante de Faraday (96.485 C/mol);

16 CNTP (100 kPa (=1 atm)e T =273,15K)

17 A tensdo de referéncia E’ pode ser obtida considerando-se como reversivel o processo descrito pela Equagio 2.1, ou seja
que toda energia livre de Gibbs de formagdo por mol (Ag,) sera convertida em trabalho realizado na movimentagdo
das cargas elétrica dentro da célula. Assim, para um mol de H, utilizado sera observado uma corrente de -2N,, elétrons
(onde N, representa o numero de Avogadro) de tal forma que :

_Ag,

2.7
valor aproximado de 1,229 V para E° quando da reacio resultar apenas 4gua como produto final e de 1,18 V no caso
de além da 4gua houver emissao de vapor d'agua.

trabalho elétrico = cargaXtensdo = — 2N, E’ = -2 E° = Ag, e portanto: E' = .Observa-se um
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P, apressdo parcial do H,(atm);

P, apressdo parcial do  O,(atm),

2

Py.o apressdo de saturagdo da H,O(atm).

A tensdo util (V.u), sera entdo obtida da diferenca entre o valor de referéncia
(Exons) € as tensdes negativas que representam os termos de perdas irreversiveis, sendo os

mais importantes destes os referentes as tensdes:

e deativacio (V.);
e por perdas dhmicas (V,,..);

e de concentracio (V,,.);

No grafico da Figura 2.4, pode-se observar o comportamento da tensdo util fornecida

por uma célula em relagdo a variagdo na sua densidade de corrente.

v Tensao ideal

cel

Regido de polarizacdo de ativacéo

Perda total

/ Regiédo de
/ polarizacio da
Regido de polarizacdo dhmica concentracéo

Tensdo de operacdo

Densidade de corrente (mA.cn1?)

Figura 2.4: Tensao 1til de uma célula a combustivel.

Uma breve definicao destas tensdes se faz portanto necessaria.

Tensiao de Ativacio (7,): No regime de baixa densidade de corrente, um dos
principais fatores da diminui¢do da tensdo util se deve ao efeito provocado pela barreira de
ativagdo existente entre as espécies envolvidas, o qual ¢ denominado barreira de potencial de
ativagdao. Esta, por sua vez, estd intimamente relacionada com a taxa de atividade

eletroquimica dos eletrodos, podendo, por conseguinte, para fim de facilitar seu
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equacionamento, ser dividido em duas partes, uma relativa a tensdo resultante no anodo e
outra referente a resultante no catodo. As expressdes, empiricas, para ambas as tensdes sao

dadas abaixo'®:;

danodo _ A Gec R T

— 0 ~*
M == + 2qun(4<7071411c[lC112) - —2yln(J)
(2.3)
RT 0 (#) (1-a,) (1-a,)
cdtodo * —a * —a * a
naci :a Zeg ln ZyAkce (COZ) ‘ (CH+) ‘ (CHZO) ( _ln(‘])

4

onde:

anodo

n..  €atensdo devida ao potencial criado no eletrodo negativo (V);

ni, atensdo devida ao potencial criado no eletrodo positivo  (¥);

AG,, aenergia livre padrdo do catodo (J.mol™');

AG,., aenergia livre padrao de sor¢do quimica do estado gasoso (J.mol ');

A, aarea da superficie de contato da célula (cm’);

k., constante intrinseca da reacio para o anodo (cm.s™');

k., constante intrinseca da reagdo para o catodo (cm.s™');

C,. concentragio de hidrogénio na fase liquida na interface anodo-gas (mol.cm™);
C *Hzo, concentragdo de agua no catodo na interface membrana-gas (mol.cm™);
C 0 concentragdo de oxigénio no catodo na interface membrana-gas (mol.cm™);
J, adensidade de corrente (4.cm™); ;

a., o parametro, adimensional, para atividade quimica do catodo.

Assim, uma forma compacta envolvendo ambas as contribui¢des pode ser obtida a

partir da Equagdo 2.3, que fornece:

Vee = =& + &T + &TIn(Cy) + ETIn(ix)] 2.4)

onde:

18 Para maiores detalhes da obtengio das equagdes empiricas consultar Maher et al. (2005) e Fuel Cell Handbook (2000).
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B AG, N AG,
& = a.z.F 2.7
R * —a, * a R *
£ = - Zyln[zyAkS(c,)“ HChol] + ﬁ[mngkchz)]
R
= 1 —
§3 aCzy( ac)

R R
= — +
= (aczf/‘ 29)

€ sdo os pardmetros semi-empiricos relacionados ao célculo do potencial de

ativagdo e z o numero de equivalentes envolvidos na reag¢do do catodo.

Tensdo Ohmica (V,,.,): As perdas por efeito 6hmico decorrem da resisténcia
intrinseca dos materiais constituintes da propria célula a combustivel, tanto da membrana
eletrolitica por onde fluem os ions A , quanto das partes metalicas da armadura externa

que sdo responsaveis pelo transporte de elétrons. Sao portanto equacionadas como se segue:

Véhmica = RTot iFC (25)

sendo: Ry, = R, +R,,

onde R, representa a resisténcia da armadura externa da célula ¢ Ry a
resisténcia elétrica da membrana, uma complicada fun¢do de diversos parametros como
temperatura, grau de hidratacdo e pressdo, bem como da corrente elétrica que percorre a
célula. Uma forma alternativa de se obter R, , levando em consideragio alguns pardmetros

fixos em seu ponto 6timo, deriva da expressdo da resistividade elétrica dada por (ver Fuel

Cell Handbook (2000)):

!
R, = % (2.6)
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sendo:
iFC T ’ iFC .
181,6 1+O,03(7)+0,062(ﬁ) (7)
Py = -
ti [4’18(T T303 )]
Y —0,634—-3| —||e
A
onde:

Py representa a resistividade especifica da membrana (Qm);

irc, acorrente da célula (4);

[, espessura da membrana polimérica (um);

v, um coeficiente paramétrico empirico adimensional ajustavel que admite valor minimo

de 14 e maximo de 24.

Tensio devida a Concentra¢io (V,,): Este efeito se verifica principalmente em
regides de baixa densidade de corrente devido ao gradiente de concentragdo que se forma na
vizinhanga do conjunto membrana + eletrodo durante a reagao, o qual dificulta o processo de

difusdo dos gases através do poros dos eletrodos até a area de reacao eletroquimica.

Tal gradiente é provocado pela incapacidade de se manter constante a concentragao
dos reagentes nas vizinhangas dos eletrodos e eletrolito. Diversos fatores podem contribuir
para sua formagdo, tais como a baixa difusividade dos gases nos poros do eletrodo,
solucao/dissolucao de reagentes/produtos dentro/fora do eletrolito ou a difusdao dos reagentes/
produtos através do eletrolito indo/vindo do local onde ocorre a reagdo. Assim, essa perda

pode ser equacionada como:

Vie = = In(1=7—) 2.7)

Logo, a tensdo util fornecida por uma célula incluindo as perdas por polarizagao,

concentracao ¢ efeito 6hmico sera :



V.i=E -V =V V

Nernst act ohmica conc

E para uma pilha contendo n células a tensdo resultante

stack =n Vcell

(2.8)

(V) fornecida sera:

(2.9)

41
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3. METODOLOGIA.

3.1.  Modelo eletroquimico da Célula PEM em estudo

3.1.1. Consideracdes gerais

No processo de modelagem de um experimento, seja ele de carater fisico, bioldgico ou
social, um dos pontos cruciais diz respeito a correta escolha das varidveis e pardmetros que
possam explicar, dentro de um intervalo de confianca aceito, a dinamica do sistema. O que
geralmente se torna muito complicado, sendo impossivel, a depender do nimero de graus de
liberdade existente. Assim condicdes iniciais e de contorno devem, portanto, ser impostas no

intuito de viabilizar uma analise .

O modelo descrito neste trabalho, foi o proposto por Amphlett et al. (1996) em estudos
numa PEMFC modelo Mark IV de 500W da BCS Technology, com alteracdes devidas a
Corréa et al (2005) .

3.1.2. Descricdo, consideracoes e condicoes de contorno impostas ao modelo.

As seguintes consideragdes serdo impostas ao modelo em estudo:
e Temperatura da membrana (T) constante;
e Pressdo dos reagentes constante;

e Corrente maxima permitida 7, constante.

Assim, a equacdo que representa o comportamento eletroquimico estatico da PEMFC
sera a mesma que dada pela Equacdo 2.8 e a analise dindmica do processo podera ser
implementada a partir da observa¢do no transitorio causado tanto pela tensdo de ativagdo
quanto pela tensdo de concentracdo, devido ao efeito de dupla camada existente no contato

entre dois materiais quaisquer.

Este efeito caracteristico favorece o acimulo de cargas nas vizinhangas do contato, o
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qual passa a se portar como um elemento capacitivo. Vale salientar que por se tratar de um
fenomeno de carater capacitivo inerente a tensdo de ativagdo e de concentragdo, as perdas
O6hmicas ndo sdo consideradas no termo transitorio, participando apenas como um elemento

dissipativo praticamente constante

Assim o circuito equivalente do modelo proposto por Corréa et al., pode ser descrito

como o dado na Figura 3.1:

FC

Ohmica

= V Carga
—_— cell
= 20,

ENernst _T _

Figura 3.1: Esquema elétrico equivalente utilizado na modelagem dindmica da tensdo de uma célula .

A tensdo nos terminais do capacitor (C), pode ser obtida aplicando-se a 1* e 2* Lei de

Kirchhoff ao circuito, conseqiientemente tém-se :

vlt) = Gire + Tvilt) = 0 G.1)

onde : T = R,Ce¢ R, = R, ,+R

conc

A Equagdo 2.8 que fornece a tensdo tutil de uma célula no regime estatico, podera
agora ser reescrita substituindo-se os termos referentes a tensdao de concentracdo e a de

ativagao pelo termo com dependéncia temporal v, (), como se segue:

cell Nerst

Vor = Enos = Vimiea — Valt) (3.2)

onde a tensao de origem puramente resistiva nao contribui para o comportamento transitorio
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da tensao na célula que ¢ devido ao efeito capacitivo.

3.1.3. Solucio analitica da equacio diferencial governante

A Equagao 3.1 anteriormente descrita pode ser resolvida por diversos métodos, no
entanto lembrando que durante o estado transitdrio do circuito proposto, alguns pardmetros
podem ser considerados constantes (como a corrente i, a capacitancia C e a constante
de tempo T, uma vez fixada irc), torna-se bastante simples a sua solugdo, sendo dada

por:

1

valt) = Retic(l —~ e'?) (3.3)

onde “e” ¢é o nimero de Néper”, base dos logaritmos naturais.

3.2. Determinacao do coeficiente de sensibilidade — Formalismo Diferencial 1* e

2% ordem
3.2.1. Expansao de 1* ordem.

Nesta secdo, apenas serdo levadas em conta perturbagdes de primeira ordem no
processo de obtencao dos operadores derivados e adjuntos para o calculo dos coeficientes de
sensibilidade, aplicando-se o M¢étodo Diferencial. A posteriori, a discussao dos resultados
obtidos sera feita. J4 os calculos envolvendo aproximacdes de ordem superior serdo

examinados oportunamente na Se¢do 3.3.

19 z L = 2,7182818284590452353602874...
—n!
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3.2.1.1. Método Diferencial

A 1idéia principal deste método se apoia na substituicdo dos termos derivados, que
aparecem naturalmente ao se aplicar a sistematica perturbativa, pelos termos fonte deriva-
dos em conjunto com os termos provenientes das funcdes adjuntas. Reduzindo significativa-
mente o tempo computacional empregado. Para tanto, o sistema de quagdes governate, sera
reescrito como definido na Equacdo A.1 do Apéndice A. Sendo em seguida utilizado para

a obtencdo dos operadores H e H pecas fundamentais na construcio do diferencial

do funcional resposta  SR(f, 7).

3.2.1.1.1. Equacao derivada

Pode-se escrever para a expressao da tensdo varidvel Vv, dada pela Equacao 3.1, o

sistema generalizado, definido na Equagdo A.1 do Apéndice A, como:

. - dv 1 1 -
m(v,, p) = dtd(l) + =v,(t) — =i = 0 (3.4)

onde o vetor de estado, o vetor dos parametros e o vetor espacgo de fase sdo definidos por:

} = [Vd]T
ﬁ = [C y iFC ; E] y Ez ;53 5 54 y T , CO2 s B N Jnldx 5 A , imdx]T (3.5)
7= [t]

Entretanto, para correta determinagdo dos operadores H e H ', deve-se explicitar

adependénciade T emrelagioa C, ip, & e &, visto que™

20 A corrente no capacitor pode ser desconsiderada para efeito de calculo.
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Vact +VCOVI
T = CR, = C|—
Lrc
(3.6)
C . e
= - — |& + m+ &Th(iy) + Bln|l — —)
lFC lma'x
__ <,
Lrc
onde:
m = §T + &Tin(c,)
i
r=-wv,, +Vv,,) =& + 7+ &Th(i,,) + Bln|l — lfj) (3.7)
—RT
B =
ns

sendo B (V) um parametro que depende do tipo de combustivel*' .

Assim, o operador derivada H , definido de acordo com Equagdo A.11 do Apéndice

A, sera dado por:

d Lpc
H = —() — —=(. 3.8
20— 2500 (3.3)
Por sua vez, de posse da Equacdo 3.4 e ja tendo definido o vetor dos parametros p; na
Equagdo 3.5 %, o termo fonte da equagdo derivada podera ser obtido de acordo com a Equagéo

A.13 %

1
C

1

C

- (3.9)

/i

Lrcyi

_ (1), Vv 1 IpcVy IpcVy 1
s = (e + () 25+ ), +

21 Uma vez que o nimero de moles de elétrons desprendido por reagdo varia de combustivel para combustivel, para o

. ) . B = RT
xigéni r exem ra =
oxigénio, por exemplo, se 47

22 Como sera posteriormente descrito, os pardmetros de interesse sdo: », = C.igc.&,. &,
23 Para maiores detalhes, consultar desenvolvimento no Apéndice B no topico: Obteng@o do termo Sy
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Conseqlientemente, a equagdo derivada, definida pela Equagdo A.12, serd escrita

como.:

dv,,(1) e
dt Ccr

Vasit) = S (3.10)

sujeitaa Vo, = Vgt = 0)

3.2.1.2. Equacio Adjunta

O sistema adjunto, necessario para a eliminagdo da dependéncia de f em relacdo aos

i-ésimos parametros, sera obtido de acordo com a defini¢do dada pela Equagdo A.15, ou seja

-
-

deve-se encontrar o operador H ', as fungdes /7 e o concomitante bilinear P ( f )

tais que satisfacam a relagao:
<f/iH*f*> = <f*Hf/i>+P<f*’f/i)

onde a integragdo seré realizada para cada termo < f* H f ,;>, no espaco de fase para todo

t €[t,,t,], paracada vetor de estado.

Logo, aplicando-se ao modelo em questdo pode-se escrever:
%k * _’* -
<v,Hv,> =<v,Hv, >+ P(f . f,)

. ; L (3.11)
- <v2<r>[—<.> - ﬁ<.>]vw,—<r>> + PUS )

O operador adjunto pode ser finalmente determinado por (ver Equacao B.15B):
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iFC
H = - () - Z50) (3.12)

Conseqiientemente, a equacao adjunta do sistema serd dada por (ver Equagdes B.25
e B.26):

Hf =5
. (3.13)
e =S

onde §' ¢éuma funcdo conhecida e determinada de acordo com o funcional em analise.

v,)dt (3.14)

A=

<
QL

I

)

2,
<
s
I
S

Assim, como neste caso em que o funcional em estudo ¢ a tensdo média V, apos

uma pequena perturbacdo no circuito representado na Figura 3.1, S’ serd, observando a

Equacdo 3.14, dadopor: S' = 1

T

E o termo bilinear sera determinado, por meio da comparagdo direta entre os termos
resultantes da integracdo dada pela Equagdo 3.11 com a expressio <f, H' f*>, onde se
pode observar que o concomitante na realidade se trata do proprio residuo desta integragao.
Em seguida s3o aplicadas as condi¢des de contorno. Logo, com um pouco de manipulagdo

algébrica (para maiores esclarecimentos, ver o topico “Obtengdo do operador H™ ” no

Apéndice B), tem-se que:

: (3.15)

O qual se torna:

P(f ' f) = = (Vivg) = 0 (3.16)
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apos serem efetuados os célculos nos limites superior e inferior juntamente com as condigdes

de contorno, ja que todos os termos derivados se anulam para 7=0. Desta maneira

.. . . . A . . *
eliminam-se as derivadas do sistema adjunto e a dependéncia desconhecida de v, em

t = T da expressdao do concomitante anteriormente obtidos, como mostrado na Equacao

3.15.

*

Vit = 1) =0 (3.17)

Uma vez de posse dos elementos do sistema adjunto dado pela Equagdo 3.13, o valor

. * ~
do funcional v, pode ser entdo calculado, resultando em:

Vi) =1 - €7 " (3.18)

Finalmente, os coeficientes de sensibilidade de 1* ordem poderao ser calculados com
auxilio da Equacdo A.19, uma vez que todos os termos envolvidos ja sdo conhecidos,

resultando em:

- 4
SR(S'v,) = X sp|<S8",v,>+<v,8,> (3.19)

i=1

3.3. Expansao de 2° ordem

Problemas com alto grau de ndo-linearidade dificilmente serdo bem quantificados por
meio de aproximagdes de primeira ordem, tornando-se claro nestes casos a necessidade de
aproximagdes de ordem superior. Assim, a busca por maior exatidio no calculo dos
coeficientes de sensibilidade naturalmente acarreta em um inevitdvel acréscimo de novos
termos anteriormente desprezados, tornando o processo de obtencdo dos novos coeficientes
bastante extenso. Um outro fator negativo no que se refere ao tempo computacional € o fato
de que certos termos derivados do funcional em analise ndo podem mais ser eliminados,
implicando no célculo de cada i-ésima componente em questdo, fato que ndo se observa em

uma analise de primeira ordem.
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3.3.1. Método Diferencial

O mesmo procedimento anteriormente dado na andlise de 1* ordem sera observado
nesta etapa, acrescido obviamente do calculo dos termos de ordem superior descritos pela

Equagdo A.34 do Apéndice A, assim o novo sistema a ser verificado sera dado por:

Hf, = S(i)
Hf,; = Sy
Logo:
Hv,, = S(;)
3.20
[H"d/u S (:20)
onde :
f/ij = [V/i;']

(3.21)

O operador H permanece sendo o mesmo anteriormente obtido e dado pela Equagao
3.12, conseqiientemente:

Hf, = [j—tm - ﬁm]

(3.22)
_d Irc _
- o Cr Vg = S(ij)

onde ;. serd obtido da relagio:

Oi L 0f o of S oM _aF
S, = — +8. +5. + ) D( Q (3.23)
v Goir, oy, Hon E G 5

sendo cada termo entre os colchetes, definidos pelas Equagdes A.31, A.32 e A.33, dado por:
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om 9
Op;0p, op,;

) (3.24)

- o’ i 0 0
E, -S| = =%|-8,
Fodss - ol Sl = 5, Sl
(3.25)
C P FC C FC/i I" C FC 1" /i
.
8—}’:1_ = v, (3.26)

Expressdes semelhantes serdo obtidas em relacdo ao indice /7. Por sua vez, o ultimo

termo da Equacdo 3.23 podera entdo ser reescrito como (para maiores detalhes, ver Equagdes
B.11, B.61, B.62 e B.63 no Apéndice B):

-

k=1 apj op, apj ov,0v, o p;
(3.27)
oH
= Vd/j(ﬁ)vd/i =0
d

Uma vez que H depende apenas em primeira ordem da varidvel Vv,, finalmente tem-se:
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S . = 1 Vi 1 . Vi 1
(i) “\c /l/chF C /ilFC/j T C /IZFCVd T/,
1 v 1 vy 1 1
“\C /leC T C Yrew C LreiVa\ T ,
(3.28)
1 1 1. 1 .
“\C /lech T p —\C LresVa\ T p C |treYal T .
1 1 1 1).
“\T /_'ZFC_ C /_ZFC/J “\C /'ZFC/I “\C Lrcy
ij 1 ]
() ,o(a) o (n) (r) (a1
C y FC F C FCh 1" C FC 1" i
) (a) (), (r) (1), (L
C ; FC 1" C FC); 1" C lFC 1" /
Entdo o sistema derivado de segunda ordem sera dado por:
- d I
Hf, = Evd/i(t) - ﬁvd/i(t) = S(i)
(3.29)
- _d e .
Hf/;‘j - Ev/ij(t) o ﬁv/ii(t) - S(ij)
sujeitos a: Vori valt = 0);
’ o v, (t = O)/y
3.3.1.1. Equac¢ao Adjunta.
O sistema adjunto sera:
Hv, =S (3.30)

o qual devera ser adjunto, simultaneamente as duas expressdes dadas na Equagao 3.20 :
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Hvd/i S(l) (3 12)
Hv,,; =Sy '
e satisfazendo as relacoes :
<V i H'vg> = <vgHvy, >+ P (vy, V)
(3.31)
<V H v,> = <V4Hf/y>+Pz(Vd’Vd/g;)

Agora, notando que os termos de primeira ordem ja foram anteriormente obtidos, e

* r . r ~ ~
que Vv, (ja determinada) ¢ a mesma para ambas as equagdes, resta entdo apenas calcular o

novo concomitante P,(v,,v, /7). Assim, da segunda expressdo dada pela Equagdo 3.31
obtém-se :

* * * d i *

<vd/[jH vd> = <Vd|:Evij — CF;vij> + Pz(vd,vd/ij)
(3.32)

* d l * *

= <VdEV/ji> - CF;<V¢1-V//[> + PZ(Vdrvd/ij)
Logo:

PZ(V;)Vd/zj> = _(V:iv()/ij) =0 (3.33)
Uma vez que Vo; = V4(t = 0),; = 0 (ja que todas derivas calculadas em t = 0

se anulam, maiores detalhes ver Equagdes B.20, B.21, B.23 e B.24), o sistema de equagdes
adjuntas 3.31 resulta em :

<Vd/iST> = <V:/S(i)>

(3.34)
<Vd/z/ST> = <v, S >
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De forma que a perturbagdo, incluindo as contribuigdes de 2* ordem, 6,R no
funcional resposta podera ser obtida por meio da Equagao A.38 (observando que o nimero de

variaveis analisadas “I” sdo 4):

(3.35)
4
+% HZ__:I 5Pz5pj[<ST/de>+<S Vay)+(S //Vd/i>+<V:’S(u)>]
Os coeficientes de sensibilidade sdo obtidos de:
ot
R = sl + i
(3.36)

4
+% 25P./[<ST/zf"d> + (8 vay) + (8T van) + <V;S(ii)>]
=

Novamente, devem-se levar em conta os termos extras devidos aos limites de

integragdo, conforme descrito nas Equacdes B.109 a B.181 do Apéndice B.
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES.
4.1. Coeficientes de Sensibilidade

O processo de obtengdo dos coeficientes de sensibilidade depende fundamentalmente
da escolha dos parametros envolvidos na modelagem do fenomeno em estudo. Portanto uma
vez tendo os escolhido, inicia-se o célculo dos funcionais resposta, segundo metodologia
apresentada nas se¢des prévias. Para cada pardmetro selecionado a partir do qual se pode
determinar os seus respectivos coeficientes de sensibilidade. Os pardmetros escolhidos nesta

analise foram :

i. Capacitancia (C);
ii. Corrente fornecida pela célula (iy¢);

iii. ParAmetros empiricos &, e &,.

Entretanto, neste modelo estudado, em especial, deve ser levada em conta uma
contribuicdo extra nos coeficientes dada pela Equacdo A.19, isto porque o limite superior de
integragdo ¢ uma combinagdo dos pardmetros escolhidos anteriormente*. A ndo introdugdo

destes termos levaria a conclusdes erroneas sobre o comportamento do funcional resposta.

A seguir sdo apresentados os resultados calculados dos respectivos coeficientes® em 1*

ordem para ¢t € [0,7]

1° Parametro em estudo: Capacitancia

SR _ 0V
sp.  oC

0. 4.1)

24 Ver no Apéndice A “Termos devidos ao limite de integragdo ser uma fungao dos parametros p; ” .
25 O céalculo completo de cada coeficiente pode ser observado no Apéndice B no tdpico: “Calculo dos Coeficientes de 1*
Ordem” nas Equagdes B.182, B.183, B.184 ¢ B.185.
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2° Parametro em estudo: Corrente na célula (i)

SR 0V, y (1
— = = -4 |- 4.2
S p; Oipc ti(e) *2)

3° ParAmetro em estudo: &,

SR _ OVy _ _(1)

S p; 0& € (43)
4° Parametro em estudo : &,
SR 6V, NG|
OR = -7l - .
5pi 0% n(’“)(e) 9

De forma anéloga, os valores obtidos, levando-se em conta termos de 2* ordem, so

fornecidos a seguir®® (maiores detalhes consultar Equagdes B.22 ¢ B.187 a B.190):

1* ParAmetro em estudo: Capacitancia (C)

5,R 59,

0. :
oy oC (4.5)

22 ParAmetro em estudo: Corrente na célula (i Fc)

1).. T (1

onde y e w sdo definidos no Apéndice B pelas Equagdes B.22 e B.70 respectivamente

52R _ 5T/d _ Y
o p; 61ipc

1
e

1
+ J—
2

Lpc

26 A mesma observacao deve ser levada em conta no que se refere aos termos extras.



57

3? Parametro em estudo: &,

o, R %
R ove (1 (4.7)
Wy 6 & e
42 ParAmetro em estudo: &,
o, R oV, 1 1 7|1
6 pi 08, n(lFC)(e) 2ipc\e e @9

Como pdde ser notado, no decorrer do texto, ha uma expressiva diferenca no volume
computacional entre os desenvolvimentos de primeira e segunda ordem, o que gera uma
expectativa da real necessidade, ou ndo, de se estender a andlises de ordens superiores
(visando melhor refinamento nos valores dos coeficientes) em contrapartida ao enorme

acumulo de trabalho gerado por tal escolha .

Outro fator importante que também foi detectado neste trabalho diz respeito aos
contornos tomados no espago de fase. Como foi brevemente comentado nos capitulos
anteriores, termos extras naturalmente devem ser somados a expressdo dos coeficientes de
sensibilidade. Isto ird ocorrer tanto no desenvolvimento dos termos de primeira ordem quanto
nos de segunda ordem, quando por ocasido da andlise efetuada, os limites de integracao
escolhidos (inferiores o=« (p) ou superiores B=B(p) ou ambos) forem fungdes dos

proprios parametros tomados na analise de sensibilidade.

No entanto esta seria uma forma equivocada de compreendé-los, pois na realidade nao
se tratam de termos adicionais estranhos ao desenvolvimento. Deve-se vé-los como
componentes da forma geral de se representar os coeficientes de sensibilidade em 1* e 2*
ordem?®’. No caso especifico onde tais limites ndo sejam fungdes dos pardmetros, obtém-se a ja
conhecida expressdo dos coeficientes de sensibilidade. Assim nao levar tais termos em conta
nestes casos, além de representar um erro formal no seu desenvolvimento, mudam

drasticamente os valores obtidos.

27 Em um desenvolvimento de 1* ordem temos um acréscimo de 2 termos enquanto que para o de 2* verifica-se o aumento
de 10 termos.



58
Um bom exemplo para ilustrar tal fato pode ser visto para o caso do pardmetro

. . 5V )
capacitancia, onde o valor correto em primeira ordem ( = 0) se apresentou muito

Zd
6C

diferente do obtido quando néo tomado este cuidado: |5~ = &

e

6V I'fe — 1
2 = ( )) Da mesma forma,

também ocorreu para os coeficientes de segunda ordem onde obter-se-ia equivocadamente

como resposta para o mesmo parametro o valor:

0V, I'fe—1 I [1-2¢ r
R + 6C + —(S ] B 1 A .
6C C ( e 2C° e 2Cipe Irc » ao invés do wvalor correto
ov,
= 0.
6C
4.2. Comprovacao da equivaléncia entre os métodos.

Como foi enfatizado na se¢do anterior, os valores relativos aos coeficientes de
sensibilidade poderiam ter sido obtidos de forma direta sem a necessidade do uso do
formalismo perturbativo. Este procedimento serd realizado nesta etapa com objetivo do

confronto com os valores calculados na Se¢do 3, via teoria da perturbagdo.

Assim primeiramente, deve-se obter a expressao para o funcional resposta escolhido,
neste caso a tensdo média, que pode ser facilmente calculada a partir da definicdo dada na

Equacdo A.7 do Apéndice A:
o o= sy )= (1L ~ _rld
vd—<Svd>—{Tvddt— F( )

Por outro lado, expandindo-se em série de Taylor o funcional V, e em seguida
tomando um incremento & daquele, pode-se obter seus respectivos valores em uma certa
vizinhanga (p,—p,) em torno dos valores tomados como referéncia para os parimetros em

estudo.
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Assim, tem-se:
_ |
ov, =dv, + Ed 2 (4.9)

Portanto, pequenas variagdes no funcional resposta podem ser obtidas tomando-se

simplesmente a primeira e segunda derivada com respeito ao parametro de interesse, como se

segue:
oV, ov, 1 v,
= + =) ———dp, (4.10)
Sp,  Op; 2; op;op; '
Conseqlientemente, para os mesmos parametros escolhidos anteriormente, tem-se para
2% ordem?®:

1* Parametro em estudo : Capacitancia (C)

0,V avd 1 <
= — = 0. 4.11
oC 22_: ( )

2 ParAmetro em estudo: Corrente na Célula (i Fc)

52\_/(1 avd 1 azvd _L 1
= - + — —Oop, = — - +
Ol pe Ol e 2; Op;Oig ' irc\e
4.12)

1 T (1

+ 5 (U( )6ZFC - ;(;)554}

3% Parametro em estudo: &,

O2Va _ OVa 124‘, AVEPI —(l) (4.13)
58, 08, 24apeg T e |

28 Observe que I = I'(§,84irc) .
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4* Parametro em estudo: &,

0,vq _ Ovy

5E, 0%,

iﬂ(;pj _ —Tln(ti)(é) _ ll(l)aim (4.14)

Logo, como se pode verificar, os valores aqui obtidos reproduzem os calculados via
método perturbativo de primeira e segunda ordem dados pelas Equagdes 4.1 a 4.8.

4.3. Consideracoes finais.

Neste momento torna-se interessante gerar as curvas de resposta a fim de melhor
ilustrar o procedimento e observar quais parametros influenciam de forma mais incisiva este

modelo fenomenologico de célula a combustivel.

Na Tabela 4.1 sao dados os valores operacionais dos parametros envolvidos e suas

respectivas unidades para uma célula a combustivel modelo BSC 500W .

Tabela 4.1: Conjunto de valores dos parametros referentes a célula modelo BSC 500W

Parametro Valor Parametro Valor Parametro Valor
4 64cm’ g -0,948 Py, latm
i e 10,8 4 3 0,0031 0o 304
T 333 K & 7,6%x107° B 0,016V
Py, 0,2095 atm &, ~1,93x107" C 3F
co, 1,8399% 10" mol.cm™

Com auxilio de uma simples rotina criada em MATLAB® foram calculados
numericamente os respectivos coeficientes relativos de sensibilidade para cada um dos
pardmetros a partir dos dados da Tabela 4.1. Em seguida foram obtidos os valores do
funcional médio Vv, via método perturbativo de 1* e 2* ordem para variagdes de £20%, =15,
+10%, +%5 e 0% (ver Tabela 4.2) ja anteriormente obtido algebricamente. Os valores diretos

também foram calculados, a partir da expressao analitica.
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Tabela 4.2: Comparativo entre os Métodos Direto e as aproximagdes de 1* ¢ 2* ordem dos parametros escolhidos

com base na Tabela 4.1

Parametros | Variagdo Funcional V,
MD* MP—1*% | MP —2"**| Erro (%) MP-12 | Erro (%) MP-2
20,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
15,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
10,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
C 5,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
0,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
-5,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
-10,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
-15,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
-20,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
20,00% 0,1748 0,1752 0,1747 0,2161 0,0331
15,00% 0,1736 0,1738 0,1736 0,1266 0,0145
. 10,00% 0,1724 0,1725 0,1723 0,0587 0,0044
lFC 5,00% 0,1711 0,1711 0,1711 0,0153 0,0006
0,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
-5,00% 0,1684 0,1684 0,1684 0,0168 0,0006
-10,00% 0,1669 0,1671 0,1670 0,0705 0,0053
-15,00% 0,1654 0,1657 0,1655 0,1669 0,0188
-20,00% 0,1639 0,1644 0,1639 0,3127 0,0469
20,00% 0,2395 0,2395 0,2395 1,16E-014 1,16E-014
15,00% 0,2221 0,2221 0,2221 3,75E-014 3,75E-014
10,00% 0,2046 0,2046 0,2046 5,42E-014 5,42E-014
§1 5,00% 0,1872 0,1872 0,1872 4,44 7TE-14 0,444 7E-13
0,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
-5,00% 0,1523 0,1523 0,1523 0 0
-10,00% 0,1349 0,1349 0,1349 2,06E-014 2,06E-014
-15,00% 0,174 0,1174 0,1174 2,36E-014 2,36E-014
-20,00% 0,1001 0,1001 0,1000 4,16E-014 4,16E-014
20,00% 0,1810 0,1810 0,1810 0 0
15,00% 0,1782 0,1782 0,1782 1,56E-014 1,56E-014
10,00% 0,1754 0,1754 0,1754 1,58E-014 1,58E-014
§4 5,00% 0,1726 0,1726 0,1726 0 0
0,00% 0,1698 0,1698 0,1698 0 0
-5,00% 0,1669 0,1669 0,1669 1,66E-014 1,66E-014
-10,00% 0,1641 0,1641 0,1641 0 0
-15,00% 0,1613 0,1613 0,1613 1,72E-014 1,72E-014
-20,00% 0,1585 0,1585 0,1585 1,75E-014 1,75E-014

3 Método Direto
o4 o Método Perturbativo de1* ordem
+4 o+ Meétodo Perturbativo de 2* ordem

A seguir os resultados graficos sdo apresentados.
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Tensao média nos terminais do capacitor em, fung¢éo do parametro C

T T T
| = Tensdo médial
3,00x10" | E
2,25x10" | E
. I |
W 0 O A
5 1,50x10" |- .
>
7,50x107 | E
0,00 . L . L
0 2 4

Figura 4.1: Independéncia do funcional tensdo média em relagdo ao pardmetro C.

Aqui pode-se notar que o valor médio da tensdo independe do parametro capacitancia

: . - : e .6V
C (Figura 4.1), como ja era esperado da analise do coeficiente de sensibilidade relativo 5—VC"

que resultou em um valor nulo, indicando que variagdes deste pardmetro ndo contribuiriam

para variagdes no funcional em estudo.

Para o pardmetro corrente fornecida pela célula .-, nota-se que o funcional

estudado apresenta uma dependéncia fortemente nao-linear, quando considerado todo o

. , ) . 5V )
intervalo do gréafico (Figura 4.2), e que cresce quando - aumenta ( Fd>0, ver Figura
FC

4.2). No entanto, caso excluam-se os valores extremos, seu comportamento pode ser muito
bem aproximado por uma fun¢do linear, como se pode verificar no comparativo dado na
Tabela 4.1, onde o valor de referéncia tomado foi de 10,8 A e para variagdes de até £20%

apresentou um erro minimo.

Outro fato importante notado diz respeito ao refino proporcionado com o acréscimo do
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termo de 2* ordem, que foi de quase 10 vezes (ver Tabela 4.2).

Tens&o média nos terminais do capacitor em fungéo do parametroi__

\—l— Tenséo média\

0,20

vV, (V)

1 1 1 1 1 1
0,0 4,5 9,0 13,5 18,0 22,5 27,0

e (A)

Figura 4.2: Comportamento ndo-linear do funcional tensio média em fungdo de i -

Tens&o meédia nos terminais do capacitor em fung&o do partametro ¢,

[—m— Tensdo médial

0,21 |- -

0,14 | -

v, (V)

0,00 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1
-1,2 -1,1 -1,0 -0,9 -0,8 -0,7 -0,6

£,

Figura 4.3: Comportamento linear em relagdo ao parametro &,

Para os pardmetros &, e &, observa-se um comportamento bastante linear por

parte do funcional tensdo média (Figura 4.3 e Figura 4.4 respectivamente). Nota-se também
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que para intervalos de variagdo de mesma ordem de grandeza o pardmetro &, apresenta uma
maior influéncia no funcional estudado. Pode-se também conferir na Tabela 4.1 quao boa
aproximacao do valor direto foi obtida via método perturbativo de 1* ordem, e uma sensivel

melhora por ocasido do termo de segunda ordem, para o parametro .

No entanto, para fins praticos de engenharia percebe-se que o erro da aproximagao de
1* ordem foi minimo. De forma tal, que por si so, esta ordem, ja se mostra muito satisfatoria.
Loégico que uma maior precisdo, geralmente, ¢ desejada mas, neste caso, o expressivo aumento
nos calculos da aproximacao de 2* ordem ndo compensa sua utilizagdo. Entretanto que nem
sempre se pode abrir mao dos termos de ordem superior. E cada caso deve ser cuidadosamente

estudado levando-se em conta todos estes fatores.

Tens&o média nos terminais do capacitor em fungéo do parémetro ¢,

\—l— Tensé&o média\ |

0,184

0,176

0,168

VV)

0,160

0,152

-2,4x10" -2,0x10" -1,6x10™ -1,2x10*

¥

Figura 4.4: Dependéncia da tensio média em fungdo do pardmetro &,

Na Tabela 4.3, estdo apresentados, os coeficientes absolutos de sensibilidade, definidos
como sendo uma razdo adimensional entre o parametro analisado e o funcional estudado,

ambos ndo perturbados, multiplicado pelo proprio coeficiente relativo de sensibilidade, ou seja
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5R P/

S:5pl e

Esses coeficientes foram calculados para fins de uma comparagdo real entre a

influéncia de cada parametro. Os valores utilizados sdo os mostrados na Tabela 4.3.

Tabela 4.3.: Coeficiente absoluto de sensibilidade para os parametros em estudo.

Coeficiente de sensibilidade absoluto §
Cc ti §1 54
0 0.1587 2.0537 |0.3313

Conclui-se, entdo, que o funcional em estudo apresenta uma maior sensibilidade em
relagdo ao pardmetro &, o que ja era de se esperar baseado em uma analise dos graficos

apresentados.

Vale lembrar que o funcional tensdo média V, estudado representa um dos fatores
dissipativos na tensdo util fornecida pela célula a combustivel, sendo portanto imprescindivel
compreender seu correto comportamento nos intervalos de variagdes escolhidos para cada

parametro de sua modelagem.
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5, CONCLUSOES

O modelo descrito por Corréa et al (2005). nas se¢des anteriores e analisado sob a
Otica da metodologia dos métodos perturbativos nos Capitulos 3 e 4, foi escolhido

propositalmente dentre outros existentes por apresentar solucao analitica simples.

E bem verdade que, em casos deste tipo, 0 método perturbativo torna-se de certa forma
dispensavel, visto que uma vez de posse da expressdo analitica da solucdo do problema,
poder-se-iam gerar as proprias superficies resposta ao invés de apenas se obter os coeficientes

de sensibilidade (pontos sobre tais superficies).

No entanto, a escassa producdo de trabalhos e pesquisas acerca deste topico, ou seja,
analise em ordem superior, justifica tal empreendimento uma vez que, neste caso, houve a
possibilidade do confronto direto entre os resultados fornecidos pelo método perturbativo de
segunda ordem e os obtidos pelo método direto, de tal forma que se pdde dirimir quaisquer

possiveis duvidas na aplicabilidade da metodologia estudada.

Assim, as principais conclusdes obtidas foram:

e O Me¢étodo Diferencial Perturbativo apresentou muito boa concordancia com os valores

calculados diretamente por meio do funcional resposta;

e A aproximacdo de segunda ordem refinou em média 10 vezes o valor do funcional

resposta obtido em primeira ordem,;

e Na andlise deste funcional, o erro obtido em 1* ordem foi muito pequeno e para a
aproximacao de 2* ordem o aumento computacional foi muito grande, nao justificando

seu emprego neste caso;

e Um cuidado especial deve ser tomado quando os limites de integragdo no espago de
fase forem fungdes dos parametros em estudo, haja vista o acréscimo dos termos

extras no desenvolvimento dos coeficientes de sensibilidade;
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e A andlise perturbativa do modelo da célula eletroquimica reproduz muito
satisfatoriamente seu comportamento quando variagdes sao impostas aos parametros

estudados;

e O parametro & se mostrou o mais influente para o funcional tensdo média em

estudo.
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APENDICE A
A. TEORIA DA PERTURBACAO
A.1. Métodos Perturbativos - Expansao de 1" ordem

De um modo geral e sem perda de generalidade, pode-se escrever um sistema de K

equacdes nao-lineares como:

m[fi(ror) o folr o) pr o), py(rr)] = 0
: (A1)
m| fo(re ), ol o r) s pir o), e, pr(rer))] = 0

onde m; representa a i-€sima equagao do sistema. Ou fazendo-se uso de notacao vetorial :

w(f(7),p(F) = 0 (A2)

onde o vetor de estado

FF) = 1£1F), f2(F) e, () (A.3)

representa o comportamento de uma variavel do sistema e

p(7) = (7). p(P)] (A4)

representa o vetor dos pardmetros de entrada. Ambos os vetores de estado e de pardmetros de

entrada sdo funcdo do vetor posicao no espaco de fase:

7= lrra...,rl (A.5)

Semelhantemente, as condi¢des de contorno (C.C) podem ser escritas como:
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C(f(#),p(F) =0 (A.6)

onde r* representa o vetor coordenada de um ponto, sobre a superficie de contorno no

espaco de fase.

Na andlise de sensibilidade de um sistema, como o descrito na Equacdo A.1, o seu

funcional resposta R( f'(7), p) pode ser definido como:

R(7(7),7) = [ $'7(7)d7 = <S'(7)]

4 C—

(7)> (A7)

onde §' (7) ¢ fungdo, conhecida a priori, ¢ < > indica a integragdo sobre todo o espago.
Por sua vez, quantificar variagdes no funcional R(]’(?),Z)) quando submetido a
pequenas perturbagdes O p; em um dos seus pardmetros representa o problema central da

analise de sensibilidade e uma forma de se determinar este & R provém da expansdo da

Equacdo A.7 numa série de Taylor:

- —»

+
oS 5p1f+ +8S

SR(S'.J(p) = <5 - o

5p1f)

<(§Tﬂ5p +...+STﬂ5p1)>

op, : op,
(A.8)
1 ot
_ 08' 5 g0
_;(Sp[<a lf>+<Sa l ]
4 - -
= Zapi[<ST/if>+<STf/i>]
i=1
onde
- 6_ST - i A9
S /i apl e f/[ apl ( . )
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Do qual se conclui que para se obter OJ6R , deve-se avaliar primeiramente as
variagoes devidas aos termos f; , para tanto ¢ necessario expandir a equacao perturbada

m(f p) = 0 de forma analoga a Equacdo A.8:

K -
Sin(f(7),B(F)=0, 568 fi+2. =5 p,
k=1 afk is10p;
B LIPSO L L (A10)
kzlafk apl b a171 ! i=1 i '
K 1
om Of, om 0f, O
= o 4+ o + —90
2 G gy Pt g, SRR G0p
I K - -
o Of P
> > (s p 5 p)
i=1 k=1 afkapz a i
1 - - -
omo f om
=Y (2L 5 p+5p,
2 (7o, 0ptg,0p)

i=1 a_pl apl
Sendo H definida como:
om, om,
_ffl afl afk
H = a—-» = : : (A.11)
f om, om,
or A

e o operador % , representando uma deriva de Frechet® (Gandini, 1987).

Ora, por definigio m'(f,p) = 0 , ¢ sendo as pequenas perturbagdes & p;

linearmente independentes e quaisquer, a seguinte relacao deve ser verificada:

29 M. Fréchet proeminente matematico francés ampliou em 1925 o conceito de diferenciabilidade a espagos normados
generalizando a nogdo de derivada proposta por Gateaux (La notion de différentielle dans 1’Analise générale. Ann. Sci.
Ec. Norm. Super. XLII (1925), 293-323).
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Hf, =8 (A.12)
onde:
i
Su = o, (A.13)

sujeita a nova condic¢do de contorno obtida a partir da Equagdo A.6:

aL_Fa_g% =0 (r = r‘v) (A14)
op; of op;

Formalmente, o incremento no funcional 6 R dado pela Equacdo A.8 fica

completamente determinado, ao substituir-se os termos ;’/i obtidos a partir da solucdo da

Equagdo A.12 sujeitos a Equacdo A.14. Entretanto, o tempo computacional gasto nesta

avaliagio torna-se muito elevado visto que deve-se calcular o termo /i I vezes.

Uma alternativa para este problema pode ser implementada fazendo-se uso das
propriedades adjuntas do funcional de estado, através do Formalismo Diferencial ou do

principio da conservacgdo da fun¢do importancia no Formalismo GPT.

A.1.1. Formalismo Diferencial.

Este método, inicialmente proposto por Oblow*® (1976) (apud Andrade Lima, 1994) e

extensamente desenvolvido por Cacuci’' (1981) (apud Andrade Lima, 1994), baseia-se na

. R ~ e , ~ .
substituigdo do termo f; por f através do uso da relagdo existente entre o operador
H c¢seuadjunto H* . Isto mantém a linearidade das equagdes a serem resolvidas com a
vantagem de eleiminar a dependéncia explicita nos parametros p2;, reduzindo, por

conseguinte, enormemente o seu tempo computacional.

30 Oblow, E. M. Sensitivity Theory from a Differential Viewpoint. Nucl. Sei. Eng., p. 187, 1976.
31 Cacuci, D.G., Sensitivity theory for nonlinear systems. I. Nonlinear functional analysis approach, J. Math.
Phys., 22, 2794-2802, 1981.
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O termo adjunto H * ¢ entdo definido por meio da relagéo:

<f H f>=<fHf>+P(f".],) (A.15)
Onde f* ¢ o vetor de estado adjunto de f i€ pl f " f ,;) € o termo bilinear que

deve ser avaliado no contorno do espago de fase. Assim pode-se escrever o sistema adjunto

como:

Hf =§' (A.16)

sujeito as condi¢des de contorno dadas por:

E*(J:*) — 6 (A.17)
logo a Equacdo A.15 pode ser reescrita, com auxilio da Equagdo A.16, como :

- o

<f/tST> = <f*S(i)>+P<f*’f/i) (A.18)

que substituida na Equacao A.8 resulta em:

SRS'J(P) = X 6p <8, T>+<7"Sy>+P(f". [ (A19)

A.1.2. Formalismo GPT

Neste método,o termo /)i ¢ eliminado do funcional resposta nio pelo uso da relagdo
adjunta a Equacdo A.12, mas fazendo-se uso do principio da conservacdo da fungdo

importancia, inicialmente proposta por Usachev’? (1963) (apud Andrade Lima, 1994) sendo

32 Usachev L.N. Atomnaya Energiya, 15,472,1963.
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posteriormente trabalhado por Gandini** (1967,1976) (apud Andrade Lima, 1994). No método
GPT, a fun¢do importancia ¢ unicamente definida em relacdo a um dado sistema resposta e sua
equacdo governante, obtida impondo-se que a contribui¢do média deste funcional escolhido
para uma dada particula introduzida num certo instante em um dado ponto do sistema do

espaco de fase, se conserva no tempo (principio da conservacao da importancia).

Chamando de ?* a fun¢do importancia, se pode demonstrar (Gandini, 1987 (apud

Andrade Lima, 1994))** que a mesma satisfaz a seguinte rela¢do de reciprocidade:

<f.8> = <f8,> (A.20)

Os seguintes passos devem ser observados na obten¢do do funcional resposta :
a) Inclui-se as condi¢des de contorno na equacdo que descreve o comportamento do
fendmeno fisico através do uso de distribui¢des delta Dirac apropriadas;

b) Escreve-se a equacdo derivada como:

Hf,, =S, (A.21)
sujeita a condi¢ao de contorno:

A A -

C(f)=0 (A.22)

o~ .y ~ . A g , .
onde as condi¢des de contorno ja estdo incorporadas em H , que por sua vez ¢ obtido de

H conforme a regra de reversdo (Gandini, 1987) (apud Andrade Lima, 1994).
c) Por seu turno, define-se a fungdo importancia como:

* *

HYf =§ (A.23)

sujeita a condi¢do de contorno:

33 Gandini, A. (1967). J. Nucl. Energy, 21, 755. e Gandini, A., 1976. Nucl. Sci. Eng. 59, 60.
34 Gandini, A.. Generalized perturbation theorymethods. A heuristic approach. In: Lewins, J., Becker, M. (Eds.),
Advances in Nucl. Sci. and Techn., vol. 19. Plenum Press, New York, p. 205, 1987.
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C'(f) =0 (A.24)
a qual resulta diretamente da Equagdo A.21. Assim a Equagao A.20 pode ser reescrita como :

A

<f.H f

* * *

> = <jf H ;‘/t.> (A.25)

O que corresponde a Equacdo A.15, levando-se em conta que no formalismo GPT o
operador estendido A e conseqiientemente A~ j4 incluem intrinsecamente as condigdes
de contorno. Finalmente, substituindo a Equagdo A.20 na A.8 se obtém a variacao desejada do

funcional resposta:

SR(S".J(3) = X op[<S" F>+<F"8,>] (A.26)

A.2.  M¢étodos Perturbativos — Expansao de 2° Ordem.

Desenvolvendo a Equagdo A.8 uma ordem a mais obtém-se as contribuicdes de
segunda ordem (6,R) | anteriormente desprezadas, no funcional resposta definido pela

Equagdo A.7. Assim, tem-se :

5,R = 6SR(S", f(p) = dR + %dzR

I
= §5pi[<STﬁf>+<STfﬁ>] (A.27)

1] 5 - 2 = o
+ 5 Z 5pi6pj[<ST/ijf>+<ST/if/j>+<ST/jf/i>+<STf/ij>]
i,j=1

onde:
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o’ s’
st = A2
"= Gpip, (A28
- 32}

De forma semelhante a expansao de 1* ordem, deve-se obter primeiramente as

variagoes devidas aos termos } s » dado pela Equagdo A.9, e f_;l-, , dada pela Equagao A.

29, ou seja :
- (7). 5(7) af am
o .
(] (7), p(7 Z PHZ ) (A.30)
1 - O o O0f o Of
2 Z: ﬁpﬁp] ’619, ’8p,
K k) > 27
of 0 f o f _ =z
+). D( ) Q +H 1] =0
/; op,” Odp;  0pOp,
onde:
o’ m, o’ m,
9p;0f, op,0fx
B = : : (A.31)
*m, *m,
op,0f, 0p:0fg
of" 0
af_(k) ap}
D 5 = : : (A.32)
p./ 0 af[((k)
op;
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offefr, 0f10 [k
oY = : : (A.33)
0’ my d*m,
of of,  afMofs,

Da Equagdo A.30 derivam-se as novas equacdes do sistema e uma vez que as

perturbagdes O p; sdo arbitrarias e independentes tem-se:

Hf =S,
L= Su (A.34)
HYf,; =S4
onde:
_ o
S. . =
" ap
- (A.35)
Sy = — o' +5, o .5 +ZD nof

opOp, '0p; ’5p,k1 Gp, ap,

A.2.1. Formalismo diferencial de 2* ordem.

Uma vez que agora existem contribuicdes de ordem superior como descrito na
Equacdo A.35, o operador H" , adjunto de H , deve ser redefinido através do seguinte

sistema :

<]?/iH*J;*> = <f*Hf/i>+Pl(f*’f/i)
(A.36)

<f,H [>=<fHf,>P(f.f,)

Uma rapida observagao na Equacao A.36 permite concluir que a variavel dependente
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7" deve ser adjunta simultaneamente a f,; e f, . Obviamente que devera existir dois

concomitante bilinear distintos, cada qual definido por uma das Equacgdes A.36 e avaliados no

contorno do espaco de fase.

Assim, novamente eliminando-se o termo com a dependéncia explicita em 6 p; por

meio da Equacdo A.34, a Equagdo A.36 pode ser reescrita como:

<f/iST> = <f*S(i)>+P1(f*;f/i)

(A.37)
<f8'> = <fSu>+P(f". 1)
Finalmente substituindo a Equagdo A.37 na A.27, tem-se que :
- i . - - .
SRS 7(5) = X op|<S, F>+<f "8, >+P(f" f) (A38)

i=1

I -
+ 1Y pop, <8, Tor<S [ rr<S [ or<] S,

i, j=1

N | —

v P

Que fornece a expressao procurada para perturbagdo, até segunda ordem, do funcional

resposta proposto anteriormente.

A.2.2. Formalismo GPT de segunda ordem

Definindo a fungéo importéncia de ]: * , pode-se demonstrar que :

<f,8">

Il
A
S~
/Ed

:/V

(A.39)

- _f. _ A A
<f,8T> = <f'8,>
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substituindo na Equacao A.27 obtém-se o funcional resposta:

1 -
- - - —>*a
SRS\, 1 (D) = Xopl<S,f>—<f >
i=1

api

(A.40)

I
1 - e - e
LY opspl<S TS [ r<S [ o< A
i, j=1
onde:
s I (k) ) 7
A = m<g)+5if/j+5jf/[+];1)(f v f, (A.41)

A.2.3. Termos devidos ao limite de integracio ser uma funcio dos parametros p;

Seja R o funcional resposta proposto e definido como anteriormente por:

B(p)
R(p) = [ 8"(p.7)f(p.F)d7 | entdo perturbacdes de 1* e 2* ordem em relacdo aos parimetros

P; podem ser obtidas como descrito nas Equacdes A.19 e A.38.

No entanto, em alguns casos onde os limites de integracdo também sdo fungdo dos

parametros escolhidos, uma pequena correcao, que surge naturalmente do desenvolvimento da

derivadas, deve ser levada em conta.

O termo linear da expansdo (dR) pode ser obtido diretamente da expressdo devida a

Leibniz (Courant, 1999) dada por:
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dR(f?) B d B(P)

(A.42)
B ~ b= = B(5) .

v [ O BF) pp yar + [ §TLRT) y
a5 0P «(p) op

onde @ e B sao fungdes quaisquer do vetor parametro p.

Assim, rearranjando os termos obtidos e utilizando a notacdo de Dirac, pode-se
escrever:

2D~ (Sp) 4 (ST DSB8 (56)

(A.43)

onde foram omitidas a dependéncia nos parametros p e 7 quando claras no contexto.

O termo de segunda ordem (d°R) por sua vez, pode ser calculado aplicando-se

novamente a regra de Leibniz a expressao obtida anteriormente para dR, ou seja:

d [dR(p d - - 3 » D 7,
d d<p) - d_[—“/f(P)ST(p,a)f(p «) + B, (p)S"(p.B) f(P.B)
pP; Pi D
(A.44)
N B(ﬁ)as’r(ﬁ’;)f(ﬁ 27+ ﬁﬁ)saraf(ﬁj;)d-.
wp) 0P ’ a(p) op:

Finalmente :
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dzR(Z?) i t T t _

Gdp. = Sl )+ (SIS 4 ()50 + (8]

— S' (P, )|y f(Box) + o f (Do) + S(B.B)BS(P.B) +

+ B f (B = (P [ (o) + ST,(5.B)B, S (5.B) - (A.45)

- SIi(ﬁ:ﬂ“/jf(f’rﬂ

L+ ST(P.F)B, ST

— 8" (p.F)e,, £u(P. )|

Onde pode-se observar um acréscimo de 2 ¢ 10 termos para o coeficiente de 1* e 2%

ordem respectivamente.
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APENDICE B

B. DESCRICAO DO PROBLEMA

Variavel dependente :
Va (B.1)

Funcional em estudo :

v, = (v,8") = j(%vd)dt (B.2)
Parametros :
D =1[C; ip; E; &y & Ei T; By J.0 A i ] (B.3)
Espaco de fase :
7= [t] (B.4)
B.1. Obtenciao da Equac¢ao Generalizada
A equagdo governante do problema dada por %Vd(t) - %ti + %Vd(t ) =0,
onde T = ReqC , pode ser reescrita como:
o= % ¥ty - %ipc =0 (B.5)

onde:
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Vact + VCOI’I
T=RC,=C —ipc (B.6)
Como :
Ve = —1& + &T + §3T1n(coz) +&,Tn(i)]
; (B.7)
Vee = = Bln(1 — =)
Tem-se entdo que:
C . L pc
T=- = & + &T + &Th(C,) +&,Tn(iy.) + Bln(1 — i_) =
FC max
(B.8)
= i]"
Lrc
onde :
I
I =& + &T + §3T1n(C02) +&,TIn(iz) + Bln(l — lﬂ)) (B.9)
Logo:
_ OV _irc Va
ot C pc
& + &T + &TIn(C,) +&,TIn(iy) + Bln(l——)
Fmdx (B.10)
Irc ov, Ipc Va Lrc



B.2. Obtencao do Operador H

Da Equacdo A.11, obtém-se;

y - 0m _ o _ o [OVa

-

af avd B 5Vd 61 B ?1—'

B.1. Obtencao de S

Lindx

Da Equagdo A.13 tem-se que : S, = —S—Z
s:_aﬁ“_advd_iﬂﬁ frc
@ op, op\ dt cr C
(B.12)
. Va 1) ipcVa Ipe Va1 . 1.
= i t = + = + irc + | = irc)
|:ZFC/ICF (C)/i I—- C (F)/i y FC C) FC/]
onde
i
1 §l/i + §4/iTln( iFC) +§4T(1n(iFC))/i + B ln(l_lﬂ)]
max /i
(7)/1 - Tl B3
& + &T + §3Tln(C02) +&TIn(ipc) + Bln(l — .FC)]

Logo:

Hf/i = S(i)

. B.14
dvy, _ e Yai _ S ( )
dit c I @

sujeito a condigdo de contorno: v, =
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B.2. Obtencio de H"
Da Equacdo A.15, tem-se que:

<Vd/iH*v;> = <V:;Hvd/i> + P(Vz;vd/,-)

. B.15
_ | AV Lre Yayi Py - ( )
Vg di - ? T + (Vd’vd/i)
= <Vd d[d/> - CF;<vdvd/i> +P(vyvy,)
como :
* d K * d * T d *
<VdEVd/z> = J{;(Vd Jdr d/i)dt (Vdvd/i)() - <Vd/iEVd> (B.16)
entao:
<Vd/iH Vd> = _%CT<Vd/in> - <Vd/iEVd> (B.17)
consequientemente:
% d iFC
H = - —(.) — —(. B.18
ARS8 (B.18)
uma vez que:
* * =T * *
P(vyivy) = =(Vaved— = _[[vd(T)VO/i(T)]_[Vd<O)VO/i(0)]] =0 (B.19)

haja vista v,(t=7) = 0 e v,,; = [v,,](t=0), que é identicamente nulo para cada p,

quando t = 0, ou explicitamente:



para C

onde :
&, T
Y = lpc|—
Lrc
para &,
Lipe l
v, =—|1 — " + £=
& ¢ cr'c
para &,
tigc i
v, = —=Tln(i,)|1 — " + CF?

B.3. Obtenc¢io da Equacio Adjunta:

Como : H*_]_;* = ST, vem que:

= —(1-140) = 0

Tln(i,)(1-140) = 0

&9

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)
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logo:

= s (B.26)

B.4. Obtencao dos termos de uso freqiiente

B.4.1. Calculo de S

Como definido na Equacao A.13 do Apéndice A, os termos Sy

para C
v 1 IpcVa dpeVa[l 1 . 11). _
S(C) |:lFC/CCI—- (E)/c T C (T)/C—i_ E)/CZFC+ E)IFC/C] - (B.27)
[ ircVa lre _ _lpe(Va 1
Cc’r C’ c\ T
para lpc
v 1 IpcVay TpeVa| 1 .
() {ZFCHFCCF_F c rie T ?(T)/z ,+ /i fre
(B.28)
() o vy (L
C ['Fcrine CT CFZiFC C
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para &
. Vy 1 lpcVy IpcVal 1
Sie) [lmglcr " C)/a r C (F)/a "
(B.29)
1 1. IpcVa
+ | = + (= —fed
C)/EIIFC C |'rer I’
para &,
. Vg 1 LpcVa IpcVa |1 1 . . _
S I e o o I v
(B.30)
_ _iFCTln(iFC)Vd
cr’
B.4.2. Calculo do termo fonte derivado (1* ordem)
. . ot _ 0 Lrc . .
O termo geral pode ser escrito como: §,, = ——|— ——=|. Entdo tem-se:
o p; cr
para C
I I
sh,o= O |- el o ke B.31
/C ac|: C]" Czl_. ( )
para Ipc
T
r - iFC §.4 - . B )]
s = 0 [_ ZLC} _ i e 2 (=l ) _[r ~ (B.32)
e Ot pe Ccr Ccr Ccr

para &,



s = 0| fre| _ ke
a3 661 Cr Cl_,z
para &,
o = 0| e _ |z IpeCTn(ip) _ e TIn (i)
/&, 654 Cr Czrz Crz —

B.4.3. Desenvolvimento das derivadas da variavel dependente v,

Os termos derivados podem ser escritos como:

logo tem-se para cada parametro:

para C

onde “e” representa a base do logaritmo natural.

para Ipc

92

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)



93

Varie = 8 [—1‘(1 - ec_r)] B _[

Olpc g
(B.37)
&, T B
I Fe : ] tipe
Lrc (£ ire) tCFr(
CT ¢
( ”r() 1_. tipe
— __L 1 _ cr + - Z ¢ Ccr
Irc ¢ cr €
para &,
tire e ot
Ve = 6%1 —F(l - e”) _— [1 ~ T g ﬁ;e”] (B.38)
para &,
a[ ( ’)] ( ”'”) i Tlin(i,,) e
. FC FC
varg, = g LT = e = = |Tin(ipc)\1-e" J+——mrm—e" (B.39)

tipe . tipe
. cr | dirc . ¢t
= —Tln(ch)[l — e + ﬁz‘e”]

B.4.4. Calculo do termo fonte derivado (2% ordem)

Da defini¢io §f. = 0 [S” tem-se que :
ij op,; i]>

J

i = C;

para: |’ .
J =0C, ipc, & e &
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I 21
ST = i FC - _ FC .
/cc 8C(C2F C3F (B.40)
T
. r Lrc §.4 - B.
t — 0 Lre Lpe Lix —VrC _ I — Y (B41)
/l[--cC al'FC Czl—- Czl_'z C21—'2
[ i
Shee = 35| = - = B.42
/€,C agl C21_, Czl_'z ( )
+ _ a iFC N iFCTln(ti)
%, R S B.43
/EAC 654 C21—- C21—'2 ( )
= e,
par C, ip, & e &,
i _ ot _ (I =y
Sice = S = ( oo ) (B.44)
B
_L + . lmwc. -
st = o (I — vy __ Lre <lmn'vc irc) _23/([' — y) (B.45)
e Oipc\ CTI? cr’ cr’
I — 1 2
T ) = - = B.46
/§1 FC 651( CI—-2 ) |:C1_.2 CI_'3 ( . )
i _ _ 0 I —vy _ T(ln(iFC) + 1) B ZyTln(iFC) B4D
o 08\ cr’ cr? cr '



t _ ot Lrc
N 1CE A 1&C C2F2 ’
¥ ot . 1 2y
lipc& I Erire - Cl—-z CF3
t _ 0 Irc _ 2ipc
T __0 Ipc _ _2tiT1n (i )
/€48, 854 CI—-2 Cl—-3

ara : .
p = C; ipes gl; 54'

st =5t = _M
/ICE, /E,C C21—-2
L g Tlnli) + 1) 2y Tl
lipcEs /&4 e CFZ Cr3
s' _ st _ _2tiTln(ti>
18,84 /€48, CI—-3
+ 0 tiTln(ti) _ _2tiT2(1n(ti))2
wE0g| oot cr’

B.4.5. Obtencio dos termos de S ;

Pode-se escrever o sistema de equagdes de 2% ordem como: [

Hf, =
Hf,; =

95

(B.48)

(B.49)

(B.50)

(B.51)

(B.52)

(B.53)

(B.54)

(B.55)
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assim:
d 1
Hv,, = (dt(.) - %( ))Vd/i S 556
o _|d Irc _ g .
Vaij dt (.) — E() Vij ()
onde :

. Ve 1Y freVa lreVa |1
S(l) - |:lFC/iCF + (C)/i I" + C (I")“ +

jaobtido e :

tiu] (B.57)

m 4 5 6}
apia/ lapj 70 p; k=1

S( - —

i)

(B.58)

onde cada termo, entre os colchetes, ¢ dado por:

?m ___0
opop; Op;

1. .
C Leci |

IrciiVa 1)\ ircVa IpcVal 1
+H = + =] +
Ccr (C)/[ r C (F)/i
1 lpcVa 1\ ipc/jVa
= —||= =) EELLL
[(C)/ij r (C)/i r

1\1 iV 11. 1
+(E)%Jd (E)IFC/in(T

LpeTt
/i

(B.59)

LpciiVa

+
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o’ m, o’ m,
apiafl apzaJ(‘K a_zm 5 6m
g = RO s 3,00 - 3 (a )= (B.60)
ame ame (=, 9PiOVy Va\OP;
Op0f, Op0fy
. Va 1\ ipcVa ircVa|l . 1.
= — Llii==+—=| =+ ] +H = =i pes
avd|:lFC/zCl—' C y 1" C (F)/l /[lFC C lFC/l]
1 dpe . 1 ti(l)
= _ — = + — 4+ ==
(e) % = i - 7),
De forma analoga para £, . E como os termos 6;d_ j& foram obtidos
anteriormente, resta apenas definir o termo regido pela somatoria.
Assim, seja w € R* dadopor W = [w,, w,, ---, w,]' anotacio:
Vv(k) = [W(Ik): W(Zk): Y W(nk)]r = [Wk’ Wl) Wz,"', Wk—l]Ta representa a Operagﬁo

sobre as componentes do vetor que as deslocam de k-1 posi¢des em relagdo a configuragdo
original, enquanto que D(w) = diag|w,, w,, ---, w,|, atua como operador

diagonalizador numa matriz qualquer.

Logo, como existe apenas uma equagao :

(B.61)

consequentemente:



0 (k)
) fi .
b 8 f* _ : _lef D ov,
op, 51 W op, op,
op,
e
*m, *m,
0 (k)a o 0 _ _
_Q(k)E fl: fl f1: fK _ azm _ azm _
52' =2 01,0/, v, 0v,
my 0" my
ofcfof,  asfMafy
0
= —(H) =20
6vd( )
Finalmente :
af(k) Q(k)a? =0
op, o p;
B.4.6. Calculo do 1° operador de S,
O termo geral ¢ dado por o'm logo :
opdp; = 7
= C
para - C, ipc; &, &
Om B (1) LpcVy (1) iFC/iFCVd_i_ ) (_)
atiaC C /Cipe r C /C r C /C e ipc

98

(B.62)

(B.63)

(B.64)

(B.65)
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1 IrcicVa 1 \ircici, Va 1. 1 1
+ | = [+ — = — — —
(C)/IW T +(C) T + lFC/CVd(I—-)/lR+ /iFClFCVd(F)/C
1. 1 1. 1 )
+ =i + = -+ (=
(C)ZFC/ch d(r)/c C)chvd(r)/cm C /CipchC
1 ) 1 ) 1.
+ (E)/CZFCNFC + E)/ lpcic T E)ZFC/CiFL.]
_ _ —Vy ircVa|&aT _ B _ L _i Vi Va¥ 1
c’r rc’\ie (i) c*| c*\I' r?
2 . ;
m 1 [reVy 1\ frese,Va 1) . ( 1 )
= —|[=] £+ |2 2Ly = — +
6&16(] (C)/cg1 r (C)/c r (C)/CZFCVd r /&
1 IrcicVa 1\ ircice Va 1}. 1 1 . 1
v P el o e v AR o B v BN
1. 1 1. 1 1 ) 1 .
+ 1= Vil T |\ = ireVal 7 + | = + | = +
C) FCIE, d(r)/c C) FC d(r)/CE, C)/cglch C)/CZFC/g.
1) . 1. IpcV
0 m 1\ dwevy 1\ rereVa 1) . ( 1 )
= —||=] £ 4] L4 = = +
a§4ac (C)/C§4 r C e r c /chCVd r /&
1 IrcicVa 1 \ircice, Va 1. 1 1 1
+ = H = | = =] += =] +
) e e ool 1) () el 7).
(B.67)
1. 1 1. 1 1 ) )
+ =] Vil T |\ =i Vel 7= + | = + +
C) FCIE, d(r)/c C) FC d(l")/C§4 C /C§4ch C)/CZFC/E4
n 1 1. _ ipe VT (i)
6 . lpcic T E lrcice, | = — 1
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= lpcy

i
ara . .
P [J = C; ipes &5 &

gm gm 1 (Vs VY
= = —|-= - + 1 B.
0COi,.  0ip,0C C*\T I’ (B.68)

*m 1 LpeVy 1 Ircri, Va 1 . ( )
A e oA BV P +H = = +
aiFCaiFC [(C)/[I'Ciﬂj r C e r c /invlFCVd /irc

1 Irc/i Va 1\ irc/i i Va 1 1 1 1

1 Fc = FCTFC i . — — ] — B.69
{e), =l gt 2] enlt), @

. 1 1. 1 1 ) 1 .

H=Nipe o vil =] + = = += +—= .

C lFC/l”\Vd(F)/m C)ZFCVd(F)/imFC C /n-L.z‘F(vlFC C /u-t.lFC/l”

1) . . —2v,[&T B
+—= Lperi = lFcri = - : - 7 ; +

C / ipc FClire C FClise FC] CFZ Lpc (lma'x - ZFC)

T 2
LB ) o8 B
LpcVal\ tre (£ i1 ) 4 ive (i —lpc)
C I I

_ —2v,y Valre 2y’

Ci.I? CrI? ri,

onde:
&, T

B
ST )2) (B.70)

326
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m 1 LpeVy (1) Ircre,Va (1) . (1)
— =] =] EEE =] vyl o+
8§]aiFC (C)/iﬂg1 r C lipe r C Lipe rerar a3
1\ irci, Va 1 Ircri, g Va 1]. 1 1) . 1
i E)/E. r " (C) r C lFC/i"Vd(F)/a—i_ C /;lFCVd(F)/zF(
(B.71)
1. 1 1. 1 1 )
+ E)IFC/EIVd(T)/I_FC + E)ZFCVd(T)/iFCE,—i_ C /iFCE.lFC +
T e L s |
C e FC/§E, C e, FClige C FClig &,
N Y 2ipcvy, §4T_ B _ Va _ZiFCvd §4T_ B
cr’ CI’ \irc (ipa—irc) Ccr? CI’ \irc (ipa—irc)
= Y [y 2y
cr’ r
O’ m 1 LpeVy 1 Ircre,Va 1 . ( 1)
= —||=] <+ (= =] ipeve =]+
08,01 (C)/ifc'§4 r Sl T e\
(B.72)
1 ircri, Va 1 Ircrie Vi 1. 1 1) . 1
i E)/a r (C) r " C lFC“"Vd(r)/a—i_ C /@lFCVd(F)/m;
11). 1 . 1 1 . .
+ C Irere,Va\ T i + C IreVa\ T /ti§4+ C /ti§4lFC+ C /tilFC/§4+
1 _ ) —v,TIn(i..) v, T .
C),§4 FClir " \ 0 FC/chg4] [ CT2 CF3( Y ( FC))
v, TIn (i) v, T ]
= + I' — 2yIn(i
I’ Crs( Y (FC))
para L= g
j = C’. l‘FC" El" ~§4_
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8—2m . (?m _ dpeVy
0COE,  08,0C (I (B.73)
o*m *m Va ( 2y)
= e 1 _ ZJ
0i 0,  0£0i.  CI T (B.74)
?m ( 1 ) LpeVy ( 1 ) Ipcrg, Va 1 ( 1 ) 1 Lpcre,Va
== L+ =) v =] =
08,0¢, C €&, r C 3 r a3 rear e \C /€, r
(B.75)
1 \ircigeVa [1). 1 1) . 1 1), 1
+ == =] += =] += —
C) T (C)ZFC/;Vd(F)/El C /gllFCVd(r)/El C lFC/g,Vaz(F)/gl
1. 1 ) 1 } 1 } )
+ C LreVa\ T /§|§|+ C /Elg.lFC + C /EIZFC/EI + C /gllFC/§1+ C Lrere g,
_ Ve o [z} _ Z2ikcVa
C o0& \1’ cr’
Om ( 1 ) IpcVy 1 Ircre,Va 1 . ( 1 ) 1 Ircre, Va
=—|[=] L2+ == ieevil =] H =
08,08, C /€%, r C 3 r /€, rear /84 3 r
1 \ircrgeVa [ 1), 1 1\ . 1 . 1
+ (E) T + C ZFC/EIVd(T)/E;l— C /§4ZFCVd(T)/§I+ C IFC/E)’@!(T)/gl
(B.76)
1. 1 1 . 1 . 1 . )
+ (E)ZFCVd(T)/§‘§4+ E)/§1§4IFC+ E /g]lFC/§4+ E /§4ZFC/§]+ E Lrcree,
_ Va9 (=1 _ _2iFCVdT1n(iFC)
C o0&\ I? cr’
ara P= g
p = C; iFC; El; 54.
PY Py ircv, TIn(i
Om __ 0Om __  lpcVa (irc) (B.77)

0COE, 0E,0C c’r’
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(?m (?m VdTln(iFC) v,T .
. — — = + I' — 2yIn(i B.78
alFCa§4 a§4alpc 1—.2 CI-.3( y ( FC)) ( )
PE & 2ipcvyTIn(i
Om__ _Om _ _2lpcVa 3 (irc) (B.79)
0,08,  0&,08, cr
8—2m 1 LpcVy ( 1 ) Ipcre,Va 1 . ( 1 ) 1 Ipcre,Va
=—|[=] L+ —=+=]| iV =] H=] —
ag4654 (C)/§4§4 r /8 r 1€, et r /8, c /&, r
(B.80)
1 \lrcreeVa [ 1), 1 1) . 1 . 1
+ (E)—F +(E)1FC/§4vd(T)/E4+ rol /EAZFCVd(T)/g;i_ C ZFC/§4Vd(T)/§4
1). (1) 1 . 1) . 1) . .
+ | =|iz-V,| = +—= Lot — 1 +—= 1 +—= |1
(C) FC Vd I" Jee, C Ve, FC C e, FC/§&, C e, FC/§&, C FC/¥E,E,
Ve 5 —Tln(ti)) _ 2ipevy(Tn(ipe))
C 0§, I’ cr’
B.4.7. Calculo do 2° operador de S
, I m
Os termos do desenvolvimento =, = sao :
op,0v,
para C
_2 .
g, o' m (1) Eee n 1\ lrcic " 1 ti(L)
0Cov, Cl.T c|] I C e
(B.81)
e
Cc’r

para Ipc



|
|
Q-

I
|_
—_—
|
—

Uma vez que :

o

Lrc 1
> + i
)/iFC F C
E4T
iFC (inldx
Irc 1
- + i
)/§| r ¢
lrc 1
R - + -
)7 (e

-t
1 — e’

Rl
T +
B
irc)
Lreye,
[
Ipcye, 1).
)T " E)(

) , tem-se que:

104

(B.82)

(B.83)

(B.84)

(B.85)
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<eTt> = je%tdt = T(e — 1) (B.86)

<e(il)> = ie(il)dt = T(e - 1) (B.87)

(vy) = <—r(1—e7)> =j—r(1—e7)dz =—r<1>+r<e7> _rcl (B.88)

(Vi) = <(1 _ T ”)> = {(1 _ T ”)dt = (1) - <e(T_ ”> i (B.89)

(B.90)

-t T o —t T =t T _
<v2e7> - f(l ) 2 [erar - [< = —F_—C(e 2) B.I1)
0 0 0

AT 202 (,
<zeT> = [rerar = LC (e 2) (B.92)
0 Lrc ¢
AN AT N R 202 (9, _
<vdteT>:f(l—eT l)tertZJltert—f Lgp = LC (262 5) (B.93)
0 0 0o € Ipe e

B.4.9. Calculo das integrais envolvendo as derivadas segunda do termo fonte

Antes deve-se observar que : <Stijvd> < <Sjﬁvd>
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2i 2T (1
s’ _Zr LN .
< /cch> C3T< d> Cz(e) (B.94)
r —y 2T (1 I — yj\[l
(Ses.a) ( o )<vd> Cz(e) ( i )(e) (B.95)
i _ Ipc . 1(1
(Sleeva) = —C2F2<vd> - _E(Z) (B.96)
t _ ipe TIn(ige) _ Tln(ipe) (1
<S/C§4Vd> - _W<Vd> - T ¢ - (B.97)
__L + L‘z
Lre (imdx - iFC) 2 _L cm 1
FC d>:_ Cl—-2 - CI—.3 (F_Y)l l z =
FC FC (B.98)
_ Biww y 2y L(l)
(T — ti)z Lrc Fipe |ipc\e

t _ (1 2 _ 2 1 r’cf1\ _
v = [ - 25 = (1 ety

(B.99)
2y\ 1 (1
(1 - T)E(E)
(ln(ti) + 1) 2YT1n(ti)
< ;ri,.L,§4Vd> = (T I - cr’ <Vd> =
_ (T(ln(iFC) + 1) _ 2yT1n§ti) rﬁc(l) _ (B.100)
Cr Ccr lpc \€

e

(T(ln(iFC) +1) - —ZYT?(%))L(I)

Lpc

2i 2 (1
<sfglglvd> = —ﬁ(vﬁ = - T(Z) (B.101)
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26 Tn(i ) 2T In(ize) (1
i _ FC FC _ FC
<S/§.§4Vd> - _T<Vd> - 71 |\ (B.102)
2ipe T (In(i ) 27 (In(ipe)) [ 1
T _ FC FC - _ FC
(STeeva) ) = (B.103)
* % 2 —7 _t
<VdS<cc)> - <Vd[ Z@C % + 1| + lec (—ézc te T)]>
_t
= 2%(%<v2vd> + <v2>) + 2 ZC <the T> =
(B.104)
_ olke FZC(3 - e) FC(l L ke F2C2(2e - 5) _
C*\Tige e ipc \ € c'r l‘fpc e
c*\ e 2e e
* 1 (Va Va¥ e L( . Tt) I'—y -
<VdS(CiFC)> Vi Cz(r I 1) T\ 1—e T te
(B.105)
1 e A 1 <V;Vd> * .
S E ) ]> ol )
sl o)l st
I'C*\ipe d d Ccr d cr\r 2\
1 2—e 3—e 1 3e — 8 2e — 5
= - - — B.106
lFCC(F( e ) y( e +Cipc(y( e ) F( e )) ( )
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. W =i i -t g i -t
< _ FC < PO i ) N e - _
<Vd <C§.)> <Vd crrr 4 o'r € ccr c’r’

i . i . =l NN i . B.107
=_ Cz;cz<vdvd>_ [;CF <vd> <vde >+<vdt >CF; C3FIC"2<the >]: ( )
_ 1[5 - 2e

C e

—ipcTIn(ip) _iFCTln(iFC)
crr Y cor

~ih T is) }> B
—ar e =

(1 )y e
cr'e

<V¢1 S(054)> :<Vd

lFCC211;12<lFC)< dVd>_lFC Cznl—(‘ch) (<Vd>_<vdeT >+ (B.108)

_ Tln(ti)(Ze — 5)
C e

B.4.10. Calculo dos termos extras do coeficiente de sensibilidade devidos ao limite

superior de integracio ser uma fun¢io dos parimetros em analise

Uma vez que os limites de integracdo no espago de fase também sdo fungdo dos

parametros em estudo, uma ligeira correcdo deve ser acrescida ao desenvolvimento dos

coeficientes de sensibilidade como descrito nas Equagdes A.19 e A.40.

S'B.f(B.B) = T1,v,(7) (B.109)

para: i=C

L1, v, (v) =£(1;e) (B.110)
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para: [=igc

Lo valr) =Fl.—;x(e;1) (B.111)

para: i=§&,
%T/cvd(T) :(1;) (B.112)

para: i=§&,
%T/ eValT) :Tln(ti)(%) (B.113)

S'B,f(B.D), = —Tuvalv)],, (B.114)
i =0
pard - C, ipcr &5 &
1 1 B
;T/C[vd(—r)] c = ;T/CO =0 (B.115)
1_
%r/c[vd(f)] Ny, = g%( ee) (B.116)
1 11—
;T/c[vd(T)]/gl = E( ee) (B.117)
1 _ Tln(ti) l1—e
—Tre[valT)] g, . - (B.118)



I = ipc
ara .
P C, ipes & &4
1
; NFL[ d(T)] /C = O
_ yI'=y)[e-1
. A
_[I'=yl\[le—1
T HFC[ d(T)]/EI (rti)( € )
l [ (T)] _ (F—y)Tln(ch) e—1
T irelVd /g, Fti e
ara : P g
para - C, ipes &) &4
1 _
;T/El[vd(T)]/c =0
l'r [v (T)] -y [lze
T BT e i\ e
1{1-e
TT/El[vd<T)]/§1 = T( e )
1 _ Tln(ipe) [1—e
TT/E,[Vd(T)] I, T e
ara : = B
bara - C;oipe; &5 &4
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(B.119)

(B.120)

(B.121)

(B.122)

(B.123)

(B.124)

(B.125)

(B.126)



Para : i-: < j
J=Circ; & &
v 0]l = §(_)
%T/im[vd Ol = _(I;;Fi)(z)
%T/El[vd ez = %(é)
%r,@[vd Ol = Tlnc(‘iFC)(é)
Para : lj::igc,-’ Ipei &7 &4
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(B.127)

(B.128)

(B.129)

(B.130)

(B.131)

(B.132)

(B.133)

(B.134)

(B.135)
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1 =X (e2) T (l) B.136)
;T/C[vd/im(t)]L:T Cti( o ) Cile (

1 —_—
;T/iﬂ,[vd /;,.L.(t)] |t:T =

(B.137)

l)] (B.138)
e

l)] (B.139)
e

(B.140)
1 _I'—yle=2
— T Ve e (O]l = tiF( - ) (B.141)
1 1(2-
;T/z[vd (]l = 7( ee) (B.142)
Tin(i,.)[(2—
ToelVa e, (0] l=r = FFC( ee) (B.143)
CJE T g
Para : j = £ E,.
Tln(i.)
T/C[Vd/g(t)“t = =

(B.144)



;T/,-F(W[Vd /54(t)] = = ipc I’

. l = C ,‘
para : C

. 1 = iFC )
para : C ;

(r—y)Tln(iFC)(e—2)

e

Tln(iFC)(Z—e)

%T/El[vd /54(t)]|t:'r = T e

%T/&[Vd /§4(t)]|t:T _ [T1n (i )] (2—e)

Jodpes &1 &4l

el &1 &y

() = F_—X(e_l)

—T,. A% -
lipeC " d )
T Cipc
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(B.145)

(B.146)

(B.147)

(B.148)

(B.149)

(B.150)

(B.151)

(B.152)

(B.153)



1 1
(1) = 5
Lpc

? T/il-'(?[l-(' Vd

l'r v, (1) = 1 (el
T /iFCEI d ’

< Tiee,ValT) =

J=Cr i & &

T

T i Vd (t) = _(

3r—2y+—

Y
(lma'x_lFC)

BZFC lma'x

e—1

lpe e

T[ln(ti)_l]

|

e—1

|

1 1 (1-e
_T/g,cvd(T) el

lrc

;T/glg,vd(T) =0

1 _
T TigeVa (r) =0

|

e

|

e

|
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(B.154)

(B.155)

(B.156)

(B.157)

(B.158)

(B.159)

(B.160)

(B.161)

(B.162)
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%T/%vd(T) =0 (B.163)
%T/g@vd(T) =0 (B.164)
S).B,f(B.P) = (%)/‘T/jvd(ﬂ (B.165)

(%)/Cmvd(v) = %(621) (B.166)
(%)/Cmmvd(ﬂ = FC—;f(l;e) (B.167)
(%)/CT/E,MT) = %(tl) (B.168)
(T)/CT/‘;Vd(T) = Tlnc(,i”)(e;l) (B.169)

I = lpc)
(%)/%T/cvd(ﬂ = I;;Fi(lj) (B.170)
(%)/mr/imvd(r) = (rrgj(il) (B.171)



i = &
para : jo=Croiper &0 &,
= <
(T)/EIT/CvdT C\ e
1 _ f—y l1—e
(;)/ET/I vlT) = rti( € )
l[{e—1
(T)/ET/E V(1) = T\ e
Tn(ip)[e—1
(T) Teva(T) = r e
1 = 54;
Pard= i = € B E,
Tn(ip)(e—1
| (IF=y)TIn(ige)[1-e
[¥) v = 5200
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(B.172)

(B.173)

(B.174)

(B.175)

(B.176)

(B.177)

(B.178)

(B.179)

(B.180)



B.4.11.

(%)/§4T/Cvd(—r)

e—1

_ [Tlnl(fpc>J2(

e

|

Calculo dos coeficientes de sensibilidade de 1° ordem:
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(B.181)

De posse dos termos calculados previamente nas secdes anteriores, obtém-se

facilmente os coeficientes de 1* ordem empregando-se a Equagdo A.43:

para C
2% _ <VdS/c> + <V:1S(c)> + STT/Cvd = \Va i;;c -
6C CTr
) % 1
— <vdg—zc Td + 1 > + ;T/Cvd('r) =
Lrc ipc| +[ Va4 I'fl—e
= — V=L 1)+ = =
C21‘<Vd> Cz<v" r > C\ e )
= ) - i)+ )+ £ = o
para Ipc
0y —<vS >+<V*S->+STT-V — -y
Sin an /i a9 ,) Vige Vd d Cr?

+
/\
<
U *

(B.182)

(B.183)
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para &,

ov, ; i
= (v;8,) + (v, 8 + STt v = (v
0§, < d /§> < d (5)> g,V < R
 lpeVy 1 irc .
+ <Vd CF2> + ;T/ ch(T) :CF2(<vd>_<VdVd>) + (B.184)
+(1ze) = (=L
e e
para &,
ov, <v st > + <V*S > +o§tr oy = Lpe TIn(i ) B
664 A= 1E, d <§4) /€ d d C]"z
*i Tll’l(i )V 1 i Tll’l(i )
_ <Vd FC CI—-ZFC d> + ;T/&vd(-r) = FCC#FC<V(1> _ (B.185)

%ﬁ(%)@;vd) + Tln(iFC)(I;e) = _Tln(ti)(é)

B.4.12. Calculo dos termos de 2° ordem dos coeficientes de sensibilidade:

Os termos de 2° ordem dos coeficientes de sensibilidade podem ser obtidos da

Equagdo A.45, onde ja esta sendo levado em conta a corre¢ao dada pela dos termos extras:

(B.186)
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i

= C; . “x -
para . [j = C; iper &; &4 evistoque: P,(f ; f,) =0

%Z AISTgva) + (STeva) + (STvae) + (viSi)
S P BB S (P.B) + Bicf,(B.B)] + SI(D.B)BcS(P.B) (B.187)
| =
1

= Jloclisleva) + (Slevac) + (Slevae) + (iSiel

+ S (B.F)B, L (P Ty + ST (P.FIB, (D7)

+ SYD.B)Biccf (B.B) + Biefic(p.B)| + Sc(D.B)Bcf(P.B)

+ SIc(p VB S (B Py + ST BB f1c(BFlics| +

, f f f .
+ Oipc <S/Cipcvd> + <S/Cvd/im> + <S/ip(~vd/C> + <VdS(CiFC)>

+ S'(p.B)Bci, S (B.B) + Bicf ), (B.B)] + S, (B.B)BS(P.B)

+ 81c(p.7) B £(5.7); o] +

L+ ST (BB S e(B T

+ 5‘51[<Sjcglvd> + <S;rcvd/§,> + <S;L§1Vd/c> + <V;S(C§1)>
+ S (2.B)[Bce f(P.B) + B f1clP.B)| + S (P.B)BcS(P.B)

+ S|(p.7)B f(D.7)

s ST BB S (B Fy] +
+ 554[<S;rcg4vd> + <S/chd/§4> + <S}L§4Vd/c> + <VZS(C§4>>

+ 8" (P, B)|Bice f(P.B) + Bicfie(P.B)] + Sl(p.B)Bcf(P.B)

+ ST (P 7)Bef (.7

T S BB fre(PF )

I
~lsc|—2
2 [




I'fe — 1 I'|e 1 . I' — yl[l
+ = + = + 6 -] +
Cz( e cz( e ZFC( Cire ) ¢
1 e —2 e — 3 I' — yl\le—=2
- r — - -
CZFC( ( € ) }/( € Cipc )( €
1 2e — 5 e—3 y \[l—e
+ - T + -
CZFC( ( e ) ( e CiFC)( e )]
I' — yi[1l I' — yl\le—1 I' — yl[l-e
—] + +2 -
( Cipe ) e Cipe )( e Cipc )( e
551—_11+i3—e_Le—2 l2e—5+
C C\ e C\ e C e
- - Tln(i
+2(1=e) (1) 2 1)l ol n(ip)(1
C\ e Cle C\ e
Tln(izc)(3—e Tin(ipe)(2—e +Tln(i1~‘c) 2e — 5 +
C e C e C e

. TlnéiFC)(egl)” o

a?d = %zépjli<sjimjvd> + <S;ri,gvd/j> + <Stjvd/ifc> + <V2S(im.i)>

+ 8" (p. BB, S (B.B) + By f;(B.B)| + SI,(B.B)B,, f(P.B)

+ S, (BB Sy + ST BB (P F )] =
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(B.188)
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+ 8, (p.7)Bc f(D.F)

7=B + ST(ﬁ’7)B/Cf/iﬂ-(ﬁ’7)‘7:5] +

_ %[5C[<S2%Cvd> + (8], vae) + (Slevan, ) + (viSi o)

+ S'(P.B)Bicf(P.B) + B fic(B.B)] + Slc(p.B)B, [(P.B)

i i + *
<S/iF(,iF(,Vd> + <S/iﬂ.vd/in.> + <S/iFL,Vd/iFC> + <Vds(iFCiFL.)>

1 e—3 2e — 5 1 e—2 1
- r - —|T +y(=|| +
CiFC( ( e ) y( e )) CiFC( ( e Ve
Ir — yle—1 I — y[l—e r — yl[l-—e
+ + + +
Cipe ( e Cipe ( e Cipe ( e




_|_

Bi . 2
S|~ [l 27) L(1)
(lma'x lFC) Lpe Lpe [ tpc \ €
2
r—zy)lr(z—e)_y(z—e b Py ) (26 =3
iz € € Irc €
wi%C(S—e)] N y(]"'z—y)(e—l N F:y [y(e—Z N
€ Iipe € Iife €
Bioi . _
r(L)| + Li3y - or 4+ Zhrclme (e L+
e ch lma'x_lFC) e
2
o\ e (1 - =%
H[(T 2y)(e1+6§l (1),
Iie ¢ Lre €
1 Yy e—3 1 e—2 e — 3
(1 - + r - -
iFC( FiFC)( € chF[ ( e ) y( e )]

26—5+Le—1_y e—1) y
irc\ e i, \ e I'i.,

2L, .L(e—l N .L(l—e) y (l—e N
ipc\e irc\ e irc\ e Iipc\ e

_ — 2yln (i
.1 1 e)_ y (l e +6E, _l(ln(ti)-Fl— yIn (i) 1
lFC e FZFC e lFC F e
Tn(ip)(e—3 _YTln(ti) e—3 + Tln(i) _|e=3

i pe e I'ig- e I'igc Y e

— TlIn(i — —
I e-2 + LC)(X — 1) ﬁ + i e—3 +

e FZFC F e Lrc e

e—1

N Tln(iFC)(

Lrc

YTln(ti>

e

)_

YT In(ipc)[e—1
I'i,. e

I'i..

e

(e—z) N Tlr}<ti)(e—1

lpe e

) _ Tln (ipc)

Lrc

N 1(1—e
lpe e

-

_|_

+
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_‘_Th'l(l.Fc)(l—e)_zyTln(ti)(l e)_i_ThT(ti)(le)”
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i re e I'i.. e I re e
1 1 T (1
= —jw|=|0ip — —|(—|06
Z[w(e) e ti(e) 64}
p, = &

+ 8" (B.B)Bie /(2B + B f (BB + S (PB)B S (P B) (B.189)

o+ ST (BB e (B Fhey] =

= Slocllstien + (Slovac) + (Sleva] + [8cc)
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P =&
aQZLZMKSTv>+<S*v>+<s*v b+ (Vi)
654 2j:1 J 1€, " d 1€,Vdlj /jVdre a9 (g, )

+ 8" (5, BB, S (P.B) + B S, (B.B)| + S(B.BB S (P.B) (B.190)

+ 5ZFC <S/§4tivd> + <S/§4Vd/[f_c> + <S/[chd/§4> + <Vds(§4[[:c)>




554[<S/T§4§4vd> + <S/T§4vd/§4> + <S/T§4vd/§4> + <V2S(§4§4)>

Bieof (5.B) + B (P.B)| + Sl.(B.B)B S (P.B)

oyt S BB S e (B P ]| =
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